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Skyrius 1

lvadas

Ekonomika reikia studijuoti ne tam, kad iSmokti gatavus atsakymus j ekonominius klausimus,
bet tam, kad iSmokti kaip iSvengti ekonomistuy apgaul

Joana Robinson, 1903-1983

1.1 Kas yra matematire ekonomika?

Jei trumpai ir apytikriai, tai matemagrekonomika yra neoklasikés ekonomikos teorijos dalis.
Jei tiksliau, tai reikia aptarti kas sudaro ekonomikos teorija ir kas yra neoklastkionomika.

Neoklasikine ekonomikos teorija. Ekonomikos teorija yra sudedamoiji ir svarbiausioji eko-
nomikos mokslo dalis. Greta ekonomikos teorijos, ekonomikos moksla sudaro makroekonomi-
ka, ekonometrika, taikomoji ekonomika, ekonomikos filosofija ir metodologija bei eko@smin
minties istorija.

Tuo p&iu, ekonomikos moksla galima skirstyti ir pagal jj suddias jvairias mokyklas
bei kryptis. Dominuojagia tarp visy jy yra vadinamojieoklasikinemokykla arba ekonomi-
ka. Sios mokyklos poziurio egnyra ta, kad ekonominio visuomes vystymosi pasekayra
ekonomires rinkospusiausvyra realizuojama individualiy jos nariy racionaliu elgesiu esant
ribotai pasirinkimo laisvei. Tarp kity ekonomikos mokslo mokykly neoklagk&xonomika
iSsiskiria savo prielaidomis apie gamybos proceso technologines galimybes ir apie individualiy
vartotojy pasirinkimo formas. Pavyzdziui yra tariama, kad firma maksimizuoja savo pelna esant
x2duotai" rinkos kainai. Visuomess nariy elgesys yra racionalus ta prasme, kad kiekvieno is ju
pasirinkimas tarp alternatyviy vertybiy yra pilnas ir tranzityvus. Kiekvienas individas renka-
si maksimizuodamas racionaly pasirinkima, ribojama pradiniu jnasu ir egzistijaertybiy
kiekiu. Sios ir kitos neoklasikies mokyklos prielaidos apie ekonominj visuorasmariy elgesj
leidZia pagristi (matematiskai jrodyti) matosios ekonomis rinkos pusiausvyros egzistavimo
galimybe.

Neoklasikires ekonomikos mokykloje galima iSskirti keturias pagrindines kryptis ir daugelj
specialiy jos siy. Pusiausvyrinis ekonominio vystymosi pozi uris daugiau ar maziau atsispindi
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visose Sios mokyklos kryptyse. Pirmaja, teoring neoklasiimokyklos kryptj, sudargasi-
rinkimo teorija bedrosios pusiausvyros teorifaloSimy teorija Didesre Siy teorijy dalis sudaro
tai, kas vadinamanikroekonomika B utent Si, teori neoklasikiges mokyklos kryptis, yra la-
biausiai dominuojama pusiausvyros poZzi urio. Maziausiai Sio poZi urio poveikis yra jZvelgiamas
ekonometrikojekuria sudaro tiek statistika tiek ir ekonomika. Ekonometrika naudoja realius
ekonomikos duomenis ir statistinius sprendimus tam, kad jvertinti jvairius modelius ir jy pa-
rametrus.Makroekonomikatrecioji neoklasikires mokyklos kryptis, nagréja tokius bendrus
ekonomikos reidkinius kaip biznio ciklai ir ekonominis augimas. Siuolaikiniy ekonomisty vys-
toma makroekonomikos teorija smarkiai remiasi pusiausvyriniu ekonomikos reiskiniy pozi uriu,
iSplaukiartiu i$ racionalaus individy elgesio. Racionalaus elgesio sureikSminimas, dar vadina-
mashomo economicygyra neoklasikinio pozi urio vystymosi pasekin skiriamasis bruozas.
DzZz. M. Keinso (John Maynard Keyne8endrojoje teorijoje[10] — svarbiausiame XX-0jo
amziaus ekonomas minties k urinyje — makroekonomikos rySys su individualaus pasirinkimo
ypatylemis nebuvo taip sureikSminamas. Ketvirtaja kryptj sudarantys neoklasikimokyk-
los darbai yra susije staikomaja ekonomikaplaCiausia ekonomisty veiklos sritimi, taip pat
atspindi pusiausvyrinj ekonomikos teorijos paveikslacida taikomieji darbai bendra rinkos
pusiausvyros pozi urj papildo naujais aspektais. Taikomosios ekonomikos sritimis yra laikomos
tarptautires prekybos teorija, darbo ekonomika ir finansy ekonomika, atitti&arskirtingas
ekonomines rinkas.

Dabar galima pasakyti konkiau, kadmatematine ekonomikapima pasirinkimo teori-
ja, bendraja pusiausvyros teorija ir loSimy teorija. Neoklaglekonomikos teorija nuo savo
atsiradimo pradzios — XIX amziaus vidurio — matematikaégpagrindine priemone analizuo-
jant ekonoming realybe. Matematika buvo ne antraeilis dalykas, o tuo metetgsaealizuoti
programos esal ekonomikos disciplina paversti grieztu kiekybiniu mokslu, lygigiweast-
ronomijai ir fizikai. Sios programos @a ir realizavimo pradzia yra priskiriama Léon Walras
(1834-1910), dl ko neoklasikie ekonomika kartais vadinama Walras’o ekonomika (angl. Wal-
rasian Economics). Kadangi Sios programos realizavimasitapie Simta penkiasdeSimt mety,
pagrindire ekonomies teorijos dalis — bendroji ekonomgipusiausvyra — t@jo gana skirtingas
formas. Paskutinis Sio vystymosi etapas, kurio pradzia galima laikyti apie 1950-uosius metus,
yra susijes su Kenneth J. Arrow, Gerard Debreu, Lionel W. McKenzie ir kity mokslininky dar-
bais.

Neoklasikines mokyklos iStakos. Klasikinevadinama ekonomas minties mokykla, atsto-
vaujama Adam Smith ir David Ricardo ir laikoma pirmaja Siuolagigrekonomikos mokyk-

la. Klasikine ekonomika akcentavo laisvosios prekybos nauda, rinkos polinkj | pusiausvyra ir
vertes teorija pagrijsta darbo sanaudomis (angl. labor theory of value). Klasikine ekonomikos
mokykla keit tokios ekonomias minties mokyklos (angl. marginalist schools), kuriosegrt
Saltinj maé santykiniame naudingume (angl. marginal utility), o ne gamybos kaStuose.

Kitos ekonomikos mokyklos. Salia neoklasikias mokyklos egzistuoja daug kity ekonomi-
kos mokykly. Tarp ju viena zymiausiy yi@ustry ekonomine mokyklaTaip yra vadinama
ekonomires minties sritis, kurios pradininkais buvo austrai Carl Menger (1840-1921), F. A.
Hayek (1899-1992) ir Ludwig von Mises (1881-1973), o toliau vystoma daugiausia amerikie-



Ciy ekonomisty tarp kuriy Zymiausias yra Murray N. Rothbar (1926—1995). I1Sskyrus pozi urj
pusiausvyra, Si kryptis turi labai daug bendro su neoklasikine mokykla. Pavyzdziui, abi mo-
kyklos kapitalizma laiko valstyés geriausia socialine—ekonomine sistema. Neoklasikams ji yra
geriausia todl, kad pasizymi salygomis b utinomis rinkos pusiausvyrai egzistuoti. PrieSingai,
austry ekonomistai remia kapitalizmo sisten& jos gelejimo prisitaikyti prie pusiausvyros
nebuvimo. Jy manimu rinkos pusiausvyra realiame pasaulyje yra negalima, nes ji yra abstrakti
mokslire konstrukcija. Austry tradicija vietoje pusiausvyrosjas remiasi | verslininko (angl.
entrepreneur) vaidmenj rinkoje. Verslininkas siekdamas pelno padaro kapitalizméidainks
prisitaikartia socialine sistema. Siuo poZiuriu lyginant su feodalizmu ar socializmu, kapitaliz-
mas laikomas prisitaikaia sistema. Austry mokykla taip pat ypatingantesj skiria ekonomi-
niy sprendimy neapibZtumui nagrigti, atmesdama neoklasiky tuo tikslu naudojama tikimybiy
teorija grindZziama modelj kaip trivialy. Jy tvirtinimu, prielaida apie tikimybinio mato egzistavi-
ma yra nereali. Taau kapitalizmas b udamas silpnai susijusia sistema, yra geriausiai prisitaikes
neapibeztumui. Dar vienas skirtumas tarp neoklasgrr austry mokyklos atsiranda pozi ury-
je i matematikos vaidmenj ekonomikoje. Austry mokyklos atstovai tiki, kad real us duomenys
ir ju tyrimas yra beveiiai nes yra generuoti nepusiausveimekonomikos. Be to, ju huomo-
ne visuomea rera ja sudaraiy individy aritmentine suma ir ta matematika nepagi tirti
visuomeres elgesj. Daugiau apie austry ekonoesimokyklos i@jas galima suzinoti i$ Sios
teorijos jvado [3].

Kitos ekonomikos teorijos ir juy skiriamieji bruozai:

e institucionalizmas- kritiSkas abstraéiam ir bendram teorizavimui, o svarbiausiu laikan-
tis ekonominio elgesio apibudinima konkres institucijos kontekste. Taikomieji neokla-
siky ir institucionalisty darbai kartais yra labai panas us;

e marksizmas- toliau vysto K. Markso veds teorija besiremianti panasiais | neoklasiky
metodais;

e Keynes’'o (makro)ekonomikamakroekonomikos anabkzgrindZziama pgjimu nuo ,vir-
Saus" (makro-) | ,ap&a" (mikro-) prieSinga kryptimi nei neoklasikénanaliz;

e post-Keynes’'o ekonomik&ritiSka neoklasikies ekonomikos atzvilgiu ir ypatinga svarba
priskirianti neapibeZztumui ekonomikoje;

e Sraffos ekonomikaparemta Sraffos prekiy gamybos remiantis prekis samprata;

¢ dinamine ekonomikataikanti netiesigs dinaminiy sistemuy ir chaoso teorijas ekonomi-
koje;

¢ evoliuciné ekonomikalaikanti ekonomika besivystéia sistema panasiai kaip Darvino

evoliucijos teorija.

DetalesniCia iSvardinty ekonomikos teorijy jvertinima galima rasti S. Keen’o knygoje [9, 14
skyrius]. Minetoje knygoje autorius pazymi jog nei viena i$ Siy ekonomikos ¢itygaktu
pretenduoti | vieninteds XXl amziaus ekonom@s teorijos varda. Taau kiekviena is jy yra
pakankamai stipri toje srityje, kurioje yra silpna neoklastkekonomika. Tiktina, kad Siame



amziuje dominuojatia turety tapti ta ekonommmteorija kuri akcentuoja Siuolaik@s kapitalis-
tines ekonomikos dinamika. |vadas | Siuolaiking ekonomika, kuris nesiremia viena kuria nors
ekonomine teorija, yra pateikiamas Stretono (H. Stretton) knygoje [16].

AnksCiau iSvardinom tokias keturias neoklasi&mekonomikos kryptis: ekonomikos teori-
ja, makroekonomika, ekonometrika ir taikomoji ekonomika. Be jy egzistuoja ir labai svarbuy
vaidmenj vaidina ekonomikos filosofija ir metodologija, bei ekonasiminties istorija. Pir-
mam susipazinimui su ekonongg minties istorija verta perskaityti T. G. Buchholz knyga [2],
o lietuviy kalba R. Heilbroner knyga [6].

1.2 Bendrosios ekonomias pusiausvyros apzvalga

Siame skyrelyje glaustai apib udinama prekiy rinkos pusiausvyra paprastai vadinama bendraja
ekonomine pusiausvyra. Si pusiausvyra iSsamiai nagnia 4 skyriuje.

Ekonomires veiklos Saltiniais yra prekiy vartojimas ir ju gamyba. Pagal ekonesnieik-
los pob udj rinkos dalyviai yra dvieju r uSiy: vartotojai ir gamintojatidiasvarbiausia prekiy
rinkoje yra p&ios preles, kurios yra ekonomeés veiklos priemoa ir tikslas. Prekiy kaina yra
rodiklis, kuris nurodo prekiy stygiaus laipsnj (angl. scarcity). Sio rodiklio — kainos — susida-
rymo mechanizmas grindZziamas vadinamaja ekonomine pusiausvyra. Tokiu b udu bendrosios
ekonomires pusiausvyros pagrindia savokos yrpusiausvyraprekedr kaina Tiksliau, bend-
roji ekonomire pusiausvyra paaiskina tokios prekiy kainos susidarymo mechanizma rinkoje,
kuriai esant optimaliai paskirstomi iStekliai tarp rinkos dalyviy. Kitaip tariant, pusiausvyra reis-
kia tokia rinkos busena, iSreikSta prekiy kainomis ir jy kiekiais, kad prekiy paklausa yra lygi ju
pasi ulai, o visi rinkos dalyviai realizuoja savo tikslus.

Nagrirejamos bendrosios ekonormam pusiausvyros teorijos pradininkais apie 1950-uosius
metus tapo Kenneth Arrow ir Gerard Debreu. Pirma karta ir pilnai Sia teorigs&debreu
savo knygoje ,Vers teorija" [4]. Arrow—Debreu teorija apibudina trys pagriredimprielaidos:

e gerybes kaip preks skiriasi pagal savo buvimo (pristatymo) vieta ir tokiu b uduéerek
nepriklauso nuo vietos;

e gerybes kaip preks skiriasi pagal savo buvimo (pristatymo) laika ir tokiu b udu grek
nepriklauso nuo laiko;

e prekiy pristatymo sutartis atsizvelgia | galimas ateities jvykiy aplinkybes, tokiu b udu is-
vengiant jvykiy tikimykes savokos.

Arrow-Debreu teorijos pagrindiniais teiginiais yra bendrosios ekonemjpusiausvyros eg-
zistencijos teorema, bei pirmoji ir antroji fundamentaliosios gesaeoremos.

Prekes ir kainos. Preke (angl. commodity) vadinama tokiargbe, kuria galima pirkti ar
parduoti, o jos vienetai yra lygiav@ni. Ta pati g@rybe gali b uti skirtinga kaip prékpriklau-
somai nuo vietos, kurioje ji randasi ir nuo laiko, kada ji prieinama. Pavyzdziui, preke yra tokia
ekonomire gerybe kaip grybai. AiSku, kad tos gas r uSies grybai gali teti skirtingas kainas
skirtingose vietose ir skirtingu laiku. Tetigrybai tampa preke jei Zinomas ju kiekis, r usis, bei
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kur ir kada juos galima pirkti ar parduoti. Tokia pe=ksamprata pagal kuria, ji skiriasi priklau-
somai nuo laiko ir vietos, iSplaukia i$ to, kad ekonoaireikla yra nagrigjama statigje, o ne
dinamirgje b usenoje. Kita ekonominiy vertybiu r usis yra paslauga. Pavyzdziui - matematikos
mokymas. Si paslauga jvertinama Ziniy kiekiu perduotu, pavyzdZiui, per dvi valandas. Mate-
matikos paskaitai priskyre vieta ir laika, gauname preke. Be to, abiem atvejais reikia seitarti d
prekes matavimo vienety. Pirmuoju atveju tokiu vienetuegalb uti kilogramas, o antruoju —
vienos valandos ilgio paskaita.

Toliau nagrirejama rinka, kurioje yra baigtinis skaiis ¢ skirtingy prekiy. Kiekviena is Siy
prekiy, Zymima indeksk € {1,...,/¢} ir tapatinama su jos kiekiu iSreikStu realiu skiami
xp. Rinkos veilejui (vartotojui) teigiamas skéius x;, reiSkia jo jsigyjamos preds kiekj, o
neigiamas sk&iusx, reiskia tokios pre&s perdavima kitam rinkos vedui. Pavyzdziuix, =
2 gali reiksti jsigyjima dviejy kilogramu grybuy kiekj;, = —4 — keturios valandos matematikos
paskaity skaityma mokytojui arbe, = 4 — Sios paskaitos klausymo mokiniui. Tokiu b udu
prekiy rinkinysyra vektoriusz = (xi,...,x,), 0 visa prekiy rinkiniy aib X yra Euklidines
erdesR’ aibe vadinamavartojimo aibearba prekiy aibe. Prekiy rinkinio = (z1,...,2,)
koordinag z;, yra teigiama jei vartotojas sigyja-tosios preksz;, vienety, ir ji yra neigiama
jei vartotojas atiduoda atitinkama kiekj prekiy.

Preleskainayra dydis, kurj reikia mokti dabar tam, kad jsigyti viena Sios pe=kvieneta.
Kaina yra matas to, uz kiek ja galima jsigyti. Kainara preles vidire savyle, bet priklauso nuo
iSoriniy aplinkybiy — technologijos lygmens, vietos, laiko ir pan. Tolesniame nggrie cel
paprastumo pinigai kaip tarprprele nenaudojama ir t@ nesinaudosime pinigy teorija. Vie-
toje pinigy, kiekvienank-tosios preks vienetui yra priskiriamas realus skiasp;, — vadinamas
jo kaina. Priklausomai nuo to ay, yra teigiama, nulis ar neigiama tarsime, Katbji preke yra
atitinkamai reta, neribota ar kenksmindgainos sistemara vektoriusp = (py,...,p) € R’
Prekiy rinkinioz = (x4, ..., z,) kaina atitinkanti kainos sisteme= (py, . . ., p¢) yra skaliarire

sandauga
l

pxr= thﬂfh- (1.1)

h=1

Visy kainos sistemas sudatam vektoriyp = (p1, . .., p,) aibe ZynesimeP C R’.

Ekonomikos veikejai. Kita svarbi savoka yra ekonomikos vejls (angl. economic agent).

Jie yra skiriami j dvi kategorijasgamintojaiir vartotojai. Gamintojai paruoSia pilna gamybos
plana, t. y. nusprendzZia kiek, ko ir pagal kokia technologija bus gaminamossré&anasiai,
vartotojai nusprendzia savo pilna vartojimo plana, t. y. numato kokiy ir kiek prekiy bus suvarto-
jama. Svarbu nepamirsti, kad Sie planai yra sudarmeiar, kadangi, kaip miata, ekonomika
nagringjama stat&je b usenoje. Kita svarbi ekonomikos &giktyrimo prielaida yra ,neribo-

to numatymo" galimyb. Tai reiSkia, kad ekonomikos veéijai pasizymi absoli€ia ir neribota
toliariagiSkumo savybe.

Tai kas pasakyta, dar nepilnai apibudina ekonomikosejesk Taip pat yra b utina apéiti
veikejy tikslus Gamintojy tikslas yra maksimalus pelnas esant duotoms ekoeomisaly-
goms. Vartotojy tikslas yra maksimalios naudos siekis turimomis salygomis (nulis valandy dar-
bo ir tona aukso yra nerealus siekis). Ekonomikos&gikgodumas" yra ju aktyvumo Saltinis,



kuris ir sudaro nagriégjamos neoklasikes teorijos kita fundamentalia prielaida: ekonomikos
veikejy begalinj egoizma

Vartojimas. Kaip mineta, vartotojas yra vienas iS ekonomikos egik PavyzdZziui, tai gali

b uti individas, Seima ar kita bendry interesu vienijama@rifartotojas numato savo vartojimo
plana, arba trumpiau — vartojima — sudaryta i§ prekiy rinkiniy. Sis pasirinkimas yra rilgtas d
galimy prekiy ailes fizinio ribotumo ir @l rinkos ribotumo.

Tarsime, kad vartotojo prekiy pasirinkimas yra ribojamas aibec R’. Taigi, bet kuris
prekiy rinkinys yra iSreiSkiamas vektoriumi = (z1,...,2,) € X. Paprastai yra tariama,
kad pasirinkimy aib iSpildo tam tikras salygas. Kaip taisgktokios salygos atsirandaeld
matematinio jrodymo reikalavimy. Neretai tokias salygas galima interpretuoti ir ekonomiskai.
PavyzdZiui, mes tarsime, kad ailX' yraiskila, t. y. jeiz!, 2? € X tai \z' + (1 — \)2? € X bet
kuriam\ € (0,1).

Kitas svarbus vartotojo pasirinkimo ribojimas yra jo pasirinkimo kriterijus. Pasirinkimo Kri-
terijui nusakyti yra naudojamas @&§gX binarinis santykis-, t. y. bet kuris poaibig- ¢ X x X.
Pasirinkimams charakterizuoti naudojama binarinj santykjadinsimepreferencija Toliau
bus tariama, kad preferencija yracionali, kas reiks, kad binarinis santykis yra pilnas ir tran-
zityvus. Pora( X, ) sudaryta iS pasirinkimy aés ir racionalios preferencijos bus vadinama
prekiy lauku Dar vienas pasirinkimo kriterijus yra gaunamas naudojant vadinamagidingu-
mo funkcija

Tarsime, kad rinkoje yra vartotojy ir kiekviena i3 jy Zyrasime indeksu € {1,...,n}.
Kiekvieno vartotojo pasirinkimy a#gali b uti skirtinga. Taal i-tojo vartotojo pasirinkimy aibe
ZzymesimeX;, o jo preferencija pasirinkimy aéje X; Zymesime=,. AukXiau miretas rinkos
ribojimas pasireiSkia per kainos sistema P. Toliau taip pat tariama, kadtasis vartotojas
turi pradinj turtaw;, sudaryta i$ pradinio jnaSo ir pelno gauto i$ akcijy. Tokiu b udu rinkos
ribojimas yra iSreiSkiamas salyga: prekiy rinkinyse X; yra leistinas, jep - z; < w;. Aibe
tokiy prekiyz; € X; toliau vadinamaiudZetine aibgt. y. aike

Bi(p,w;) :=={z; € Xt p-x; <w;}.

Gamyba. Gamybos ir gamintojy apraSymas i$ esnyra panasus | vartojimo ir vartotojy ap-
raSyma. Gamintojo tikslas yra nustatyti gamybos plana (visaiiatei MatematiSkai tai reiSkia
pasirinkima vektoriaug = (y1, ..., y,) tarp visy ailesY” C R® elementy. Ail2 Y yra ribojama
technologijos ir iStekliy, toliau vadinangamybos aibe

Tarsime, kad rinkoje yra: gamintojy ir kiekviena i3 ju Zymesime indeksy € {1,...,m}.
Velgi, kiekvienam gamintojuj gamybos aib Y; gali b uti skirtinga. Kaip ir vartojimo atveju
gamybos aib bus ribojama tam tikromis matemadmis savybmis.

Esant duotai kainos sistemaic P ir gamybos planui; € Y;, gamybos pelnas yra skalia-
rine sandauga - y;,. Gamintojo tikslas — maksimizuoti pelna duotai kainos sistemai, t. y. rasti
tokj gamybos plang;, kad

p-y; =sup{p-y;: y; € Y} = mi(p). (1.2)



Rinkos pusiausvyra. |3 pradziy apibeSime m usy naggfamos rinkos ekonomikos elemen-
tus:

e Rinkoje yran vartotoju: € {1,...,n} ir m gamintojyj € {1,...,m}. I3 viso rinkoje
funkcionuojam + n ekonominiy veilejy.

e Kiekvienas vartotojas € {1, ..., n} turi savo pasirinkimy aibg(; C R’ ir savo preferen-
cijos santykj-, aibeje X;.

e Kiekvienas gamintojag € {1,...,m} turi savo gamybine aib¥; C R’, ribojartia jo
technologinius pasirinkimus.
e Kiekvienas vartotojas € {1,...,n} turi pradinj jnada; = (e;1,...,ey) € X; C R

Tegulz; € X, ir y; € Y;. Tokie prekiy rinkiniai{x;}, {y;} ir {e;} igalina apibezti tai, kas
vadinamavisumine pertekline paklausa

n

2w} Ay} = S a, f: Y e (1.3)

i=1 =1

Privati nuosavyb m usy nagréjamoje ekonomikoje apibziama taip:

e vartotojuii € {1,...,n} priklauso tokiad;; € [0,1] dalisj € {1,...,m} gamintojui
priklausagio pelno, kad> "7, 6;; = 1 kiekvienamj.
Tada, duotai kainos sistemaic P, galima apskaiuoti :-tojo vartotojopradinj turta

w; = wi(p):==p-e; + Z@Zﬂrj R,

kai 7;(p) yra j-tojo gamintojo pelnas (1.2). Zinant pradinj turtg ir kainos sistema € P,
i-tojo vartotojo biudzeto atbyras;(p, w;).
Del trumpumogkonomikavadinsime rinkinj

&= g({Xu s 6,’}, {Qij}v {}/3}7 P)? (14)

sudaryta i$ aukdau apibeZty elementy. Sioskonomikos busewadinsime bet kurj rinkinj
({zi},{y;},p), kuriamez; € X;,y, € Y; irp € P.

Tarkime, kadS yra (1.4) ekonomika. Sios ekonomikos busgnd}, {y;}, p*) vadinsime
rinkos pusiausvyrgei galioja(a), (b) ir (c), Cia

(a) kiekvienami, =} yra biudzeto aibsj;(p*, w;(p*)) maksimalus elementas;
(b) kiekvienamj, y7 yra pelna maksimizuojantis gamybos planas, py.y; = m;(p");
(c) visumire perteklire paklaus& ({z}},{y;}) = 0.

Pusiausvyros problema. Duotai kainos sistemai € P, i-tasis vartotojas pasirenka maksi-
maly elementa; iS savo biudZeto a#s, t. .

z; € ¢i(p) = {z € Bi(p,wi(p)): (V2 € Bi(p,wi(p))) [z =i y]}.



Tuo tarpuj-tasis gamintojas pasirenka pelna maksimizuojantj gamybos planay.

yi €Yi(p) ={y €Yy (V2 €Y))[py >p=l}

Suckje gauname atitinkamai visuming paklausa ir visuming pasi ula:
¢(p) == dilp) it ¥(p) = U;(p).
i=1 j=1

Kadangi tieke;(p), tiek 1;(p) gali b uti ailes sudarytos i$ didesnio nei vienas elemeritis,
naudojama aibiy swdis A + B := {x +y: = € A, y € B}. Gautos aibs ir visy vartotojy
pradiniy turty sumav(p) := >, w;(p), apibezia aibe

C(p) == o(p) — ¥(p) +w(p), (1.5)

kuria sudaro visumies perteklies paklausos vektoriai (1.3).

Sakysime, kad (1.4) ekonomikgsisiausvyros problema turi sprendifgi egzistuoja tokia
kainos sistema* € P, kad0 € ((p*). Jei tokia kaing* egzistuoja ir yra vienintél, tai sako-
ma, kad (1.4) ekonomikosusiausvyros problema turi vienintelj sprendirfjokiu b udu musu
tikslas nustatyti tokias salygas (1.4) ekonomikai, kada pusiausvyros problema turi (vienintelj)
sprendin;.

Tarkime, kad visumias perteklies paklausos vektoriy al(1.5) yra sudaryta i$ vieno ele-
mento su kiekviena kainos sistema P. Tokiu atveju¢ yra funkcija apibezZta ailgje P C R
ir reik8mes jgyjanti aibjeR’. Savo ruoZztu, pusiausvyros problema turi sprendinj, jei vekgorin
lygtis ¢(p) = 0 turi sprendinj. Tai yra klausimas ar 1w sistema

{ Cl(pla s 7p€> = 07

C@(pla SR 7p€) = OJ

turi sprendinj? Sios ly&jy sistemos sprendinio paieSka mazdaug atitinka ta pusiausvyros egzis-
tavimo ir vienatinumo problemos forma, kuria jai suteM/alras’as.

Kitas ekonomies pusiausvyros problemos sprendimo etapas vadinstaiaisumotyrimu.
Stabilumo klausimas iSkyla bandant suvokti ar egzistuoja rinkegag" stumia6ios ekono-
ming sistema pusiausvyros b usenos kryptimi? Klasigkonomikos teorija rinkos j@jima j
pusiausvyra nusako vadinamudfitonnemerid procesu (apgraibomis, aklai — pranc uzy kalbos
Zodis). B utent tariama, kad egzistuoja iSorinis rinkos ,gfei&’, vadinamas rinkos aukcionie-
riumi, kurio vienintek funkcija yra informuoti ir koordinuoti. Pirmas aukcionieriaus zingsnis
yra skelbti prading kainos sistema, tarkif¥ € P. Rinkos veilejai — vartotojai ir gamintojai
— atsakydami | tai paskelbia savo pasirinkimy rezultatgs®) ir (p(")). Antruoju Zingsniu
aukcionierius suskaiuoja atitinkama visumies perteklies paklausos vektoriy aibgp).
Jei0 € ((pV), tai pusiausvyra pasiekta ir titonnement'o procesas baigtas. Priesingu atveju
aukcionierius skelbia nauja kainos sistep¥a € P ir tattonnement’o procesas tgsiamas.

Rinkos aukcionieriaus kainos sistemos pasirinkimas remiasi vadinamuoju ,pasi ulos ir pa-
klausos é@sniu”, kurj naudojo Walras’as. Siashio esra yra ta, kad jei visumia pertekli-
né paklausa yra teigiama, t. y. paklausa yra diéesh pasi ula, tai kaina yra didinama. At-
virkSCiali, jei visumire perteklire paklausa yra neigiama, t. y. paklausa yra mazegrpasi ula,
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tai kaina yra mazinama. Besitesiantis tatonnement procesas generuoja kainos sistemos seka

pM p@ . p®) . Galima tarti, kad 3i seka sudaryta priklauSiais nuo laiko kainos siste-
mos funkcijosp(t) = (p1(t), ..., pe(t)), t. Y. pr(ty) = pﬁf) su visaish kuriai nors laiko momenty
sekaity, ts, . . .. Be to, galima tarti, kad kainos sistema nuo laiko priklauso tolydZiai. Tada ,pa-

siulos ir paklausosednj" galima iSreiksti salyga
pi(t) = a1Gi(p),
Pi(t) = aele(p),

kai ay,...,a, yra teigiamos konstantos. Sios diferencialiniydiggsistemos sprendinys, jei
egzistuoja, yra kainos sitemos vektorjy($). Pusiausvyros b usena atitinka pastovi kainos sis-
tema. Stabilumo klausimas reiskia ar, peacs bet kuria kainos sistemos reikSpé = p(t,),
kainos sistema(t) konverguos link pastovios kainos?

Problemos. Kitos prekiy kainos mechanizmo aiSkinimo teorijos: klasgkinmarksistie ga-
mybos kainy anali, Wassily Leontief’s gjimo-i%jimo analiz, J. von Neumann’o tiesinio
programavimo modelis.

Pastabos. Tarp XXI amZiaus matematikos problemy yra ir problemos susijusios su bendraja ekonomine pu-
siausvyra (Zr. 8 problema Smale (1998)). Kaip buvoeatancia aptariamas modelis yra statinis ta prasme, kad
kainos nekinta laike.

1.1 Problema. Praplésti bendrosios ekonominés pusiausvyros matematinj modelj, leidZiant kainoms keistis laike.

Tokia teorija tuety b'uti suderinama su dabar egzistutigstatine bendrosios ekonorampusiausvyros teo-
rija. S. Smale nuomone buty labai gerai, jei kainy kitimas priklausyty nuo rinkageigesio. Detaliau apie Sia
problema ir jos matematinj formulavima galima skaityti Smale (1981).

Papildoma literat ura.

1. S. Smale. Global analysis and economics. Rinkinijandbook of Mathematical Economitseds. K. J.
Arrow ir M. D. Intrilligator, (1981), pp. 331-370. North-Holland, Amsterdam.

2. S. Smale. Mathematical problems for the next centlihe Mathematical Intelligence20, No. 2 (1998)
7-15.



Skyrius 2

Individualus alternatyvy pasirinkimas

Siame skyriuje nagrigjamas pasirinkimas tarp galimy alternatyvy. Alternatyvomis gali b uti
prekes, darbogga, paslaugos, akcijos ir kitognybes. Kitame skyriuje nagregjama atskiras
alternatyvy aiks atvejis, kurj sudaro prekiy rinkogrybiy aite. Sio skyriaus rezultatai toliau
naudojami pasirinkimams prekiy rinkoje analizuoti. 5 Skyriuje nagami pasirinkimai tarp
kitokios r uSies alternatyvuy. B utent, jei individo pasirinkimo pagskmnklauso nuo nezinomy
ateities jvykiy, tai rinktis tenka tarp tokiy jvykiy tikimybiy. Tuo atveju alternatyvomis yra
laikomi tikimybiniai skirstiniai.

Pasirinkima tarp alternatyvy lemia jy naudingumas tam, kuris renkasi. Ekonomikoje nau-
dingumo savoka iSreiSkiaegybiy Zmomems suteikiamos laigs ar malonumo vertinima. Pa-
vienes alternatyvos suteikiamas naudingumas gali b uti skirtingas kiekvienam individel. Tod
Siame skyriuje nagrigjamas atskiro individo alternatyvy pasirinkimas.

Alternatyvy vertinimas gali b uti arba absdiais dydZiais arba santykiniu lyginimu. Pir-
muoju atveju naudingumas vadinamas kiekiniu (angl. cardinal utility), o antruoju — santykiniu
(angl. ordinal utility). Pirmame skyriuje naggjamas santykinis naudingumas iSreiSkiamas
preferencijos savoka. Antrame skyriuje pereinama prie naudingumo funkcijos, kuri atitinka
kiekinj naudinguma.

2.1 Alternatyvy laukas

Racionalioji preferencija. Tegul X yra bet kokiy elementy ai) 0 X x X yra Dekarto san-
dauga, t. y. aib {(z,y): = € X, y € X}. AibésX binariuoju sarySiu vadinamas bet kuris
poaibisA C X x X.

Toliau ailes X elementams yra suteikiama alternatyvy interpretacija. Tuo atveju atitinka-
mai interpretuosime ir binaryjj sary$i, toliau vadindami jj alternatyvy aés X preferencijos
sarySid (angl. preference relation) ir Zyedami jj simboliu>-. Paprastai, vietojéz,y) € =
yraraSoma = y ir sakoma, kad yra ne blogesnis ug" arba galioja preferencija > .

Paprasiausias preferencijos sarySio pavyzdys yra nelggybindukuotas binarusis sarySis
realiyjy ska€iy aikejeR. Kitame pavyzdyje tarkime, kad® = {1, 2, 3}, o preferencijar >~ y

IKitas preferencijos sarysiui nusakyti naudojamas terminapiynaenybe
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apibrezia savyb: x < y, t. y. mazas sk&iusz yra ne blogiau uz didelj. Tada
= ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} € X x X.

Ekonomireje analieje labai daznai tariama, kad preferencijos sarysiui galioja ssyyKurio-
mis turety pasizyrati ,racional us" Zmogaus pasirinkimai.

2.1 Apibrezimas. Alternatyvy aites X preferencijos sarySis vadinamasacionaliuoju(angl.
rational preference relation), jei jam galioja pilnumo aksiafnair tranzityvumo aksiomai .2,
t.y.

(A.1) su betkuriaise,y € X, arbax = y arbay = z;
(A2) jeiz,y,z€ X,z -yiry = ztaiz = 2.

IS alternatyvy aibs X ir jos racionaliojo preferencijos saryStosudaryta poréd.X, ) vadinama
alternatyvuy lauku

Aibes X binarusis sarysis, kuriam galiojaA.1 ir A.2 aksiomos, matematikoje vadinamas
visiSkuoju pusiautvarkiniu arba tiesiniu pusiautvarkiniu. Tuo tarpu visiSkuoju tvarkiniu (angl.
complete ordering) vadinamas toks visiSkosios pusiautvarkos binarusis sarksisam galio-
ja antisimetriSkumaksioma: su visais,y € X, iSx = yir y > x iSplaukiar = y. VisiSkojo
tvarkinio pavyzdziu yra> nelygyle apibezta realiyju skdiy aibejeR. Priminsime, kad aiés
X binarusis sarySig- vadinamasimetriSkujei x > y tada ir tik tada, kaly = x su kiekvienu
z,y € X ir vadinamagsefleksyviyei = = = su kiekvienur € X.

Pilnumo aksiomoje Zodziai ,arba ... arba ...." neatmeta galaaykad galioja abi preferen-
cijos: z = yir y = x. Sie ZodZiai reidkia, kabbentviena i$ dviejy preferencijy yra galima.
Be to, pilnumo aksiomoje atveju = y gaunama iSvada, kad preferencija= x galioja su
visaisz € X, t.y. racionaliosios preferencijos sarysis yra refleksyvus. Preferencijos sarysis yra
neb utinai simetriSkas ar antisimetriSkas.

Alternatyvy aileje X turint preferencijos sary$t, matematikoje jprastu b'udu galima api-
brezti kitus du binariuosius sarysius:

(1) grieztos preferencijos sarySuadinamas toks binarusis sarysisC X x X, kad su visais
r,y€e X
T =y tadairtik tada, kai x>y ir -y > zl. (2.1)

Griezta preferencija >~ y taip pat iSreiSkiama Zodziais ‘yra geresnis uz";

(77) indiferentiSkumo sarySivadinamas toks binarusis sarysisC X x X, kad su visais
r,y € X
x e~y tadairtiktada,kai x>y iIr y>=x. (2.2)

IndiferentiSkumas: > y taip pat iSreiSkiamas ZodzZiais Ir y yra lygiavetiai" arba "r-as
yra paketiamasy-u".
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Tarkime, kad X, ) yra alternatyvy laukas, t. ¥ yra alternatyvy aies X racionalusis pre-
ferencijos sarysSis. Remiantis 2.2 ir 2.3 pratimais, indiferentiSkumo saxygia refleksyvus,
tranzityvus ir simetrinis. Toks binarusis sarysis vadinagtasvalentumearySiu. Kiekvienam
x € X, ekvivalentumo klas¢r] := {y € X:y ~ z} vadinsimeindiferentiSkumo aibe Del
ekvivalentumo sarysio apibzimo, bet kurios dvi indiferentiSkumo a@&b arba nesikerta arba
sutampa. Jei preferencijos sary8isyra antisimetriSkas, tdic] = {z} su kiekvienur € X.
Kad iSvengti trivialaus atvejo, toliau tariama, kad egzistuoja takiee X, kadz > y.

Kitas teiginys papildo racionaliojo preferencijos sarySio tranzityvumo savybe.

2.2 Lema. Tarkime, kad( X, ) yra alternatyvuy laukas ir alternatyvoms y,z € X galioja
preferencijosx = y ir y = z. Griezta preferencijax > z galioja jei galioja bent viena i
griezty preferencijx > y arbay > z.

l[rodymas. Tarkime, kad griezta preferencija~ z néra galima. Tada, remiantis 2.4 pratimu,
yra galima preferencija > x. Del preferencijos sarySio tranzityvumo ir lemos prielaidy,
galime tvirtinti, kad yra galimos preferencijgs>= x ir z > y. Kartu su prielaidom, tai reiSkia,
kad galiojay ~ x ir z ~ y. Vadinasi rera galima nek > y neiy > z. Sis prietaravimas
jrodo, kad griezta preferencija > z yra galima, ka ir reikjo jrodyti.

Pasirinkimo aibe. Sakykime, kad- yra alternatyvy aibs X preferencijos sarySis iB C X.
Aibe
C(B):=C(B;»):={xe€B: (Vz€ B)[x = z]} (2.3)

toliau vadinamapasirinkimo aibesudaro i$ aibs B Siuo preferencijos sarysiu pasirinktos alter-
natyvos. Aileje B néera alternatyvy, kurios b uty geresnz aiesC'(B) alternatyvas. IS tikro,
jeiz e B,z e C(B)ir z = z, taixz = z, 0to negali b uti (kagl?). Tokiu b udu preferencijos
sarysSis> apibezia individo pasirinkima’'(B) i$ bet kurio alternatyvy poaibi® C X. Jei
pasirinkimo aile yra netusia, tai ji — indiferentiSkumo aib (patikrinti!).

Veliau, spresdami vartotojo optimalaus pasirinkimo problema, nauéssaasirinkimo ai-
bemis sudarytomis i$ biudzeto aibiy, t. y. amis

o(p,w) == C(B(p,w); =) = {x € B(p,w): (Vz € B(p,w))[x = 2]}, (2.4)

kaip € P yra kainos sistema i yra vartotojo pradinis turtas.

Tokiu b udu preferencijos sarysis jgalina pasirinkti ,geriausias" alternatyvas i$ bet kurio al-
ternatyvy poaibio. Téau realiame gyvenime preferencijos sary@savinomas. Taal svarbu
apraSyti proced ura, jgalinda nustatyti patj preferencijos sarysj. Kitas teiginys rodo, kad prefe-
rencijos sarySio Zinojimas yra ekvivalentus visy pasirinkimo aibiy i$ dviejy elementy Zinojimui.

2.3 Lema. Sakykime, kad yra alternatyvy aibesX pilnasis preferencijos sarysisir,y € X.
Tada yra teisinga

(a) griezta preferencija: > y galioja tada ir tik tada, kai pasirinkimo aib&'({z,y}) = {z};

(b) indiferentiSkumas: ~ y galioja tada ir tik tada, kai pasirinkimo aib&'({x,y}) =

{z,y};
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(c) pasirinkimo aib&’'({z,y}) yra netuscia.

l[rodymas. [rodysime tik(a). Tarkime, kad galioja griezta preferencifa- y. Tadaz > y ir
x =z ty.x e C{x,y}). Jeiy € C({x,y}), taiy = z, kas prieStarauja prielaidai > y.
Todel C'({x,y}) = {z}.

Dabar tarkime atvirk§ai, kadC'({z,y}) = {z}. Pagal prielaidag ¢ C({z,y}) iry = v.
Todel —[y = z|. Kadangi, be tog > y, taiz > y. Lemos jrodymas baigtas.

Kaip mineta, Sis teiginys rodo, kad pasirinkimo aibiu i$ dvieju elementy Zinojimas jgalina
nustatyti preferencijos sarysj. Savo ruoZztu, preferencijos sarySis jgalinéiamksiretu b udu
nustatyti pasirinkimo aibes i$ bet kuriy alternatyvy poaibifidalieka svarbus klausimas apie
preferencijos sarySio ir pasirinkimo aibiy savybes, uZztikriias pasirinkimo ,racionaluma”.
Sis klausimas yra nagm@jamas toliau 2.4 skyrelyje.

Tolydusis alternatyvy laukas. Paprastai ekonomikoje nagejami racionalios preferencijos
sarySiai pasizymi papildomomis sawyhis. Viena i$ ju yra tolydumo savgb

2.4 Apibrezimas. Sakykime, kad alternatyvy abX yra topologire erdwe. Alternatyvy lauka
(X, =) ir racionalyjj preferencijos sarysi vadinsimetolydziujei su kiekvienur € X,

aibesL(z) :={y € X: y =z} ir R(z) := {y € X: z = y} yra uzdaros. (2.5)

Nesunku patikrinti, kad a#R(x) yra uzdara erdsje X tada ir tik tada, kay € R(x) jei
y = limyg_ o yx Ir yx, € R(x) SU visaisk.

Naudojantis 2.4 Pratimu galima jsitikinti, kad ab{y € X: y > z} papildinys yra aib
{y € X: x> y}, oaibkes{y € X: x = y} papildinys yra aib {y € X: y > z}. Todel yra
teisingas

2.5 Teiginys. Alternatyvy laukag X, =) yra tolydus tada ir tik tada, kai su kiekvienue X,
aibes{y € X: y > x}ir {y € X: z > y} yra atviros.

Nesunku patikrinti, kad toliau apibZtas preferencijos sarysis yra racionalus bet atitinkamas
alternatyvy laukasera tolydus (2.8 Pratimas).

2.6 Pavyzdys.Tegulx = (z1,...,2,)iry = (yi, ..., y) yradu Euklidires erdesr’ elemenai.
Abeceliniu(angl. lexicographical) vadinamas preferencijos sary$js, jei su bet kuriais:, y €
R', x = (1) y tada ir tik tada, kai galioja viena i$ trijy salyg(lt) =1 > yi; (2) egzistuoja toks:,
2 <k</{ kadzx; = y; visiemsl < i < kirxy > y; ar(3) z = v.

Nesunku pastedti, kad aleceline griezta preferencija >, y galioja tada ir tik tada,
kai teisinga viena iS pirmyjy dviejy akelines preferencijos apibzimo salygu, o axelinis
indiferentiSkumas: ~(;y y galioja tada ir tik tada, kai = y.

2.7 Teorema. Sakykime, kadX, -) yra tolydusis alternatyvy laukas i8 C X yra kompakti
aibe. Tada pasirinkimo aib€'( B) yra netuscia ir kompakti.

13



l[rodymas. Naudojantis (2.5) zy®jimu, pasirinkimo aib
C(B) = Nues|L(z) N B]. (2.6)

Kadangi bet kurios uzdary aibiy Seimos sankirta yra uzda(#®) yra uzdara aib erdeje X.

Be to, C'(B) yra kompakti, nes ji yra kompdlos aites B uzdaras poaibis. Parodysime, kad
C(B) yra netusia. Tarkime, kad, ..., z, € B. Remiantis preferencijos sarySio racionalumu
ir baigtine matematine indukcija iSplaukia, kad pasirinkimaeaild{z, ..., z,}) yra netusia,
t.y. tarpzy, ..., z, alternatyvy egzistuoja neblog&snz visas kitas alternatyva. Tarkime, kad
tokia yra alternatyva,, t. y. =, = z; suvisaisi = 1, ..., p. Del preferencijos sarysio tranzity-
vumo, L(z,) C L(x;) suvisaisi = 1, ..., p. Tada aibiy sankirta!_,[L(z;) N B] = L(z,) N B

— netu€ia. Kadangi alternatyvos,,...,z, € B laisvai pasirinktos, uzdary aibiy Seimos
{L(z) N B: x € B} bet kuri baigtire sankirta yra netd@$a. Remiantis A Priedo A.1 Teore-
ma ir aikes B kompaktumu, i$ to iSplaukia, kad (2.6) lyggddeSig pu® yra netusia, kas ir
jrodo, kadC'(B) yra netusia. Q. E.D.

Pratimai.

1. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. Irodyti, kad bet kuriam € X
nera galima griezta preferenciga- x.

2. Jei ailes X preferencijos santykis- yra tranzityvus, tai tranzityv us yra grieztos prefe-
rencijos santykis- ir indiferentiSkumo santykis-.

3. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad indiferentiSkumo
santykis~ yra refleksyvus ir simetrinis.

4. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems y €
X, griezta preferencija > y teisinga tada ir tik tada, kaily = x].

5. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems y €
X, preferencijax > y teisinga tada ir tik tada, kai arba>- y arbax ~ y.

6. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems y €
X, indiferentiSkumas ~ y teisingas tada ir tik tada, kai[x > y] ir =[y > x].

7. Tarkime, kad aibs X preferencijos santykis yra pilnas. |rodyti, kad bet kuriems y €
X, arbax > y arbay > x.

8. |rodyti, kad aleaelinis preferencijos sarysis ;) (2.6 Pavyzdys) yra racionalus bet atitin-
kamas alternatyvy laukdg’, = ;) néra tolydus.
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2.2 Naudingumo funkcija

Siame skyrelyje nagrigjamas funkcija apil@ziamas preferencijos sarysis. Tarkime, Ragra
alternatyvy aib, ou: X — R — funkcija. Su bet kuriais,y € X sakysime, kad: =, y
tada ir tik tada, kak(z) > u(y). Kai kuriais atvejais patogiau tirti realias reikSmes jgyjan
funkcija u, negu tiesiogiai tirti Sia funkcija nusakoma preferencijos sarys| Todel svarbu
nustatyti kada preferncijos sarysis yra iSreiSkiamas funkcija ir jei taip yra, nustatyti atitikima
tarp funkcijosu ir preferencijos sarysio-,, savybiy.

Remiantis tuo, kadRr, >) yra visiSkai sutvarkyta a#y nesunku jsitikinti tuo, kad preferen-
cijos sarySis—,, alternatyvuy aibje X yra racionalus. B utent yra teisingas

2.8 Teiginys. Jei X yra alternatyvy aibé in.: X — R — funkcija, tai pora(X, =) yra alter-
natyvy laukas.

Taigi, bet kuris funkcija apiteZiamas preferencijos sarysis yra racionalus eTagibezda-
mi naudingumo funkcija galime tarti, kad preferencijos sarySis yra racionalus.

2.9 Apibréezimas. Funkcijau: X — R vadinama alternatyvy lauko¥X, ) naudingumo funk-
cija, arba sakoma, kad alternatyvy laukas >) yraiSreiSkiamas naudingumo funkciia jei
= = =, t.y.suvisaisr,y € X,

u(z) > u(y) tada ir tik tada, kai x> v. (2.7)

Sakykime, kad alternatyvy afe turime racionaluy preferencijos sarysj. Klausimas: ar toks
sarysis visada iSreiSkiamas naudingumo funkcija? Bendru atveju atsakymas | Sj klausima yra
neigiamas. Tai iSplaukia iS kito teiginio kadangeablinis preferencijos sarysis yra racionalus.

2.10 Teiginys. Sakykime, kad ;) yra alternatyvy aibeg? abécelinis preferencijos sarysis.
Neegzistuoja funkcija: R* — R tokia, kad=,, = =(z,.

Irodymas. Tarkime prieSingai, kad: R* — R yra tokia funkcija, kad-,, = >(;). Tada su bet
kuriaisz = (21, 22),y = (y1,y2) € R?,

wz) >uly) <= x>y aba [xi=y ir x>y |

Fiksuokime realiyjy sk&iy poray, < x- ir apibrezkime funkcijasf := u(-, z2), g := u(-, y2).
Naudojantis 2.1 Pratimu, nesunku patikrinti, kad su bet kuriuo realiuojiskai z, atviras
intervalas(g(z), f(z)) = (u(z,y2), u(z,z2)) yra netusias. Be to, su bet kuriais dviem realiai-
siais skatiais z1, zy intervalai(g(z1), f(z1)) ir (9(22), f(22)) nesikerta. Tokiu b udu gavome,
kad egzistuoja abipus vienareik8ratitiktis tarp (nesuskéiuojamos) realiyjy skaiuy aikes ir
(skatios) netusiy bei nesikertafiy atviry intervaly aibs. Si priestara jrodo teigin;.

Toliau matysime, kad Euklideje erdeje bet kuris tolydy alternatyvuy lauka apatirantis
preferencijos sarysis yra ireiskiamas tolydZiaja naudingumo funkcija. Sio fakto jrodyaraas n
lengvas. Todl verta praéti nuo paprastesnio ir tolydumo poZzi uriu bendresnio teiginio jrody-
mo. B utent jrodysime, kdzhigtinésalternatyvuy aibs racionalusis preferencijos sarySis visada
iSreiSkiamas naudingumo funkcija.
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2.11 Teiginys. Sakykime, kad\ yra baigtine alternatyvy aibe. Tada kiekvienas alternatyvuy
laukas( X, ) yra iSreiSkiamas naudingumo funkcija.

[rodymas. Sakykime, kad- yra alternatyvy aibs X racionalusis preferencijos sarysSis. Su
kiekvienuz € X, apibezkime aibeR(z) := {z € X: « = z} ir skaCiy u(z) := #R(x), kuris
yra ailesR(z) elementy skd&ius. Tai, kad funkcija: yra alternatyvy lauk@X, =) naudingumo
funkcija parodysime naudodamiesi 2.2 Pratimu. Sakykimekad= X.

IS pradziy tarkime, kad > y. Pakanka parodyti, kai(x) D R(y). Tegulz € R(y). Tada
y = z. Kadangiz > y, remiantis preferencijos sarysio tranzityvumuz z, tai yraz € R(z).
IS Cia iSplaukia tai, kad?(x) D R(y).

Dabar tarkime, kad: - y. Kaip ir ankstesniame Zingsnyje gauname, &d) D> R(y).
Remiantis 2.4 Pratimu, galiojaly > z]. Tocelz € R(z) betx ¢ R(y), taiu(x) = #R(x) >
#R(y) = u(y). Tokiu b udu (2.7) jrodyta remiantis 2.2 Pratimu. 2.11 Teiginio jrodymas baigtas.

Sakykime, kad: yra alternatyvy laukd X, ») naudingumo funkcija. Jei € X ir r :=
u(z), tai
{{zEX:u(z)Zr}:{zeX:ztw} ir (2.8)

{zeXulz)<r}={ze X: 2> z}.

Tokiu b udu, jei funkcija. yra tolydi, tai visos Sios a#s yra uzdaros ir tad alternatyvy lau-
kas (X, =) yra tolydusis. Toliau parodysime, kad pakankamai bendroje alternaty@jeaib
teisingas atvirkSias teiginys. Atskiru atveju jis teisingas, kai alternatyvyeajtva bet kuris
Euklidines erdesRr’ poaibis.

2.12 Teorema. Sakykime, ka yra skaiCia atviry aibiy baze turinti topologinée erdve, o alter-
natyvy laukag X, ) yra tolydus. Tada jis yra iSreiSkiamas tolydZiaja naudingumo funkcija.

[rodymas. Tegul Uy, Us, ... yra skaiti atviry aibiy baz erdeje X. Su kiekvienuzr € X,
apibrezkime

N@)={neNaz>=z VzelU,} ir v):= > —;
neN(x) 2"

Cia suma lygi nulivi jeiN (z) = 0. Jeiy = z, tai N(y) 2 N(z) ir todélv(y) > v(x). Tarkime,
kady > z. Kadangi aile G(y) := {z € X: y > z} yra atvira, egzistuoja tokia bag atviroji
aibe U, kadz € U, ir U, C G(y). Tocelv(y) > v(z) kadangin € N(y) betn ¢ N(z).
Remiantis 2.2 Pratimu, yra naudingumo funkcija. Taau funkcijav neb utinai tolydi.

TolydZios naudingumo funkcijos jrodymui naudogimtokia funkcijos tolyduma uZztikri-
nartia savybe. Sakykime, kal yra realiyjy skaliy aite. Sios aiks spraga(angl. lacuna)
vadinamas toks si§ nesikertantis ir neiSsigimes realiyjy s&igi intervalas, kurio galai (t. .
tikslieji virSutinis ir apatinis eZiai) priklausoS. DidZiausia ailes S spraga vadinamplySiu
(angl. gap).

2.13 Lema. TolydZiojo alternatyvy laukoX, ) naudingumo funkcijg: X — R yra tolydi jei
vaizdo aibeg)(X) plySys yra atviras.
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l[rodymas. Funkcijag yra tolydi tada ir tik tada, kai su bet kuriuoc R

aibe U(r) :={z€ X: g(z) <r} yrauZdara,t.yg— pusiautolydi i§ ap&os, ir
aibe V(r):={ze€ X:g(z) >r} yrauzdara,t.yg— pusiautolydi iS virSaus.

Parodysime, kad i$ tikro aéisU (r) ir V'(r) yra uzdaros su bet kuriuo€ R.

| atvejis: r € g(X), t.y.r = g(x) su kuriuo norst € X. Tada ailesU(r) ir V(r) yra
uzdaros éka (2.8) sarySiy sy vietojew ir del (X, ) alternatyvy lauko tolydumo.

Il atvejis: r priklauso atviranmy(X) plySiui, t. y.r € (a,b) ir a,b € g(X). Tada

Sios ailes yra uzdaros remiantis | atveju.
[l atvejis:

Tolydziosios naudingumo funkcijos egzistavimo jrodymui uzbaigti pakanka parodyti, kad
egzistuoja tokia funkcijgf: v(X) — R, kuri yra dicejanti, o jos vaizdas gali tati tik atvirus
plySius. Tada trokStama tolydZioji naudingumo funkcija yra kompozicija= fov. Taigi liko
pasiremti teiginiu:

2.14 Lema. Sakykime, kadb yra realiyjy skaiciy aibé. Egzistuoja tokia didejanti funkcija
f: S — R, kurios vaizdof (.5) plySiai yra atviri intervalai.

Sis teiginys vadinamas ,ply3io lema" (angl. Gap Lemma). Originalus $io teiginio jrodymas
yra pateiktas Debreu [5, 12 Skyrius]. ,PlySio lema” yra fundamentalus naudingumo funkcijy
teorijos rezultatas, i$ kurio iSplaukia daug gyliy Sios teorijos iSvady ir taikymy. Siuo metu yra
zinoma keletas skirtingy Sios lemos jrodymuy. 2.12 Teoremos jrodymas baigtas.

Tegulu yra alternatyvy laukd X, >) naudingumo funkcija, @: u(X) — R yra didejan-
ti, t. y. grieZztai monotonia, funkcija. Tada kompozicijgou yra to paties alternatyvy lauko
(X, »=) naudingumo funkcija. Teisingas ir atvitkas teiginys. Tarkime, kad ir v yra dvi to
paties alternatyvy lauk@X, ) naudingumo funkcijos. Tada egzistuoja tokiagjahti funkcija
Y u(X) — R, kadv = ¢ou. 1S tikryjuy, su kiekvienu € u(X) C R, apibezkimep(r) := v(x);
Ciax yra bet kuris aibsu~!(r) := {z € X: u(x) = ¢} elementas. Toks apitimas yra ko-
rektiSkas, kadangi~!(r) yra alternatyvy laukd X, =) indiferentiSkumo aib (patikrinti). Be
to, funkcija¢ yra didejanti: jeis,t € u(X) ir s > t, taiz = y su bet kuriaist € u™!(s),

y € u~l(t), ir todel ¢(s) = v(z) > v(y) = ¢(t). Pagaliaw(z) = ¢(u(z)) teisinga su visais
x € X pagalg apibezima. Tokiu b udu jrodytas

2.15 Teiginys. Sakykime, kad, v: X — R yra funkcijos iru yra alternatyvy lauka X, )
naudingumo funkcija. Tada taip pat yra (X, =) naudingumo funkcija tada ir tik tada, kai
egzistuoja tokia didéjanti funkcija: u(X) — R, kadv = ¢ou.
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Pratimai.

1. Funkcijau: X — R yra alternatyvy laukd.X, =) naudingumo funkcija tada ir tik tada,
kai iSpildyta(a) ir (b), Cia
(a) suvisaisx,y € X,y - x tada ir tik tada, kai:(y) > u(x);
(b) suvisaisx,y € X,y ~ x tada ir tik tada, kai:(y) = u(x).
2. Funkcijau: X — R yra alternatyvy laukd X, >) naudos funkcija tada ir tik tada, kai
iSpildyta(a) ir (b), Cia
(a) suvisaisx,y € X, jeiy = xtaiu(y) > u(x);
(b) suvisaisx,y € X, jeiy > x taiu(y) > u(x).

2.3 Alternatyvy lauko savybes ir pavyzdziai

Toliau Siame skyrelyje tariama, kad alternatyvyéaip yra Euklidines erdesRr’ poaibis. Tai

yra atskiras topologis erdes atvejis, kurioje yra apibrtos tiesigs operacijos, suderintos su
topologija apibeziama naudojantis skaliarine sandauga (detaliau paaiskinta Priede). Si papil-
doma matematim strukt ura leidzia iSskirti ir tirti subtilesnes alternatyvigaibavybes.

ISkilumas. Siose paskaitose aptariamoji bendrosios ekonemjsusiausvyros versija i§ es-
mes remiasi aibs iSkilumo savybe. Priminsime, kad tiesgnerdes aile X vadinamaskila jei,
kartu su bet kuriais Sios a3 elementais, y, jai taip pat priklauso elementaic + (1 — \)y

su kiekvienu\ € (0,1). Greta alternatyvy aés iSkilumo, bus reikalaujama ir panasios, toliau
apibreziamos, alternatyvuy lauko sawsg

2.16 Apibrezimas. Sakykime, kad alternatyvy ahX C R’ yra iSkila. Alternatyvy laukas
(X, ») vadinamasskilu jei yra iSkila aite {z € X: z > z} su visaisr € X.

Kaip matysime, alternatyvuy lauko iSkilumas reiSkia, kad indiferentisky alternatyvy ,misi-
nys" yra neblogesnis uz kiekviena juy atskirai. IS tikro, alternatyvy lauko iSkilumo @pibas
ekvivalentus bet kuriai i$ kitoje lemoje formuluojamuy savybiy ir (¢), o siuloma iSkilumo
interpretacija iSplaukia i®) savytes.

2.17 Lema. Sakykime, kad alternatyvy aib€ C R’ yra ikila. Alternatyvy laukd X, =)
savybega), (b) ir (¢) yra ekvivalencios:

(a) (X, =) yraiskilas
(b) su betkuriaisr,y € X, jeiy = z, tai \y + (1 — A\)x = z su kiekvienu\ € [0, 1];

(c) aibé{z € X: z = z} yraiSkila su visais € X.
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lrodymas. (a) = (b): Jeiz,y € Xiry = z,taiz,y € {z € X: z = x} = L(z). Kadangi
L(x) aibé yra i8kila, tai\y + (1 — N\)z € L(x) su kiekvienu\ € [0, 1]. IS Cia ir iSplaukia(a)
savyle.

(b) = (c): Tegul\ € [0, 1]. Parodysime, kad i§ - x ir z > z iSplaukia\y+ (1 —\)z > x.
Remiantis pilnumo aksioma4.1, galioja arbaz > y arbay = 2. Pirmuoju atveju(b) salygos
déka,\z + (1 — A\)y = y. Remiantis 2.2 Lema, i§ pastarojo sarySig ir- = gauname, kad
Az + (1 — Ny = z. Antruoju atveju, ta pati iSvada iSplaukia analogiSkai pasinaudojus tuo, kad
z = x. Tokiu b'udu jrodme(c) savybe.

(¢) = (a): Tarkime, kad(a) savyle neteisinga. Tada egzistuoja tokios alternatyms = €
Xirhe (0,1),kadz = z,y = x betAz + (1 — \)y = z neteisinga. Tada naudojantis 2.4
Pratimo teiginiu, teisingas - Az + (1 — \)y sarySis. Remiantis 2.2 Lema, i$ Sio sarySio kartu
suz = x iSplaukia sarySis > Az + (1 — \)y. SimetriSki samprotavimai leidZia tvirtinti, kad
y > Az + (1 — \)y. Remiantis(c) savybe, tada yra teisingas + (1 — )y = Az + (1 — Ay
sarysis, kuris prieStarauja 2.1 Pratimo teiginiui. Vadin@si savyle teisinga. 2.17 Lemos
jrodymas baigtas.

Neretai alternatyvy lauko savybes galima charakterizuoti jj iSreisidamaudingumo funk-
cijos savylemis. Taip yra ir su alternatyvuy lauko iSkilumu; tokia jj iSreiSkians naudingumo
funkcijos savyle yra kvazi-jgaubtumas.

2.18 Apibrezimas. Sakykime, kadX C R‘. Funkcijau: X — R vadinamakvazi-jgaubtgei
u(Ar + (1 — N)y) > min{u(z),u(y)} su visaisr,y € X ir su bet kuriais\ € [0, 1].

Toliau formuluojama migtoji iSkilumo charakterizacijos savgb Jos jrodymas si ulomas
kaip pratimas skaitytojuli.

2.19 Teiginys. Sakykime, kad alternatyvy lauk@s, ) yra iSreiSkiamas naudingumo funkcija
u: X — R. Tada(X, ) yra iSkilas tada ir tik tada, kai: yra kvazi-jgaubta.

Pirmajame skyrelyje buvo naggejama pasirinkimo ai parodant, kad tam tikrais atvejais
ji yra netu€ia. Veliau parodysime (3.2 Teorema), kad tokiaailiksliau biudzZeto aib, yra
sudaryta iS vienintelio elemento jei ji pasizymi toliau apibama savybe (palygink ja su 2.17
Lemos(b) savybe) .

2.20 Apibrezimas. Sakykime, kadX C R‘. Alternatyvy laukag X, =) vadinamagyrieZtai
iSkilu jei tokioms alternatyvoms, y € X, kadx # y ir x > y, griezta preferencijaz + (1 —
Ay = y galioja su kiekvienu\ € (0, 1).

Grieztai iskilo alternatyvy lauko indiferentiSkumo aibeturi atkarpuy. Be to, grieztai iSkilo
alternatyvy laukd X, =) naudingumo funkcija: tenkina savybeu(Az + (1 — \)y) > u(y) su
visaisA € (0,1)jeiz,y € X,z £ yirx = y.

MonotoniSkumas. Toliau aptariama preferencijos sarySio sawyéreiskia individo poreikio
tokioms alternatyvoms, kaipegybes, pob udj. Alternaty\kijekio(o ne suteikiamo naudingumo)
lyginimas Euklidireje erdeje gali b uti iSreikStas jprasta nelygybe tarp vektoriy. B'utent, tarp
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bet kuriy Euklidires erdesRr’ vektoriyz = (zy,...,2¢) ir y = (y1,...,y,) yra apibeztas
binarusis sarysis > y reiSkiantis, kad:; > y; suvisaisi =1, ..., /.

2.21 Apibrezimas. Sakykime, kad\{ C R’ yra alternatyvy aib ir = yra Sios ail@s racionalusis
preferencijos sarysis. Alternatyvy lauké¥, ) vadinamassilpnai monotoniniyei su kiek-
vienuz,y € X iS nelygylesz > y iSplaukia preferencija = y. Jei iS nelygybiyr > y ir
x # y iSplaukia griezta preferencija > y tai alternatyvy lauka$X, >) vadinamasstipriai
monotoniniu

Nesunku pasteHi, kad stipriai monotoninis alternatyvy laukas taip pat yra silpnai monoto-
ninis. Preferencijos sarySio stipraus monotoniSkumo savybe galima interpretuoti kaip individo
»-godumo" iSraiSka: nepriklausomai nuo esamo geslygmens, bet koks alternatyvy rinkinio
padicejimas suteikia grieZtai stipresnj pasitenkinima.

Tarkime, kad> yra alternatyvuy aibsu%aﬂ racionalusis preferencijos sarysis. Su kiekvienu
x € R, apibezkime

us(z) :=sup{r>0:x=re=(r,...,r)}, (2.9)

kaie := (1,...,1) € R yravienetinis vektorius, o té#os ailes supremumas yraco. Parody-
sime, kadu- yra naudingumo funkcija jei alternatyvy laukas yra tolydus ir stipriai monotoninis.

2.22 Teorema. Sakykime, kad alternatyvy laukés’, , =) yra tolydus ir stipriai monotoninis.
Tada(2.9) sarysiu apibrézta funkcija.: R, — R, yra tolydZioji alternatyvy laukd R , )
naudingumo funkcija.

lrodymas. Tarkime, kadr € R.. Kadangiz > 0 (= 0Oe) ir todel z = 0 dél alternatyvy lauko
silpno monotoniSkumo, ad{r > 0: = = re} netu€ia. Be to, Si aib yra apezta. Jei ne, tai su
visais pakankamai dideliais, ne > z ir x = ne. Del grieZzto monotoniSkuma; > ne = .
Remiantis 2.2 Lema > x - prieStaravimas jrodantis, kda > 0: = > re} aibe apeZta. Toél
ux (z) < 400 ir (2.9) korektiSkai apibeZia funkcijau: R}, — R,

Parodysime, kad, yra alternatyvy laukéR’ , =) naudingumo funkcija. Kadangi?, , »)
yra tolydus, remiantis (2.9) ap&Zimu gauname, kad

us(xr)e ~ (2.10)

su kiekvienur € R . I3 €ia nesunkiai iSplaukia, kad- (z) = us (y) tada ir tik tada, kai ~ y.
Remiantis 2.1 Pratimu, pakanka parodyti, kadx) > us(y) tada ir tik tada, kaic >~ y. Jei
us () > ux(y), tai del stipraus monotoniskumo

x> ux(z)e = ux(yle = y
u-(z)e = =y = u=(y)e

ir todel us (z)e > usx(y)e remiantis 2.2 Lema. Jei b utiy () < us(y), tai gautume prieStara-
vima paskutinei iSvadaiél silpno monotoniSkumo ir 2.4 Pratimo. Teld:- (x) > us(y). I5Cia
iSplaukia, kad:~ yra naudingumo funkcija.
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Tarkime, kadim,, ., =, = = erdwjeRr’ . Parodysime, kad (z,) — us(z) kain — oo.
Sakykime, kad taip @éra. Tada egzistuoja toks begalinis posdkis(z/,)}, kuris nepriklauso
kuriai norsus () aplinkai. Kadangi erdgjer’. konverguojanti seka yra agitta, o preferencijos
sarysis- yra silpnai monotoniskas, tai seka- (z/,)} yra apezta. Be to, i$ kiekvienos agittos
realiyju skatiy sekos galima iSrinkti konverguojantj posekj. &dalime tarti, kad:- (z!,) —

a sun — oo kuriam nors # sy (x). Tarkime, kady > uy (z) ir 5 := [a+u-(z)]/2. Kadangi
a > [, u-(z)) > [ irtodel u-(z),)e > Be su visais pakankamai dideliais Remiantis
(2.10),z], ~ us(z),)e su visaisn. Kadangi nagriejamas alternatyvy laukas tolydusyp— x,

i$ Cia iSplaukia, kadus(z)e ~ x > fe — prieStaravimas tam, kadl > wus(x). Simetriski
argumentai rodo, kad prieStaravimas gaunamas ir tuo atvejuy kaiu- (x). Todel prielaida,
kad begalinis posekisus (z!,)} nepriklauso kuriai nors. (z) aplinkai, yra negalima. Vadinasi
U (,) — ux=(x) SUn — oo, t. y. naudingumo funkcija. tolydi. Teoremos jrodymas baigtas.

Sakykime, kadR?, =) yra stipriai monotoninis alternatyvy laukas. Bet kurioje $io lauko
alternatyvy vektoriaus aplinkoje yra uz jj didesni ir &@rieztai geresni alternatyvy vektoriai.
Neretai pakaks vienos Sios saed) el ko pateisinamas kitas apé#imas.

2.23 Apibrezimas. Sakykime, kadX C R‘ir || - || yra Euklidines erdes norma. Alternatyvy
laukas( X, =) vadinamadokaliai nepasotinamyangl. local nonsatiation), jei duotiemsc X

ir e > 0 egzistuoja toks alternatyvy vektoriyse X, kad ||z — y|| < eir y > x. alternatyvy
laukas (X, >) vadinamasepasotinamujei kiekvienamz € X egzistuoja toks alternatyvuy
vektoriusy € X, kady > x.

Lokalus nepasotinamumas reiskia, kad bet kurios alternatyvos kiekvienoje aplinkoje visada
egzistuoja geregnalternatyva. Lokaliai nepasotinamergbiu lauko indifirentiSkumo a#s
negali tueti netu€io vidaus ir Sia prasme jos yra ,plonos".

Panagrigsime keleta naudingumo funkcijos pavyzdziy.

Tobulieji pakaitalai. Sakykime, kad realieji skéiaia > 0 ir b > 0. Naudingumo funkcija
u(z) = axy +bry, @ = (21,12) €RY, (2.11)

apibieztas alternatyvy laukds, =), X C R% vadinamagobulaisiais pakaitalaisSio alterna-
tyvy lauko indiferentiSkumo a#é

{(z1,x2) E]Ri: axry + bry = ¢}, ¢ >0,

yra atkarpa, kurios nuolydis (angl. slope) yra pastovus dydis/b) nesz, = ¢/b — (a/b)x1, O
alternatyvos yra keistinos santykiyb. Alternatyvas interpretuojanegylkemis, dvi grykes yra
tobulaisiais pakaitalais, jei vartotojas ety viena is jy keisti kitpastoviusantykiu. PavyzdZiui,
kaia = b = 1, vienodai geistinamomis alternatyvomis gl b uti skirtingu spalvy pieStukai.
Sio alternatyvy lauko indiferentiSkumo aibe sudaro tokios alternatyxos:,) € R?, kadz; +

9 = const. Apskritai, tobulieji pakaitalai yra iSkilas bet ne grieztai iSkilas alternatyvy laukas.
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Tobulieji papildiniai.  Sakykime, kad realieji skéiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo funkcija
u(z) = min{azy, bro}, @ = (11,22) € RY, (2.12)

apibieZztas alternatyvy laukds, =), X C R? vadinamagobulaisiais papildiniais Alternaty-

vas interpretuojant@rybemis, tobulieji papildiniai yra grybes, kurios visada vartojamos kartu

ir pastoviu santykiu. Kat = b = 1, tokiy gerybiy pavyzdziu gaty b uti deSiniosios ir kai-
riosios kojos batai. Siuo atveju (2.12) naudingumo funkcija iSreiskiamas preferencijos sarysis
nurodo, kad vartotoja domina tik maksimalus:{Sr x, sudaryty pory skaius. Apskritai, tobu-

lieji papildiniai taip pat yra iSkilas bet ne grieztai iSkilas alternatyvy laukas. (2.12) naudingumo
funkcija naudojama gamybos funkcijai apatiti vadinamosios Leontief’o technologijos atveju.

Cobb’o—Douglas’o naudingumo funkcija. Sakykime, kad realieji skéiai ¢ > 0 ir d > 0.
Naudingumo funkcija
u(x) = aias, x = (21,3) € RY, (2.13)

apibeztas alternatyvy laukd®? , =) vadinamasCobb’o—Douglas’calternatyvy lauku. Kaip
Zinome, monotonia naudingumo funkcijos transformacija nakaialternatyvy lauko. Pake
naudingumo funkcija laipsniu/(c+d) ir pazymejee := ¢/(c+d), gauname ta patj alternatyvy
lauka iSreiksta tokia naudingumo funkcija:

v(r) = xiwy x = (z1,72) € RZ. (2.14)

P. Douglas buvo XX amZiauSikagos universiteto ekonomistas o Ch. Cobb buvo Amerikos
koledZzo matematikas. (2.13) naudingumo funkcija taip pat yra naudojama gamybos funkcijai
apibrezti vadinamosios Cobb’o—Douglas’o technologijos atveju.

CES naudingumo funkcija. Sakykime, kad realieji skélaia > 0,6 > 0ir 0 < p < oo.
CES naudingumo funkcija (angl. the constant elasticity of substitution) yra

u(z) = [azf + 0], @ = (11,22) ERZ.

Kai p = 1 gauname tobulyjy pakaitaly naudingumo funkcija (2.11).

Pratimai.
1. Jrodyti 2.19 Teigin|.

2. Parodyti, kad tobulyjy pakaitaly alternatyvy laukas , =) yra tolydus, stipriai monoto-
ninis, iskilas bet ne grieztai iskilas.

3. Parodyti, kad tobulyjy papildiniy alternatyvy laukas , =) yra tolydus, silpnai monoto-
ninis bet ne stipriai monotoninis, iSkilas bet ne grieZtai iskilas.

4. Parodyti, kad Cobb’o-Douglas’o alternatyvy laukas , =) yra tolydus, stipriai mo-
notoninis ir grieZtai iSkilas. (Jrodant pastaraja savybe galima naudotis (2.14) iSraiSka,
funkcijosu — uf, 0 < € < 1, jgaubtumu ir tuo, kad ig8b > 1 iSplaukiaa + b > 2.)
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5. Parodyti, kad CES naudingumo funkcijos parametrui~ 0 riboje gaunama Cobb’o—
Douglas’o naudingumo funkcija (2.14) su= a/(a + b).

6. Parodyti, kad CES naudingumo funkcijos parametrui~ —oo riboje gaunama Leon-
tief’o naudingumo funkcija (2.12) su= b = 1.

7. Alternatyvuy ailes X preferencijos sarySis- vadinamasnonotoniniy jei su bet kuriais
xz,y € X ir y > z galioja griezta preferencijg > z; Ciay = {y;} > {z;} = «
reiskiay; > x; su kievienui. Parodyti, jog tranzityvus, lokaliai nepasotinamas ir silpnai
monotoninis preferencijos sarysis yra monotoninis.

2.4 Atskleistoji preferencija

Ankstesniuose skyreliuose ap@Zeme ir nagriejome racionalyjj preferencijos sarysj ir nau-
dingumo funkcija. Zinant individo preferencijas, nesunku apibudinti jo pasirinkimugia@ia
preferencijos sarySis neegzistuoja tikege iSreikStiniame pavidale. d)to kyla klausimas, ar
galima nustatyti preferencijos sarysj bei jo savybes netiesiogiai — stebint individo elgesj? Atsa-
kydami | Sj klausima pasinaudosime tuo, kad i$S principo galimassi@mirius individo pasirin-

kimo atvejus esant skirtingoms alternatyvyéits. Zinant tokio pasirinkimo rezultatus galima
tiketis sukonstruoti stedtajj pasirinkima atitinkagius preferencijos sary$j ir naudingumo funk-
cija. Tokia pasirinkimo rekonstrukcija yra vadinameskleistosios preferencijos analigangl.
revealed preference analysis).

Pasirinkimo struktura. 2.1 skyrelyje jau iliustravome preferencijos ir pasirinkimo tarpusa-
vio priklausomybe apit@zdami (2.3) lygybe pasirinkimo ail¥g(B; =) C X. Toliau Sia aibe
Zymesime su ZvaigZdute:

CL(B)=C"(B,=)={r e B: VyeB)r =y} CB (2.15)

su bet kuria alternatyvy aibB C X. Remiantis 2.7 Teorema, jéK, ) yra tolydusis alterna-
tyvy laukas ir aile B C X kompakti, tai pasirinkimo abC: (B) netu€ia. Sakykime, kad*
Zymi alternatyvy aibs X visy netusgiy ir kompakiy paibiy klasg, d X, =) yra tolydusis al-
ternatyvy laukas. Tada (2.15) pasirinkimoé&stapibezia tai, ka vadinsime pasirinkim (-).
Tiksliai kalbant, pasirinkimas yra atitiktis i5 abB* | aibe X: -
C:i(:): B— C*(B;») C B, VB e B*. (2.16)

Priminsime, jogatitiktimi (angl. correspondence)is aibes .S | aibe 7" vadinama taisyld, su
kiekvienu elementy € S, priskirianti netusia poaibj¢(s) C T'. Jei su kiekvienw € S, aibe
¢(s) sudaro tik vienag' elementas, tap vadinama funkcija arba atvaizdZiu (daugiau apie tai
bus Priede).

2.24 Apibrezimas. Sakykime, kadX yra alternatyvy aib ir B yra netugiy X poaibiy klag.

Pasirinkimu(angl. choice) vadinsime tokia atitikfj(-) iS B | X, kadC(B) C B su kiekvienu
B € B. Tokia pora(B, C'(-)) vadinamaX pasirinkimo strukt uréangl. choice structure).
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Atskleistieji preferencijos sarySiai. Sakykime, kad Zinoma alternatyvy atX pasirinkimo
strukturdB, C(+)). Yrakeletas b udy aibeje apibeZti preferencijos sarysj naudojantis duotaja
pasirinkimo strukt ura.

Pirmuoju b udu preferencijos sarySis ap#tiamas taip. Aibs X alternatyvy pora, y ir
poaibj B € B susiesime sarySiu >} y jei z,y € Bir x € C(B). AibésX pasirinkimo
strukturg B, C(+)) alternatyvomse,y € X atskleidZia preferencijos sarygi*, jei egzistuoja
tokia aile B € B, kadx >3 y. Kitaip tariant, alternatyvoms, y € X

[z ="yl & @BeDB)r=zpyl

Zodziais toks sarysis getiy b uti taip iSreikstas: ,atskleistaesant neblogesniu up?.

Kitas preferencijos sarySio atskleidimo b udas gaunamas prisiminus 2.3 Lema. B utent, al-
ternatyvomse, y € X pasirinkimo strukt uréB, C(-)) atskleidZia preferencijos sarysi;, jei
{z,y} € Birz € C({z,y}). Kitaip tariant, alternatyvoms, y € X

rryy <= B:={xyleB ir >3y

Zymejimas>} atspindi tai, kad preferencijos sary3j atskleidzia pasirinkimas tik i$ dviejy alter-
natyvy.

Sakykime, kad- yra alternatyvy aibs X racionalusis preferencijos sarySis. Pasirinkimo
struktura(B*, C) atskleidZia preferencijos sarysius; ir =*. Koks yra rysis tarp Siy trijy
sarysiy? Remiantis mitaja 2.3 Lemax; = >. Be to, nesunku matyti, kad jei >} y taiz >*

y. AtvirkSCiai, sakykime, kad preferencijos sarySj=* y atskleidZia pasirinkimo strukt ura
(B*,C¥). Tada egzistuoja toki® € B*, kadz,y € Bir v € C:(B) iri$ Cia iSplaukia, kad
z > y. Tocel visi trys preferencijos sarysiai sutampa. -

TaCiau bendru atveju, abiem b udais apitratskleistieji preferencijos sarysiai yra skirtingi
kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kad = {z,y, z} ir pasirinkimasC(-) apibeziamas
lygybemis:

{z} = C{z,9}), {y}=C{y,2}), {z}=C{x,2}), {y;=C{zy,2h). (217)
Remiantis grieztos preferencijos ir indiferentiSkumo a@#timais (2.1) ir (2.2), kiekvienu i$
dvieju b udy atskleidziami tokie sarysSiai:

x ~"y, y="z ir x>"2z
T Y5z ir x5z

Be Cia pamiretyjy dvieju preferencijos sarySio atskleidimo b udy galimi ir kiti b udai (zr. Sen
[15]). TeCiau jie sutampa tarpusavyije jei juos atskleidzianti pasirinkimo strukt ura yra normali
toliau aptariama prasme.

Normalioji pasirinkimo struktura. Sakykime, kad(B,C(-)) yra alternatyvy aies X pa-
sirinkimo struktura. JeB € B ir z € C(B), taix =* z su kiekvienuz € B ir todel
x € C*(B;="). Kitaip tariant, su kiekviena aibB € B, galioja sarysis

C(B) Cc C*(B;=").
Kaip teigia tolesnis apil@zimas, pasirinkimo strukt ura vadinsime normaliaja jei galioja atvirks-
Cias sarysis.
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2.25 Apibrezimas. Alternatyvy aies X pasirinkimo strukt uré3, C'(-)) vadinamanormaliaja
arba pasirinkimag’(-) vadinamasiormaliuojy jei C(B) = C*(B; =*) su kiekvienaB € B.

Kitas teiginys rodo, kad (2.17) lyggmis apibeZta pasirinkimo strukt ur&ra normalioji.

2.26 Teiginys. Sakykime, kadB, C'(-)) yra alternatyvy aibes< normalioji pasirinkimo struk-
tura. Tada teisingo& ) ir (b) savybesCia

(a) jei aibésX pavienes ir porinés alternatyvos priklauso klageitai atskleistieji preferen-
cijos sarySiai=* ir =5 sutampa

(b) C(C(B)) = C(B) su kiekvienaB € B.

~

lrodymas. (a): Tarkime, kadx =* y. Kadangiz € C({z}), x =* x. IS Cia iSplaukia, kad
x € C*({x,y}; =*). Dél pasirinkimo strukt uros normalumeogc C({x,y}) = C*({z,y}; ="),
t. y. x >3 y. Kadangi atvirksioji implikacija teisinga visada, atskleistieji preferencijos sarySiai
=*ir »=% sutampa.

(b): Tarkime, kadB € Bir x € C(B) = C*(B;>*). Tadaz =* z su kiekvienaz € B.
KadangiC(B) C B,z =* z su kiekvienaz € C(B), t.y.xz € C*(C(B); =*) = C(C(B)). 18
Cia iSplaukia, kad”(B) ¢ C(C(B)). Kadangi atvirk8ias sarysis teisingas visada, €4iB) =
C(C(B)).

TaCiau pasirinkimo strukt uros normalumas neiSplaukia nei iS ga\¢yb nei iS savyls(b)
kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kad = {z,y, z} ir pasirinkimasC(-) apibeziamas
lygybemis:

{z} =C({z,y}), {y}=C{y,2}), {z 2} =C({z2}), {2} =C{x,y,2}). (2.18)

Remiantis grieztos preferencijos ir indiferentiSkumo a@#iimais (2.1) ir (2.2), kiekvienu i$
dvieju b udy atskleidziami tokie sarysSiai:

x ="y, 2"y ir x~tz

T =5 Y, z=5y ir x~3 oz

Be to, nesunku patiktinti, kad (2.18) pasirinkimui galigjaC(B)) = C(B) su kiekviena ai-
be B € B. Ta&iauC*({z,y,z};=*) = {z,2} # {2} = C({x,y,2}), t.y. (X,C(-)) néra
normalioji pasirinkimo strukt ura.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma. Toliau formuluojama pasirinkimo strukt uros
salyga garantuoja atskleistosios preferencijos sarysio racionaluma.

2.27 Apibrezimas. Sakoma, kad alternatyvy &b X pasirinkimo strukt urgi3, C(-)) galioja
silpnoji atskleistosios preferencijos aksiomda SAPA (angl. weak axiom of revealed prefe-
rence), jei galiojant atskleistajam preferencijos sarysiui* y ir su bet kuria aibeB’ € B i
salygur € B'ir y € C(B') iSplaukia salyga: € C'(B').
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Jei alternatyvy ailes X preferencijos sarySis yra racionalus, tai ar pasirinkimo strukt urai
(B*,C%(+)) galioja SAPA? Anksiau jau maéme, kad atskleistasis preferencijos sarysis
sutampa sir. Todel, jeiz =* y, taiz > y. Beto, jeiB’ € B,z € B'iry € C;(B'), taiy = 2
su kiekvienuz € B'. 15 Gia, el tranzityvumo > z su kiekvienuz € B, t.y.z € C:(B').
Taigi, atsakymas | klausima yra teigiamas. -

Nesunku matyti, kad (2.17) pavyzdyje pasirinkim&di{z,y}) = {z} ir C({z,y,2}) = {y}
nesuderinami su SAPA. Kitas pavyzdys: sakykime, Kae- {z,y, z}ir B = {{z,y}, {z, vy, 2}} }
Apibrezkime pasirinkima’ (-):

Ci({z,y}) = {=} v Ci({z,y, 2}) = {«},

Pasirinkimas’ () atskleidZiax >=* y ir x =* z betC,(-) neatskleidZia preferencijos sarySio
tarpy ir z. TaCiau pasirinkimo strukt urd3, C(-)) galioja SAPA. ApibeZkime pasirinkima
02('):

Co{z,y}) ={z} Ir Co({z,y,2}) = {z,y}.

Dabar atskleistas preferencijos sarygis* x ( kaip ir kiti sarySiaiy =* z, z =* yir z =* 2).
TaCiauz € Cy({z,y} iry & Co({z,y}), t. y. pasirinkimo strukt urdiz, Cs(-)) negalioja SAPA.

2.28 Teorema. Sakykime, kad yra tokia alternatyvy aibe&X poaibiy klase, kuriai priklauso
visos vieno, dviejuy ir trijy elementy aibés. Pasirinkimo strukt (ffal’'(-)) galioja SAPA tada ir
tik tada, kai Sios pasirinkimo strukt uros atskleistasis preferencijos sarySysa racionalusis
ir pasirinkimasC'(-) yra normalusis.

l[rodymas. Sakykime, kad 5, C(-)) atskleistasis preferencijos sary3i$ yra racionalusis ir
pasirinkimasC'(-) yra normalusis. Tarkime, kad >* y, B’ € B,y € C(B')irz € B
Kadangi pasirinkimag’(-) yra normalusisy =* z su visaisz € B’. Tranzityvumo aksiomos
deka, isCia iSplaukia, kad: =* z su visais: € B'. Todelz € C*(B'; =*) = C(B’), t. y. galioja
SAPA.

Dabar sakykime, kad pasirinkimo strukt ufi C'(-)) galioja SAPA. Su bet kuriais, y €
X, B := {x,y} € Birtodel C(B) # (). TaireiSkia, kad arba € C'(B) arbay € C(B), t. y.
atskleistajam preferencijos sarySkdt galioja pilnumo aksioma. Tarkime, kad>* y, y >=* z
ir B := {z,y,z} € B. Remiantis SAPA, jet € C(B'), taiy € C(B')irjei y € C(B') tai
x € C(B'). KadangiC(B') # 0, taixz € C(B’) visada ir to@l = =* z, t. y. atskleistajam
preferencijos sarySiut* galioja tranzityvumo aksioma. Liko parodyti, kdd-) pasirinkimas
yra normalusis. SarySiS(B) C C*(B;=*) galioja>* preferencijos sarySio apizimo ceka.
[rodysime prieSingo sarySio teisinguma. Tarkime, kad C*(B;>=*), t. y.x =* y su visais
z € B. KadangiC(B) # 0, egzistuojay € C(B) C B. Tadax >* y ir z € C(B) remiantis
SAPA, t. y. pasirinkimag’(-) yra normalusis.

Pratimai.

1. Sakykime, kadX = {z,y,z}, B = {{z,y},{z,y,2}} ir C{x,y}) = {«}. Tam, kad
pasirinkimo strukt uraiB, C'(-)) galioty SAPA b'utina, kad'({z,y, z}) = {2}, = {z}
arba= {z, z}.
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2. Pasirinkimo strukt urdiB, C'(-)) galioja SAPA tada ir tik tada, kai galioja sa\gbsakyki-
me, kadB, B’ € B, z,y € Birxz,y € B';jeixz € C(B)iry € C(B') tai{z,y} C C(B)
ir {z,y} C C(B).

3. Sakykime, kad B, C(+)) yra alternatyvy aibs X pasirinkimo strukt ura. ApibZkime du
preferencijos sarysSius:

x>y — x>y ir aly="xl;
T ="y <— [IB eB|: xyeB, xzeCB) ir ygC(B).

Parodyti, kad preferencijos sarySiaf ir =** sutampa jei pasirinkimo strukt uf&, C'(-))
galioja SAPA.

Pastabos. Naudingumo (angl. utility) savoka susijusi ne tik su ekonomika. Naudingumas arba utilitarizmas
taip pat iSreiSkia doktrina pagal kuria naudingumo maksimizavimas yra moralinis kriterijus naudojamas visuome-
nés organizavime. Si doktrina ggnmokslo apie visuomeneg, tiksliau visuorgsrpasirinkimo (angl. social choice)
teorijos, kontekste. Utilitarizmo pradininkai Jeremy Bentham (1748-1832) ir John Stuart Mill (1806—-18#5) man
kad visuomea turety siekti visy jos nariy visuminio naudingumo maksimizavimo: ,daugumai Zmoniy daugiausia
laimes".

Papildoma literat ura.

1. K. J. Arrow. Social Choice and Individual Values. Second Edition. Cowles Foundation, Yale University
Press, 1963.
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Skyrius 3

Mainy rinka

Karta | negyvenama sala pateko kunigas, fizikas ir ekonomistas. Su savimgje aisto tik
vienoje konservy eZzugje, t&iau jie netuejo atidariklio. Ryta jie sutar, kad visa diena kiekvienas
iS ju galvos kaip atidaryti @ ute ir po to @l susitiks vakare. Kaip ir tasi, susitike vakare, jie i$
eiles iS@sk savo pasiulymus. Kunigas pasipasimelsti. Fizikas paseukonservy dZute tiek
ikaitinti, kad ji sprogty ir kiekvienas gaty pasigauti po gabaliuka. O ekonomistas savo si'ulyma
prackjo sakydamas: ,Tarkime, kad mes turime atidariklj ...."

Anekdotas paplites tarekuy fiziky ir ekonomisty

Siame skyriuje nagrigiami mainai @rybiy (angl. goods) rinkoje, vadinamoje mainy rinka
(angl. exchange market). Tariama, kad mainy rinkoje egzistuoja ribotas kiekikig, kurias
reikia paskirstyti tarp rinkos ve#d§y. Gamyba mainy rinkoje nevyksta ir tldchaujuy grybiy
nesukuriama.

Gerybiy skirstimo mechanizmas mainy rinkoje grindZziamayhbiy kaina. Skyriaus pabai-
goje parodoma, kad egzistuoja tokirgbiy kaina, kuriai esant visoggyles paskirstomos tarp
mainy rinkos veikjy maksimaliai patenkinant jy norus.

3.1 Vartotojo problema

Vartotojo problema yra: Zinantagybiu kaina ir savo pradinj turta, iS jperkamargbiu ailes,
vadinamos biudZeto aibe, reikia pasirinkti naudingiaugityiy aibe. Siame skyrelyje nusta-
tomos salygos, kada Si problema turi sprendinj, kada jis yra vienintelis ir panasiai.

BiudZeto aibes. Tarsime, kad nagrgjamoje mainy rinkoje yragerybiy. Gerybe yra sutapa-
tinama su indekst € {1, ..., ¢}, o jos kiekj galima charakterizuoti realiuoju neneigiamu skai-
¢iumi z,. Tokiu b'udu vektorius = (z1, . . ., z,), Euklidinés erdesr’, elementas, iSreiskia tam
tikra gerybiy rinkiniokiekj. Apskritai gerybiy kiekis rinkoje gali b uti ribotas ir galim@gybiy
rinkiniy aibée X, Euklidines erdesR’, poaibis, vadinamaartojimo aibe DaZniausiai tarsime,
kad vartojimo aile X yra uzdara, iSkila ir aZta. Kiekvienos is prekig,, h € {1,...,/},
kainayra realus skd&ius p;, lygus pinigu kiekiui reikalingam jsigyti viena Sios prekvieneta.
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Tokiu budw = (p1, ..., pe) yra vektorius Euklidigje erdejer’ vadinamaskainos sistemgeo
prekiy rinkinioz = (zy, ..., z,) kaina yra skaliaria sandauga-z = >4 _, ppas.

BiudZeto aibe sudaro toegybes, i$ kuriy renkasi vartotojas. Visy pirma, Sis pasirinkimas
yra apribotas rinkoje egzistuojéig gerybiy rinkiniu ir jy kiekiais. Sis ribojimas toliau isreis-
kiamas pasirinkimu i$ vartotojui prieinamosrgbiy aites X C R‘. Toliau visada yra tariama,
kad0 € X.

Greta grybiuy iStekliy kiekio fizinio ribotumo, vartotojo pasirinkimas yra ribojamas ir eko-
nomiremis salygomis. B utent, jo pasirinkimas yra ribojamas tomigbgmis, kurias jis gali
jpirkti. Ekonomines salygas lemiaegybiy kainos sistemair vartotojo pradinis turtag 0, is-
reikStas ta p@a valiuta kaip ir kainos. Toliau por@, w) vadinamékainos—turto b usendaigi,
duotai kainos—turto b useniai w), gerybiu rinkinysz € X yrajperkamagei jo kaina nevirSija
pradinio turto, t. yp-z < w. Tokiu b udu fizinis ir ekonominisegybiu rinkiniy ribotumas yra
nusakomas aibe

Blp,w)={r € X:pr <w}=XNp ((—o0,w|) (3.1)

vadinaméebiudzeto aibePastarojoje lygybje kainos sistematapatinama su Euklides erdes
funkcionalu, t. y.p Zymi tiesing tolydZiaja funkcija apibZtap(x) = p-x su visaisz € R’.

Hiperplok$tuma—!(w) := {z € X: p-x = w} toliau vadinamaiudZeto hiperplokStumdaip

buvo sakyta skyrelio pradZioje, esant duotai kainos—turto b u§enaj, vartotojo problema
sudaro prekiy rinkinia: pasirinkimas i$ biudzeto a#s3(p, w).

Del paprastumo toliau tariama, kadrgbiu rinkinio ir kainos sistemos vektoriai neneigiami,
t.y. X C R ir p € R,. Kadangi0 € X, tai0 € 3(p,w) su kiekvienu(p,w) € R, Todel
taisykle

RS (p,w) = B(p,w) € X
apibeZia atitiktj 3 i5 R | X toliau vadinamaiudZeto atitiktimi(Zr. A.1 Prieda).

Toliau tariama, kad galioja dvi prielaidos apie kainas. Pirmoji prielaida teigia, kad su kiek-
viena prekeh € {1,...,¢} egzistuoja jos kaina, € R. Tokiu budu su kiekvienu prekiy
rinkiniu z € X yra susieta kainos sistema= (pi,...,p,) € R’ ir $io rinkinio kaina yra
skaliarire sandauga (1.1).

Antroji prielaida teigia, kad kainos nepriklauso nuo vartotojo. Tokia prielaidatgdl uti
pateisinama tais atvejais, kai kiekvieno vartotoje {1,...,n} prekes poreikis sudaro tik
maza dalj tos preds visumires paklausos.

3.1 Teorema. Sakykime, kad vartojimo aib& R’ yra kompakti ir i8kila. Tada biudZeto
atitiktis 3 ISR | X pasizymi(a), (b) ir (c) savybemis; Eia

(a) Byranulines eiles teigiamai homogeniska atitiktis aitigfe’, t. y. 3(Ap, \w) = (p, w)
su kiekvienw\ > 0'ir (p,w) > 0;

(b) su kiekviena kainos-turto b usepaw) > 0, biudZeto aib&(p, w) yra kompakti ir iSkila
(c) [ yra tolydi tokioje kainos-turto b usendje w) > 0, kuriojeinf{p-z: x € X} < w.
l[rodymas. Tarkime, kad(p, w) > 0ir A > 0. Savyke (a) iSplaukia i$ lygybiy
B, Aw) = {z € X: (\p)z < (Aw)} = B(p,w).
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Savyles (b) jrodymui pastebsime, kad ai@p~!((—oc, w]) yra uzdara ir iskila. Kadangi aéb
X yraiskila ir kompakti pagal prielaida, tai tokia yra ir biudZetoaibreiSkiama sankirta (3.1).

[rodysime(c) savybe. Tarkime, kadpo, w,) yra tokia kainos—turto b usena, kurieje=
inf{py-z: * € X} < wy. Pradziai patikrinsime, kad biudzZeto atitiktisyra dalinai tolydi i$
iSores tadke(po, wy) naudodamiesi (A.1) kriterijumi. Tarkime, kag,,w,) — (po,wo) SU
n — oo ir x, € B(p,,w,) su kiekvienun. Su kiekvienun, 5(p,,w,) C X ir X yra apezta
aibe. Tockl apeZta yra ir sekdz,}. Euklidingje erdeje i8 apeztos sekos galima iSrinkti
konverguojantj posekj. Tarkime, kad posekis — =, sun — oco. Kadangip,-z!, < w, Su
kiekvienun, o skaliarire sandauga yra tolydi funkcija, taj-z!, — po-zo SUn — oo. IS Cia ir
iSplaukia, kathy-zo < wo, t. Y. 29 € 5(po, wo). Todel kad biudzeto atitiktig? yra dalinai tolydi
iS iSores taske pg, wy).

Dabar patikrinsime, kad biudZeto atitiktisyra tolydi iS vidaus tasképy, wy) naudodamiesi
(A.2) kriterijumi. Tarkime, kadp,,, w,) — (po, wo) it o € B(po, wo), L. Y. po-zo < wy. Reikia
rasti tokia sekgdz,} C X, kadp,-x, < w, su kiekvienun ir x,, — o Sun — oc. Pirma
tarkime, kadpy-zg < wy. Tada egzistuoja toks,, kad p,-xg < w, Su visaisn > ny. Su
kiekvienun < ngy, paimkime bet kurix,, € ((pn,w,), 0 su kiekvienun > n, paimkime
x, = xo. Tada sekdz,} tenkina trokStama savybe. Dabar tarkime, kgd, = wy. Kadangi
¢ < wp, egzistuoja toksy € X, kadc < vy := po-z0 < wy. Biudzeto hiperplokStumos
po H(wo) ir pyt(v) nesikerta ir yra ortogonalios vektorigi. Kadangi(p,,w,) — (po, wo) Su
n — oo, egzistuoja toks numeris,, kad su visais: > ng, biudZeto hiperplok§tuma;, *(w,)
kerta tiese, kurioje guli atkarpa jungianti taskus € py ' (wo) ir zo € py ' (vg) vieninteliame
taskez,, ir 7, — xy SUn — oo. Su kiekvienun < ng, paimkime bet kurjr,, € 5(p,, w,), 0
su kiekvienun > ng paimkimez,, lygu vektoriuiz,, jei jis guli tarp zq ir z¢ (vadinasi priklauso
aibei X) ir lygu =, prieSingu atveju. Taip apib¢ta sekdx, } tenkina trokStama tolydumo i$§
vidaus savybe. Tolydumas i$ i&srir vidaus reiSkia, kad atitiktis yra tolydi tasSke(py, wy), ka
ir reikejo jrodyti.

Walras’o paklausos atitiktis. Vartotojo problema — pasirinkimas i$ biudzetoesb- spren-
dziama naudojantis 2 Skyriuje nagein pasirinkimu, pagristu vartotojo preferencijos sarySiu.
Taigi, toliau tariama, kad@rybiy aiteje X C RY yra apibeztas racionalusis preferencijos sary-
Sis >, t. y. pora(X, ») yra alternatyvy laukas, kuris toliau Siame ir kitame skyriuje vadinamas
gerybiu lauku. Be to, tariama, kaegybiy laukag X, ) yra tolydus. Remiantis 2.12 Teorema
toks gerybiy laukas iSreiSkiamas tolydziaja naudingumo funkeij& — R.

Kaip ankg€iau aptarta, su kiekviena kainos—turto b uggna) € R.™ vartotojas renkasi i$
biudzeto aiesj(p, w) apibztos (3.1) sarySiu. Prisimenant paklausogsily B; ) apibezi-
ma (2.3) atvejuB = (3(p, w) ir sarysj (2.4), vartotojo paklausos aigra

¢(p,w) = C(Bp,w);z) ={z € fp,w): (Vz € Bp,w))lx = 2]}
= {z € f(p,w): u(x) > u(z) su kiekvienuz € 3(p,w)} (3.2)
=: argmaXu(z): z € B(p,w)}.

Sakysime, kad busendje w) € R{™ vartotojo optimalaus pasirinkimo problentari sprendi-
nj jei aibe ¢(p, w) yra netusia. Toliau nurodomos salygos, kurioms esant vartotojo optimalaus
pasirinkimo problema turi sprendinj ir jis yra vienintelis.
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3.2 Teorema. Sakykime, kad vartojimo aib€ C RY yra uzdara ir gerybiy lauka$X, =) yra
tolydus. Tada vartotojo optimalaus pasirinkimo problema

(a) turi sprendinj su kiekviena kainos—turto b'usé¢nav) > 0;
(b) turi sprendinj su kiekviena kainos—turto b us¢nav) > 0, jei aibe X yra aprézta

(c) turi vienintelj sprendinj su kiekviena kainos—turto b usénav) > 0, jei aibe X yra
iSkila ir géerybiy laukag X, >) yra grieztai iSkilas.

l[rodymas. Tarkime, kad kainos—turto b usefpaw) > 0 ir ¢ := miny, p, > 0. BiudZeto ail@
B(p,w) yra netusia (jai priklauso nulis), uzdara ir apfta ne$ < x; < w/c su kiekvienuh €
{1,...,¢}. Remiantis Weierstrass'o teorema, komgale aileje 3(p, w) tolydzioji funkcija u
pasiekia maksimalia reikSme, t. y. teisin@a savyle.

Dabar tarkime, kadp, w) > 0. Remiantis (3.1) iSraiSka, biudZetiraile 5(p, w) netug€ia,
aprezta ir uzdara, nes tokia yra ailX'. Todel, kaip ir ank8&iau, teisinggb) savyte.

Galiausiai tarkime, kadp, w) > 0, aibe X yra iSkila ir gerybiy laukag X, ) yra grieztai
iSkilas. Be to, tarkime, kad egzistuoja du skirtingi vektoriay € ¢(p, w). Tadau(z) = u(y)
ir (z +vy)/2 € B(p,w) kadangi aile X yra iSkila. 1S kitos puss, kadangi grybiy laukas
(X, >) yra grieztai iSkilasu((z + y)/2) > u(y) = u(x). Tai reiSkia prieStaravima-o ir y-o
maksimalumui, kas ir jrodo kad & (p, w) turi vienintelj elementa, t. y. teisinga) savyte.
3.2 Teoremos jrodymas baigtas.

Jei su kiekviena kainos—turto busépaw) € D C R vartotojo optimalaus pasirinkimo
problema turi sprendinj, tai taisyl
R D D3 (p,w) — ¢(p,w) C X

apibrezia atitiktj ¢ i5 D | X, kuri toliau vadinamaMNalras’o paklausos atitiktimi Tuo atveju
kai su kiekvienu(p, w) € D aibe¢(p, w) sudaro vienas elementas, tavadinamaWalras’o
paklausos funkcija

3.3 Apibrezimas. Sakykime, kadv > 0. Atitiktis ¢ iS aibesT | aibe S yra « eiles teigiamai
homogeniska, jei)(A\s) = A*¢(s) su kiekvienu\ > 0ir s € T.

Matysime, kad Walras'o paklausos atitiktis yra néneies teigiamai homogeniska. Si
savyle reiSkia, kad vartotojo pasirinkimas nesikaijei kaina ir turtas kinta proporcigai.

3.4 Teorema. Sakykime, kad vartojimo aib€ C R’ yra kompaktas, o gerybiy laukdx’, )
yra tolydus ir lokaliai nepasotinamas. Tada Walras'o paklausos atitikisRr ™ | X pasizymi
(a), (b) ir (c) savybéemistia

(a) ¢ yranulinés eiles teigiamai homogeniska atitiktis aib&jg’, t. y. ¢(Ap, \w) = ¢(p, w)
su kiekvienw\ > 0 ir (p,w) > 0;

(b) su kiekviena kainos—turto b'usefpaw) > 0, ¢(p,w) C p~(w), t. y. galioja Walras’o
desnis: su kiekvienu € ¢(p, w), p-x = w;
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(c) ¢ yratolydii$ iSores bet kuriame aib&st! taske.

l[rodymas. (a): Tarkime, kad(p,w) > 0ir A > 0. Remiantis tokia pat savybe biudzeto aibei
B(p,w) (Zr. 3.1 Teorema) turime lygybes

¢(Ap, Aw) = {z € B(Ap, \w): (V¥ z € B(A\p, \w) [z = 2] } = ¢(p, w),

jrodartias nulires eiks teigiamo homogeniSkumo savybe adiak ¢.

(b): Tarkime prieSingai, egzistuoja tokie, w) ir x € ¢(p, w), kadp-z < w. Tada rutulys
B(z,r) su centrur ir spinduliur := w — p-x yrax aplinka priklausanti biudZeto aibgip, w).
Remiantis @rybiuy lauko(X, ) lokaliu nepasotinamumu, egzistuoja toksc B(x,r), kad
y = z. Kadangiy € 5(p, w), tai prieStarauja tam, kad > y. Todel ¢ pasizymi(b) savybe.

(c): Sia savybe jrodysime remdamiesi A.4 Teoremos iorinio tolydumo kriterijumi (A.1).
Tarkime, kad(po, wo) > 0, (pn, wy) — (po, wo) kain — oo ir x,, € ¥ (p,, w,) su kiekvienu
n. Kadangiv(p,,w,) C X su kiekvienun ir X yra kompaktas, tai egzistuojacj konver-
guojantis posekigx/,}. Reikia parodyti, kad: € ¢(po, wp), t. y. u(x) > u(y) su kiekvienu
y € B(po,wp). Kadangi grybiy laukas( X, >) yra tolydus, remiantis 2.12 Teorema, galime
tarti, kad naudingumo funkcija yra tolydzioji. Tarkime, kad; € 3(po, wp). Su kiekvienun,
apibrezkime skagiy "

Op 1= P P € [0, 1].

Kadangi skaliarie sandauga ir maksimumo funkcija yra tolydziosios, tai

Wo

lim o, = 1.

n—00 max{po-y, wo}

Su kiekvienun, y,, = o0,y € B(pn,wn), u(z,) > u(y,) ir y, — y kain — oco. Kadangi
x,, — x kain — oo, i5 Cia iSplaukia, kad:(z) > u(y). Todel z € ((po, wp) ir atitiktis 5 yra
tolydi i$ iSores taske py, wy), ka ir reikejo jrodyti.

Paklausos aibiy pavyzdziai. Sakykime, kad®?, =) yra tobulyjy pakaitaly erybiy laukas,
apibreztas naudingumo funkcija (2.11) su= b = 1. Vartotojo su tokiu @rybiu lauku optima-
lus pasirinkimas yra nusakytas sarysSiu:

(w/p1,0) kaipy > p1,
p(p,w) = p~H(w)  Kaipy = pi, (3.3)
(0,w/p2) Kkaipy < pi,

su kiekviena kainos—turto busepaw) = (p1, p2, w) > 0. Si optimalaus pasirinkimo prob-
lema visada turi sprendinj. €&u sprendinys éra vienintelis kai abieju @rybiy kainos yra
lygios. Tai neprieStarauja 3.2 Teoremai kadangi tobulyjy pakaitybiy laukas ara grieztai
iSkilas. Paklausos a#h(3.3) rodo, kad bus pasirinkta targbe, kurios kaina yra mazesen Jei
abiejuy gerybiy kaina vienoda, tai optimalus pasirinkimas yra visa biudzeto hiperplokStuma.
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Kitas pavyzdys. Sakykime, ka@k?, ) yra tobulyjy papildiniy grybiy laukas, apil&z-
tas naudingumo funkcija (2.12) su= b = 1. Vartotojo su tokiu @rybiu lauku optimalus
pasirinkimas yra nusakytas sarysiu:

¢(p,w) = (w/(p1 + p2), w/(p1 + p2)) (3.4)

su kiekviena kainos—turto b usefpaw) = (p1,p2, w) > 0. Pagal §j pasirinkima abiggybes
vartojamos kartu ir toel vartotojas iSleisty visus savo pinigusrgbiy poroms, kuriy kaina yra
p1+ P

Siais konkréiais dviem atvejais vartotojo optimalaus pasirinkimo problemos sprendimas
yra paprastas. Kai kuriais kitais atvejais yra naudinga pasinaudoti funkciju ekstremumuy paies-
kos metodais.

Funkcijos ekstremumy paieSka. Funkcijos ekstremumu vadinamas taskas iS jos apibr
mo srities, kuriame jgyjama maksimalioji arba minimalioji reil&mPraésime nuo b utinos
ekstremumuy egzistavimo salygos plokStumoje agatoms funkcijoms.

3.5 Teorema. Sakykime, kad, g: R? — R yra tolydziai diferencijuojamos funkcijos. Tarkime,
kad maksimuma arba minimuma funkcjfaigyja tokiame taske € {r € R?*: g(x) = 0},
kuriameVg(z) # 0, tada egzistuoja toks realusis skaiCisvadinamas Lagrange daugikliu,
kad

Vf(z) =AVg(2).

Si teorema pagrindzia vadinamajj Lagrange daugiklio metoda, kurio pagalba galima rasti
funkcijos f ekstremuma zinant, kad jis egzistuoja funkcijosulio aikeje. B utent toks taskas
z, jei jis egzistuoja, turi tenkinti lygiy sistema:

e(2) = gt (2) = Agk(2) =0
ILz) =2 (2) = A2 (2) =0 (3.5)
ax(2) =g(2) =

CiaL(xy,xo, A) := f(x1,22) — Ag(z1, 22). I1SSprende sistema atzvilgiy ir zo gauname ekstre-
mumoz koordinates.
Jei funkcijaf yraC?, tai nesunkiai galima nustatyti jos ekstremumo tipa. Tuo tikslu tarkime,
kad
A= D¥f(2)D3f(2) — (D1 D f(2))>.

3.6 Teorema. Tegul f: R? — R yra C? funkcija taskoz aplinkoje ir A # 0. Tada funkcijaf
turi:

(i) taSkez lokaly minimuma jeiA > 0ir Dif(z) > 0,
(i1) taSkez lokaly maksimuma jeh > 0ir D?f(z) < 0,

(17i) taSkasz yra balno taskas jel\ < 0.
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Cobb’o-Douglas’o gerybiy laukas. Tarkime, kadR?, =) yra gerybiy laukas apigztas nau-
dingumo funkcija (2.13). Kadangiegybiu laukas yra grieztai iSkilas, remiantis 3.2 Teorema,
vartotojo optimalaus @ybiy pasirinkimo problema turi vienintelj sprendinj. Siam sprendiniui
rasti naudosiras Lagrange daugiklio metodu. Tuo tikslu pakanka istirti naudingumo funkcijos
(2.14) logaritmine transformacija:

u(z1,22) = alnzy + (1 —a) lnx, 0<a<l

Kadangi Cobb’o-Douglas’ogyybiu laukas yra lokaliai nepasotinamas, remiantis 3.4 Teorema,
atitinkama paklausos atitiktis jgyja reikSmes:

d(p1, p2, w) = argmaxu(zy, x2): 1Ty + pate = w}.

(3.5) sistema sy :=wir g(z) := p12z1 + p222 — w, 2 = (21, 22), igyja pavidala:

{ (a/21, (1 = a)/z) = A(p1, p2),

P121 + Pazo = W.

ISsprende Sia sistema atzvilgiuir z», gauname ekstremumo taska

aw (1 —a)w
z=(21,22) = <> (=g > . (3.6)
b1 b2
Kadangi
1— . 1(1 —
D2u(z) = _%7 D2u(z) = _72@7 DiDyu(z)=0 ir A= %7
23 25 R1%22

Remiantis 3.6 Teorema, (3.6) yra maksimumo taskas. Su \(igais,, w) > 0 yra apibezZta
Walras’o paklausos funkcija, jgyjanti reikSmep(py, p2, w) = {z}.

3.2 ISlaidos ir netiesioginis naudingumas

3.7 Apibrezimas. Tegul (X, =) yra vertybiy laukas iiS c R*!. Jei kiekvienamp, w) € S
egzistuoja toky € X, kad¢(p,w) = {y} ir p-y = w, tai yra apibeztospaklausos funkcija
(angl. demand function)

S>3 (p,w) —x(p,w) =y € X,

ir netiesiogine naudingumo funkcifangl. indirect utility function)
S35 (p,w) — v(p,w) = u(y) = max{u(x): x € X, p-x = w}.

Pagal apibezima,v(p, w) = u(x(p,w)) visiems(p, w) € S, tai yra netiesiogia naudingu-
mo funkcijav yra paklausos funkcijos ir naudingumo funkcijos kompozicija, arba = uox.
Jei paklausos funkcija ir netiesiogimaudingumo funkcija yra apgitos aileje S, tai kiekvie-
name Sios aibs tasSke vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi vienintelj sprendin.
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3.8 Isvada. Tegul X C R’ yra uzdara, i8kila ir aprézta i$ apatios aibé.c X ir tegul (X, =)
yra grieZtai iSkilas, lokaliai nepasotinamas ir tolydus vertybiy laukas. Tada paklausos funkcija
x ir netiesioginé naudingumo funkcijayra apibreztos aibejé (p, w) € R®: (p, w) > 0}.

Toliau jrodoma keletas savybiy paklausos ir netiesioginio naudingumo funkcijoms.
Tegul aike S yra k'ugis, tai yra kiekvienath > 0, \z € S jei z € S. Funkcijaf: S — R
yra vadinamat-tos eiles homogenine funkcij@i f(\z) = \*f(z) visiems\ > 0ir z € S.

3.9 Teorema. Tegul X C RY yra uzdara ir iSkila aibé ir tegul( X, >) yra grieZtai ikilas,
lokaliai nepasotinamas ir tolydus vertybiy laukas. Tada funkcijps yra apibreztos aibeje
S :={(p,w): p >0, w > 0} ir abiem funkcijoms yra teisinga

(a) yra nedidéjancios atzvilgip ir yra nemazéejancios atzvilgiu;
(b) nulinés eiles homogeninés funkcijos

(c) tolydines

(d) kiekvienamw > 0, aibés{p € R’: x(p,w) <y}, y € X, ir {p € R : v(p,w) < ¢},
¢ > 0, yra iskilos.

l[rodymas. Teiginio (a) jrodymui, tegulw > 0. Jeip’ > p, tai 5(p’,w) C B(p,w). Kadangi

x(p,w) = y visiemsy € [(p,w), tai x(p,w) = x(p’,w) nesx(p’,w) € G(p’,w). Del tos

p&cios priezasties, turime(p’, w) < v(p, w). Kitos tvirtinimo dalies jrodymas yra analogiskas.
Teiginio (b) jrodymui pastebkime, kad biudzetinei aibei yra teisinga: kiekvienans 0

B(Ap, \w) = [(p,w) visiems(p,w) € S.
Todel remiantis funkcijux ir v apibezimu, kiekvienam\ > 0
x(Ap, \w) = x(p,w) ir v(Ap, \w) = v(p,w) visiems(p,w) € S.

Teiginj (¢) pakanka jrodyti funkcijaix, kadangiv = wox 0 naudingumo funkcija: yra
tolydi del vertybiy lauko tolydumo. Tarkime, k&g, w) € S'ir (pn, w,) — (p,w) kain — oo
Euklidines erdesr*! atstumo prasme. Pakanka parodyti, kad

Xy 1= X<pn7wn> — X = X(p7w)7 kain — oo, (37)

erdwjeR’. Kiekvienas vektorius, = (z,;) € B(pn,w,), it kiekviena jo koordina ,, ; <
SUp,,~1 (wn/pn,i) < oo kas rodo, jog sekéx,: n > 1} yra apezta. Tokiu b udu tam, kad jrodyti
(3.7) pakanka parodyti, kad kiekvienas sekas: n > 1} posekis konverguojas. Apsiribosi-
me tuo atveju, kai pati seka konverguoja tarkime | kokj nors vektpre&) X. Parodysime, kad
y = x. Kiekvienamn, yra teisinga

PYy—w=P—Pn)y+Pn(y —X) +w, —w,

nesp,-x, = w, remiantis 3.4 Teiginiu. DeSinioji Sios lyges pug argja | nulj kain — oo
kadangi skaliaria sandauga yra tolydi #up,, |p,| < co. Todel p-y = w, ou(y) < u(x)
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nesx yra maksimumo taskas biudzZetje aileje 5(p,w). Tarkime, kad := u(x) — u(y) >
0. Kadangip > 0, kiekvienaz-o aplinka turi netu&a sankirta su biudZetine ailggp,,, w,)
visiems pakankamai dideliems Tegull” yra tokiax-o aplinka, kad:(z) > u(y)+e¢/2 visiems
z € V. Tada bet kuriam € V N 3(pn, wy), u(x,) < u(z) visiems pakankamai dideliemsdel
u tolydumo. Tai prieStarauja,, apibezimui, ir tokiu b udo jrodo, kad(y) = u(x). Remiantis
3.2 Teoremax yra vienintelis ir to@l y = x.

Teiginio (d) jrodymui tarkime, kady € X ir w > 0. Tegulp’,p” € {p € R’: x(p,w) <
yh A€ [0,1]irp(A) :=Ap’ + (1 — \)p”. Tada

B(p(\),w) C B(p',w) UB(P", w). (3.8)

Jei taip rera, tai egzistuoja toks € X, kadp()\)-x < w betp’x > w ir p”-x > w, tai yra
p(M\)-x > w. PrieStaravimas jrodo (3.8). Kadangi biudzesreiles ir deSinioji (3.8) sarysio
pus yra kompaktai, tolydi funkcija. jose jgyja maksimalia reikSme. Elementams, kuriuose
jgyjami Sie maksimumai, yra teisingas sarysis:
x(p(A),w) = argmax{u(x): x € B(p(A), w)}
< argmaxu(x): x € (p’,w) U B(P" w)} <y

Tai reiskia, kad aib {p € R.: x(p,w) < y} yraiskila. Kitos ailes iSkilumo jrodymas yra
analogiskas. 3.9 Teoremos jrodymas baigtas.

ISlaidy funkcija. Bet kuriama € X, tegul X, := {x € X: x = a}. TegulS C {(p,a): p €
R, a € R'}. Jei kiekvienam vektoriujp, a) € S, aibe

argmin{p-x: x € X, } := {x € X,: p-x < p-y visiemsy € X, }
turi vienintelj elementa, tai apibesimes (p, a) := x. Sios reik3nas apibezia funkcijas:
S > (p,a) —o(p,a) € X.

3.10 Teiginys. Tegul aibeX C RY yra uZdara ir iSkila o vertybiy laukaéX, =) yra grieztai
iSkilas ir tolydus. Tada funkcija yra apibrézta aibejes := {(p,a) € R} xR}: p > 0}. Jeibe
to vertybiy laukas yra silpnai monotoninis, tai Siai funkcijai ir vektofipi a) € S yra teisinga

(a) o(p,a) ~ a;
(b) funkcijac: S — X yratolyd;

l[rodymas. Tegul(p,a) € S irtegul M(p,a) := {x € X,: p-x < p-a}. Nesunku pasteii,
kad
argmin{p-x: x € X, } = argmin{p-x: x € M(p,a)}.

Kadangi)M (p, a) yra netusias kompaktas, tolydi funkcija — p-x Sioje aileje jgyja savo mi-
nimuma. Tarkime, kad minimali reikSrjgyjama daugiau ne viename tasSke, tai yra egzistuoja
du tokie vektorialy,z € X, ir be toz >~ y. Kadangi vertybiy lauka&X, »-) yra grieztai iSkilas,
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vektorius(y + z)/2 > a. Del (X, ») tolydumo, egzistuoja tokg € X, kadx < (y + z)/2
ir x = a. Kadangi kainos vektoriup > 0, p-x < p-y = p-z. Tai yra prieStaravimas mi-
nimalumui, kas jrodo minimumo vienatinuma ir tuogoa jrodo funkcijos reikSras o (p, a)
egzistavima bet kuriarfp, a) € S.

Teiginio (a) jrodymui, tegul(p, a) € S. Pagal funkcijos api@zima,s(p, a) = a. Tarkime,
kado(p,a) > a. Jeio(p,a) = 0, taia > o(p, a) ir, del silpno monotoniSkuma = o(p, a),
kas yra negalima. Tad o(p,a) > 0. Del vertybiy lauko tolydumo egzistuoja toks vektorius
x € X, kado(p,a) > xir x > a. Bet kadangp > 0, tai gauname prieStaravingao (p, a) >
p-x minimalumui. To@l teiginys(a) yra teisingas.

Tegulp € R ir u > 0.

e(p,u) ;== min{p-x: x € X, u(x) > u}.

Engelio ir paklausos kreives. Paklausos funkcij(p;, p2, w) = (x1, z2) galima uzradyti ir
taip:
T :$1<p1,p2,UJ) ir T2 :xQ(plap%w)'

Fiksave(p,, ps) ir keisdamiw gauname pajamuy poveikio kreive. Si kreinupiesta koordiriy
sistemoje(z;, w) vadinamaEngelio kreive Fiksave(p,,w) ir keisdamip,; gauname kainos
poveikio kreive. Si kreie nupiesta koordiriay sistemojgz;, p;) vadinamapaklausos kreive
Siy kreiviy pavyzdzius ir iliustracijas galima rasti [17] knygos astuntame skyriuje.

3.3 \Vartotojo paklausos desnis

Vartotojo paklausosabniu vadinamas paklausos ir kainos kitimas prieSingomis kryptimis, t. y.
didejant kainai paklausa maga ir atvirkEiai. Siame skyrelyje parodoma, kad tam tikromis
salygomis vartotojo paklausogshis galioja kompensuotiesiems kainos [&gns.

Toliau Siame skyrelyje tariama, kad Walras’o paklausos atitiktis pasizymiesigies ho-
mogeniskumu ir iSpildo Walras’oe$n|.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma.

3.11 Apibrezimas. Walras’o paklausos funkcijab galioja SAPA, jei su bet kuriomis dviem
kainos—turto b’ usenomis, w) ir (p’, w’) teisinga implikacija:

jei pgb(p/v w,) <w ir ¢(p7 w) 7é ¢(p/7w/) tai p,¢(p7 w) > w'. (39)

Parodysime, kad SAPA paklausos funkcijai yra atskiras SSPA atvejis pasirinkimo strukt urai
(zr. 2.27 Apibezima). Sakykime, kad yra Walras'o paklausos funkcij& := {5(p, w): p >
0, w > 0} ir su kiekvienu(p, w) € R C(B(p, w)) := ¢(p,w). Tada(B,C(:)) yraX C R
pasirinkimo strukt ura. Nesunku patikrinti, ke, C'(-)) galioja SAPA tada ir tik tada, kap
galioja SAPA.
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IS tikryjuy, tarkime, kad SAPA galioja funkcijab. Taip pat tarkime, kad3 = (3(p,w),
B =3, v,z =py,x € Biry e C(B). Tada

= ¢(p,w), y=o@ v), po@p,uw)<w ir po(pw) <w. (3.10)

Kadangi¢ yra funkcija, taix € C(B’) tada ir tik tada, kaic = y. Jeiz # y, tai remiantis (3.9),
teisinga grieZta nelygyy’-¢(p, w) > w' - prieStaravimas (3.10), jrodantis, kad SKA galioja
pasirinkimo strukt urdi3, C(+)).

Dabar tarkime, kad SAPA galioja pasirinkimo strukt i C'(-)). Taip pat tarkime, kad
(p,w), (p/,w') € RTL, z:= ¢(p,w),y € p(p',0'), z # yir py < w. Tada

z € C(B(p,w), yeBpw) ir yelBp,uv)).

Remiantis pirmais dviem sarySiais,=* y. Be to, remiantis SAPA pasirinkimo strukt urai, jei
x € Bp,w), taiz € C(B(p',w')). Todel x = y — prieStaravimas, jrodantis, kadz 5(p’, w'),
t.y.p-¢(p,w) > w'. Tokiu b'udu SAPA galioja funkcijai.

3.12 Lema. Sakykime, ka@ yra tokia Walras’o paklausos funkcija, kuriai galioja Walras’o
desnis. Funkcijap galioja SAPA tada ir tik tada, kai ji galioja su visais kompensuotaisiais
kainos pokyciais.

[rodymas. Pakanka parodyti, kad negaliojant SAPA egzistuoja tokie kompensuotieji kainos
pokyCiai, kuriems taip pat SAPA negalioja. Tarkime, kéd, w’) ir (p”,w") yra dvi tokios
kainos—turto b'usenos kurioms SAPA negalioja, d(¥., w’) # ¢(p”, w"),

p,/'gb(p/,w,) S w// |r p/'qb(p”,w”) S w/.

Jei bent viename iS Siy sarysiuy teisinga lygytaip” — p’ yra kompensuotasis kainos pokytis ir
lemos jrodymas baigtas. Tettarkime, kad

p"o(p,w') < w” ir pro(p’, w') < w'. (3.11)
Tada egzistuoja (kad?) toks\ € (0,1), kad
(AP + (L= N)p")-o(p', w') = (A’ + (1 = A)p")-o(p", w").

Pazynekimep = \p' + (1 — \)p” ir w = p-¢(p/,w’). Remiantis Walras’o @snio iSvada,
w' = p-¢(p,w’). Tada naudodamiesi pimaja (3.11) nelygybe, gauname
A+ (1= Nw” > A\p-o(p,w')+ (1= N)p"o(p,w') =w
Walras’o cesnis = po(p,w)
AP -¢(p, w) + (1 = A)-d(p, w)
Todel arbap’-¢(p, w) < w' arbap”-¢(p,w) < w”. Tarkime, kad galioja pirmoji alternatyva.
Tadag(p, w) # o(p',w'), p-o(p',w') = wir p'-¢(p,w) < w', o tai prieStarauja SAPA kom-

pensuotam kainos po&iui i (p’,w’) | (p,w). Galiojant antrajai alternatyvai, prieStaravimas
gaunamas simetriniu b udu. Lemos jrodymas baigtas.
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Kompensuotieji kainos pokyCiai. Toliau jrodoma, kad skyrelio pradZioje n@tasis vartotojo
paklausos dsnis galioja kompensuotiems kainos peikyns. B utent, kainos pokytj paZgjus
Ap :=p' — p, 0 paklausos pokytj pazyeusA¢ = ¢(p', w') — ¢(p, w), nelygybeAp-A¢ <0
galima interpretuoti kaip kainos ir paklausos kitima prieSingomis kryptimis.

3.13 Teorema. Sakykime, kad yra tokia nulines eiles homogeniné Walras’o paklausos funk-
cija, kuriai galioja Walras’o desnis. Funkcijat galioja SAPA tada ir tik tada, kai su kiekvienu
kompensuotu kainos pokyciu i§ pradines kainos—turto b uggno$| naujaja b usengy’, v’),
galioja nelygybe

Ap-Ag = (p' —p)-[¢(p,w') — d(p,w)] <0 (3.12)
ir i nelygybe yra grieZta jep(p, w) # ¢(p’, w’).
l[rodymas. Sakykime, kad funkcijap galioja SAPA. Pakanka jrodyti (3.12) su griezta nelygybe
kai ¢(p,w) # ¢(p',w'), nes prieSingu atveju akivaizdziai teisinga lygybraigi, tarkime, kad

o(p,w) # ¢(p',w"). Kadangi kainos pokytis is | p’ yra kompensuotas, taf-¢(p, w) = w'. Be
to, remiantis Walras'o @snio iSvaday’-¢(p’, w') = w'. 18 Cia iSplaukia, kad

p[e(, w') — é(p,w)] = 0. (3.13)

Dar karta pasinaudojus kompensuoto turto agibnuw’ = p’-¢(p, w) gauname, kad prekiy
rinkinys ¢(p, w) yra jperkamas esarip’, w') kainos—turto lygmeniui. Toal remiantis SAPA,
kitas prekiy rinkinyss(p’, w’) negali b uti jperkamas esampt w) kainos—turto lygmeniui, t. y.
p-o(p',w') > w. Pastaroji nelygyb kartu su kita Walras'oabsnio iSvada-¢(p, w) = w, leidZia
teigti, kad

p'[¢(p/> w/) - ¢(pa ’LU)] > 0. (314)

IS (3.13) ir (3.14) iSplaukia (3.12) su griezZta nelygybe.

Dabar tarkime prieSingai, kad (3.12) su grieZta nelygybe galioja bet kuriam kompensuotam
kainos pokgiui iS (p,w) | (p/,w’) jei ¢(p,w) # ¢(p',w’). Jei funkcijai¢p SAPA negalioja,
tai remiantis 3.12 Lema, egzistuoja toks kompensuotas kainos pokytisus | (p’, w'), kad
o(p,w) # o(p',w'), p-od(p,w) = wirp'-¢(p,w) < w'. ISCiair Walras’o ésnio é&tka, gauname

plo(,w') — é(p,w)] =0 ir P o(p,w) — d(p,w)] > 0.
Tokiu b'udu

o(p,w) # o, w') ir (P =p)le@,w') = o(p,w)] >0,

o tai prieStarauja prielaidai (3.12) su grieZta nelygybe.€ldankcijai ¢ galioja SAPA. Teore-
mos jrodymas baigtas.

3.4 Mainy bendroji pusiausvyra

Paskutiniame skyrelyje nagajome rinka, sudaryta i$ vieno vartotojo, kuris, kaip paprastai, yra
tapatinamas su savo vertybiy lauku. Siame skyrelyje naguina rinka, kuria sudaro baigtinis
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vartotojy kiekis. Esant duotai vertybiy kainai, kiekvienas vartotojas gali pasirinkti tokj optimaly
vertybiy rinkinj, kurj jam leidzia asmeninis biudZetas. Gali atsitikti taip, kad visi vartotojai pasi-
renka optimaliai pasidalindami tarp saves visas jmanomas vertybes. Tokia b usena yra vadinama
daline pusiausvyr&adangi ...?

Tarkime, kad rinkoje yra vartotojy pazyrety indeksais € {1,...,n}, kurie gali rinktis
tarp ¢ vertybiy pazynety indeksaig € {1,...,¢}. Vertybiy rinkiniy aite X C RY viesiems
vartotojams yra ta pati, t@&au kiekvieno vartotojo pasirinkimas yra individualug-tasis var-
totojas yra pilnai nusakytas savo vertybiy laukyi >;), i = 1,...,n. AnkCiau rinkos kainos
vektoriusp = (pi1,...,p,) € R’ buvo duotas ir nekintamas, tai yra kaina buvo egzogeninis
kintamasis. Dabar laikysime jj endogeniniu kintamuoju irébdartotojo pradinis turtas pri-
klausys nuo esamo kainos vektorigusDel Sios prieZzastiestojo vartotojo pradinis turtas bus
uzduodamas pradiniu jnasu (angl. initial endowment= (e; 1,...,e;0) € X, ir tokiu budu
pradinis turtasy; = p-e; = Zﬁzlpjeiﬁj. priklauso nuo rinkos kainos.

Esant duotam kainos vektoripi, i-tasis vartotojas renkasi spresdamas optimalaus pasirin-
kimo problema, tai yra jo paklausos ailgra

¢i(p, p-e;) = argmaxXu;(x;): x; € f;(p, p-e:)},

Cia kaip ir anksiau g;(p,w;) = {x; € X: p-x; < w;} yra biudZeti@ aite, ou; yra verty-
biy lauko (X, =;) naudingumo funkcija. Esant jau nustatytoms salygoms bet kuriam kainos
vektoriuip > 0 kiekvieno vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi vienintelj sprendi-
nix; = (z51,...,20) = x;(p,p-e;) € B(p,p-e;). Siuo atveju atsiranda problema: ar visy
vartotojy pasirinktas vertybiy vektorids?_, x; atitinka esamus iSteklius, ribojamus pradiniy
jnasy suma_"_, e;? Pastebkime, kad biudzetm aite riboja tik pasirenkamu vertybiy kaina,
ir Sios kainos ribose galima perskirstyti savo turimas vertybes ir mainytis \@rtightarp skir-
tingu vartotojy. [l to tokia rinka vadinamgrynaisiais mainaigangl. pure exchange) - joje
nevyksta vertybiy gamyba.

Vertybiy paskirstymgangl. allocation) yra vadinamas vektorius

X = (X17...,Xn):{xi ;‘:1 e X" =X x--- XX,
nusakantis vertybiy pasiskirstyma tarp visy vartotojy esant duotai kainai. Vertybiy paskirstymas

{x;}, yra vadinamageistinu (angl. feasible allocation) jei

n

Z(x) = Z({x:}) =D % —éei <0.

i=1

Tai yra jei kiekvienai vertybej € {1,.... 0}, Y% ; x;; < >, e; ;. Grynyjy mainy problema

yra klausimas: ar egzistuoja toks kainos vektopiu&uriam esant kiekvienas vartotojas renkasi
optimaliai ir visy pasirinkty vertybiy paskirstymas yra leistinas. Tai yra bendrosios pusiausvy-
ros problema.

3.14 ApibreZimas. Tarkime, kadP C Rf \ {0} yra kugis. Grynyjy mainy rinkos busena
(p*,x*) € P x X™yra vadinamaNalraso pusiausvyrgei yra teisingga) ir (b), Cia

(a) xi = x;(p*, p*-e;) su kiekvienu € {1,...,n};
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(b) Z(x*) < 0.

Tokiu budu, b'userip*, x*) yra Walraso pusiausvyra, jei vartotojams renkantis optimaliai
vertybiy paskirstymas yra leistinas.

3.15 Apibrezimas. o aibéje P x (0,00) yra apibrézta paklausos funkcijy sistenfa;}" .
Kiekvienam kainos vektorigi € P ir kiekvienam pradiniy jnasu rinkiniuje; }?_,, apibréSime
skaicius .
zij(p) == zi;(p, p-ei) — eij, E;(p) = Z 215(P),;
=1
visiemsi =1,...,n,j =1,...,¢, ir erdvesr’ vektorius

z:(p) = x;(p, p-e;) — & = {w;;(p, pe;) — e }imy = {zi;(P) Yy, t=1,...,n.

Sios reik3mes aibej apibrezia vektoriniy funkcijy Seimfz; }, vadinamaperteklires pa-
klausos sistemdunkcija £; vadinamaj-tosios vertybepertekline paklausar vektoring funk-
cija
Z:=) z;= {Ej}gzlz P —R
=1

vadinamavisumine pertekline paklaugangl. aggregate excess demand). Kainos vektorius
p* € P yra vadinamashNalraso pusiausvyrgei z(p*) < 0, tai yra £;(p*) < 0 kiekvienam
jged{l,.... 0}

Walraso pusiausvyros egzistencija. Parodysime, kad Walraso pusiausvyra egzistuoja esant
iSpildytoms pakankamai bendroms salygoms. Pirmoji salyga yra taip vadinamas Wadsaso d
nis:

3.16 Apibrezimas. Sakoma, kad a#je P apibreZtai visuminei perteklinei paklausaiyra tei-
singas Walraso&knis jeip-z(p) = 0 visiems kainos vektoriams € P.

Walraso @snis reiskia, kad visumas pertekligs paklausos(p) kaina yra nulis bet kuriam
kainos vektoriuip. Kaip veliau bus matyti, Sia salyga galima interpretuoti kaip mainy ekono-
mikos paklausos suderinamuma su pasi ula. Tai yra visos ekonomikos biudZeto apribojimas,
reiSkiantis, kad visada paklausos eatiri sutapti su pasi ulos verte. Toliau parodoma, kad Wal-
raso esnis yra teisingas kai visy vartotojy optimalaus pasirinkimo problemos sprendinys yra
ant biudzeties aites krasto.

3.17 Teiginys. Tegul X C RY yra uzdara ir i3kila aibe, ir teguPP C R’ yra grieZtai teigiamas
k'ugis. Tarkime, kad kiekvienas i$ vertybiu latky ~;), i = 1,...,n, yra grieZtai iSkilas,
lokaliai nepasotinamas ir tolydus, i # e; > 0,7 = 1,...,n, yra pradiniai jnasai. Tada
aibeje P yra apibrezta visumine pertekliné paklausa jai yra teisingas Walraso desnis.
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l[rodymas. Remiantis 3.2 Teorema ir 3.4 teiginiu, ajb P x (0, c0) yra apibeztos paklausos
funkcijosx;, i = 1,...,nirlygybé p-x;(p, p-e;) = p-e; yra teisinga kiekvienam=1,...,n
ir visiems kainos vektoriamg € P. Todel visiemsp € P yra teisinga lygybk

n

p%@%zglp&mew—pEAZQ

ka ir reikejo jrodyti.

Walraso pusiausvyros egzistencijai jrodyti remsgBrouwerio nejudamo tasko teorema:

3.18 Teorema. (Brouwer) TegulS C R’ yra netuscia, kompakti ir iSkila aibe, ir tegyit S
S yra tolydi funkcija. Tadgf turi nejudama taska, tai yra egzistuoja toks D, kad f(x) = x.

3.19 Teorema. Tarkime, kad visuminé pertekliné paklausaP — R’ yra tolydi, nulinés eiles
homogenine funkcija ir jai yra teisingas Walraso desnis. Tada egzistuoja Walraso pusiausvyra,
tai yra egzistuoja toks kainos vektorip$s € P, kadz(p*) < 0.

[rodymas. Kadangi visumie perteklire paklausaz yra nulines eies homogenia funkcija,

z(Ap) = z(p) bet kuriam kainos vektoriup € P ir kiekvienam\ > 0. Todel pusiausvyros
kaina pakanka surasti tarp ty = (p1,...,p¢) € P, kuriemszﬁzlpj = 1, tai yra galime
tarti, kad funkcijaz yra apibezta simplekses‘™! = {p € P: ¥'_;p; = 1}. Tegulg =

(g1,--.,90): St — S yra atvaizdis apiliztas taip: kiekvienam = (py,...,p,) € S,

_ p;+max{0, E;(p)}
93(P) = S (0. By p)]

j=1,...,L
Aibe S~ ir funkcija g tenkina Brouwerio nejudamo tasko teoremos salygas @lteglzistuoja
toks kainos vektoriup* € S*~1, kadg(p*) = p*, tai yra

i+ max{0. B0}
1+ Zle max{0, E;(p*)} I’

Parodysime, kad(p*) < 0.
Pertvarke (3.15) lygybe, turime

j=1,...,1. (3.15)

¢
max{0, E;(p*)} = p; > max{0, E;(p*)}, jg=1,...,L
=1

Kiekviena lygybe padaugine 8;(p*) ir visas jas suéje, gauname
l )4

E;(p") max{0, E;(p")} = p*2(p") > max{0, Ey(p")} = 0
= =1

7j=1

remiantis Walraso @sniu. Kiekvienas kairiosios sumos narys yra aileaba(E;(p*))?. Jei
bent vienas i¥;(p*) > 0 tai gauname prieStaravima tam, kad suma yra lygi nuliui. Vadinasi
E;(p*) <Ovisiemsj =1,...,/, taiyraz(p*) < 0, ka ir reikejo jrodyti.
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3.20 18vada. Tegul X C R’ yra uzdara ir iSkila aibé, ir tegulP C R’ yra grieZtai teigiamas
k'ugis. Tarkime, kad kiekvienas i$ vertybiuy lauky =), i = 1,...,n, yra grieZtai iSkilas,
lokaliai nepasotinamas ir tolydus, i # e; > 0,7 = 1,...,n, yra pradiniai jnaSai. Tada
aibeje P yra apibrezta visumine pertekline paklausa jai egzistuoja Walraso pusiausvyra.

[rodymas. Pagal 3.17 Teiginj, visummperteklire paklausa yra apibezta aileje P ir jai yra
teisingas Walrasoasnis. Remiantis 3.9 Teorem@g teiginiu, kompozicija

p— (p,p-e)— x;(p,p-e)

yra tolydi aiteje P kiekvienami € {1,...,n}. Tocel Sioje aileje yra tolydi ir visumi pertek-

line paklausa. Ji taip pat yra nulias eies homogeni@funkcija pagal tos gaos 3.9 Teoremos
teiginj (b). Tokiu b udu yra iSpildytos visos 3.19 Teoremos salygos, iS kurios ir iSplaukia troks-
tama iSvada.

Pasi ulos ir paklausos lygyb. Lygybe £;(p) = 0 galima interpretuoti kaig-tosios vertyles
pasiulos? , e; ; lygybe paklausa}_;_, x; ; esant kainap. Cia panagriesime, kada pasi ula
lygi paklausai esant Walraso pusiausvyros kainai.

3.21 Teiginys. Tarkime, kad kugyj® c Rf \ {0} yra apibréZta tokia visuminé pertekliné
paklausaz, kuriai egzistuoja Walraso pusiausvyra ir yra teisingas Walraso desnigp*Jei P
yra Walraso pusiausvyros kaina, t&j(p*) = 0 visoms toms vertybenis {1,..., ¢}, kurioms
p; > 0.

[rodymas. Tegulp* € P yra Walraso pusiausvyros kaina.eDNalraso @snio, yra teisinga

lygybe
Py (p) = = 3 0 E;(p7). (3.16)
i3
Kadangi visiems = 1,..., ¢, p; > 0ir E;(p*) < 0, desinioji (3.16) lygyles pus yra nenei-
giama. Kadangp;, > 0, i$ Cia iSplaukia, kad; (p*) = 0, ka ir reikejo jrodyti.
Kita teiginj galima interpretuoti taip, kad esant Walraso pusiausvyros kainai, jei egzistuoja
j-tosios vertyles perteklius, tai yrd;(p*) < 0, tai Si vertyle nieko nekainuoja.

3.22 Teiginys. Tarkime, kad kugyj® c Rf \ {0} yra apibréZta tokia visuminé pertekliné
paklausaz, kuriai egzistuoja Walraso pusiausvyra ir yra teisingas Walraso déesnigp*Jei P
yra Walraso pusiausvyros kaina if;(p*) < 0, tai p; = 0.

l[rodymas. |rodymas iSplaukia remiantis (3.16) lygybe ir analogiSku argumentu kaip ir 3.21
Teiginio jrodyme.

Sakysime, kad-toji vertybé yratrokStamajei £;(p) > 0 esant jos kaingi; = 0.

3.23 Teiginys. Tarkime, kad kugyj® c Rf \ {0} yra apibréZta tokia visumine pertekliné
paklausaz, kuriai egzistuoja Walraso pusiausvyra ir yra teisingas Walraso déesnigp*Jei P
yra Walraso pusiausvyros kaina ir visos vertybes yra trokStamog| i) = 0.
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l[rodymas. Tarkime, kadE;(p*) < 0 kuriam norsj € {1,...,/¢}. Remiantis 3.22 Teiginiu,
p; = 0. Bet kadangi visos vertys yra trokStamos, tdi;(p*) > 0. Sis priestaravimas jrodo,
kad prielaida negalima, tai yee(p*) = 0.

Cobbo-Douglaso rinkos mainai. Tarkime, kad rinkoje yra dvi vertyds ir du vartotojai, ku-

riy vertybiuy laukai apibezti naudojant Cobbo-Douglaso naudingumo funckijas. Tarkime, kad
pirmojo vartotojo naudingumo funckija yr@ (z1 1, 212) = (z11)%(x12)'7% 0 < a < 1,ir
pradinis jnaSas yra; = (1,0), o antrojo vartotojo naudingumo funckija yta(xs 1, z22) =
(22.1,)(292)' 7%, 0 < b < 1, ir pradinis jnasas yra, = (0,1). Pirmojo vartotojo paklausos
funkcija yra apibezta kiekvienanp = (py, p2) > 0:

z11(p,p-er) = (ap-e1)/p1 = a, r12(P,p-e1) = (1 —a)p-e1)/p2 = ((1 —a)p1)/p.

Tadaz,(p) = {a — 1,(1 — a)p1/p2} ir p-z1(p) = pi(a — 1) + pa(1 — a)p1/p2 = 0. Antrojo
vartotojo paklausos funkcija yra apéita kiekvienanp = (py, p2) > 0:

T21(p, p-e2) = (bp-ez)/p1 = bpa/p1, T22(p,p-e2) = (1 —b)p-ey)/pa=1—0.

Tadazs(p) = {bp2/p1, —b} It p-zo(p) = p2b — pob = 0. Tokiu b udu visumia perteklire
paklausaz = z; + z, yra apilezta visame gieztai teigiamame k'ugyje, ir yra teisingas Walraso
desnis. Walraso pusiausvyros kaina gausime iSsprende sistema

Ei(p) = z11(P) + 221(P) =a — 1+ bpa/p1 =0,
p1+p2 =1

Taigi Cobb-Douglaso rinkos mainy Walraso pusiausvyros kainajyea (1 —a)/(b+ 1 — a)
irp; =1—pi.
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Skyrius 4

Konkurencines rinkos pusiausvyra

Siame skyriuje ekonomés pusiausvyros egzistencija nagjama tokioje rinkoje, kurioje be
gerybiy vartojimo taip pat vykstaggybiy gamyba.

4.1 Gamyba

Technologija. Individuali gamybire firma naudodama vienas vertybes, vadinamas gamybos
sanaudomis, sukuria kitas vertybes, vadinamas gamybos produktais. Sie alternatyvus kurimo
b udai ar metodai ir sudaro gamybos technologija. Tarkime, kad firma turi reikalaabiejy
ruSiy vertybmis toliau Zymimas indeksuec {1, ..., m}. Jeik-toji vertybe yra skirta gamybos
sanaudoms, tai ji yra vadinama gamybos veiksniu (angl. factor of production), o jos suvartojama
kiekj Zymesime neigiamu skéiumi y, < 0. Gamybos veiksniais gali b uti: Zemdarbas,
kapitalas ir Zaliavos. Jdi-toji vertybe yra firmos gaminys, tai Sios vertgb pagaminta kiekj
zymesime teigiamu skaiumi y, > 0. Visy tokiy vertybiy vektoriusy = (y1,...,ym) =
{yr }7, vadinamagyamybos planuVisi technologiSkai jmanomi gamybos planai sudaro aibe
Y C R™ vadinamggamybos aibe

Gamybos planag € Y vadinamas (technologiskai) efektyviu, jena tokio gamybos plano
y €Y, kady > yiry’ # y. Kitaip tariant gamybos planas yra efektyvus jéra b udu
pagaminti daugiau esant tomsgmams sanaudoms arba pagaminti tiek pat naudojant maZziau
sanaudy. Tam, kad iliustruoti Sia savoka tarkime, kad gamybos produktu yra tik vienaeyertyb
tai yra kiekvienany € Y, y,,, > 0iry; <0,...,ym—1 < 0. Duotamy > 0, tegul

V(y):={xerR? " (—x,y) €Y}
ir V(y) := (0 jei gamybos veiksniy reikalingy pagamiptvienety rera. Aike
Qy) = {xer T xeV(y)irxgV(y)jeiy >y}

yra vadinama izokvanta. Izokvanta apbia aibe gamybos veiksniy reikalingy pagaminti lygiai
y vienety. Izokvantos visy gamybos veiksniy aibe suskaido | nesikeéaataibes - ekvivalen-
tumo klases. Toel yra galima apilezti funkcija

o Y ]el X € Q(y)>
f(x) = { +o00 jeix € Uy>oQ(y).
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Pagal apibezima, kiekvienanx € U,>oQ(y), vektorius(x, f(x)) yra efektyvus gamybos pla-
nas.

Technologijy pavyzdziai. Tarkime, kad) < a < 1. Cobbo-Douglaso technologijos gamybos
aibe erdejer? yra apibeziama taip:

Y = {(-21, —22,y): 21> 0, 22> 0,y > 0, y < 2wy, "},

Sios technologijos gamybos funkcija yfér,, 5) = 24~ visiems(x, z5) > 0.
Tarkime, kadz > 0 ir b > 0. Leontievo technologijos gamybos aibrdwejeRr? yra apibe-
Ziama taip:

Y ={(—x1,—x2,y): 1 >0, 22 > 0, y > 0, y < min{az;, bxs}}.

Sios technologijos gamybos funkcija yfér, v5) = min{azy, ba,} visiems(zy, z,) > 0.
Paprastai neoklasik@éje gamybos teorijoje laikoma, kad gamyboseaib iSpildo tokias
salygas:

(a) Y yrauzdara, tai yrajeisekgy;} C Yiry, »y € R™ taiy € Y;
(b) Y yraiskila, tai yra jeiy’,y” € Yir A € [0, 1], tai Ay’ + (1 — \y") € Y;
(¢) Y yramonotonie, taiyrajeiy c Yiry <y,taiy’ €Y.

Del sutarto Zenklo vartojimo gamybos plano vektoriaus koordimat ailesY monotonisSku-
mas reiskia, kad lyginant su gamybos planypagal gamybos plang produkcijos yra paga-
minama maziau arba tiek pat naudojant tiek pat arba daugiau iStekliy.

Pelno maksimizavimas. Firmos ekonominiu pelnu yra laikomas skirtumas tarp pajamu ir
kaSty. Pajamos ir kastai priklauso nuo firmos veiksmu: gangyb@ikla, gamybos sanaudu
pirkimas, reklamos pirkimas it t.t. Paz@us veiksmuguv, ..., v,), pajamasP(vi, ..., v,) ir

kaStusK (vy, . .., v,), pelno maksimizavimo problema jgyja iSraiSka
max {P(vy,...,vn) — K(vi,...,00)}- (4.1)

Pajamos ir kaStai priklauso nuo vertybiy kainos, uz kuria parduodami gaminiai ir uz kuria per-
kamos sanaudos. Firma negali savavaliSkai nustatyti kainos. Tam, kad optimizuoti savo veikla,
firma turi atsizvelgti | dvieju r uSiy apribojimus: technologinius apribojimus ir rinkos apribo-
jimus. Pirnieji - technologiniai - apribojimai yra iSreikSti gamybos albe Antrieji - rinkos

- apribojimai yra susije su kaina, kuria firmos gaminiy vartotojai ir gamybos sanaudyjaiiek
sutinka moleti uz vertybes reikalingas gamybos plagu Y. Aplamai optimalus pelno mak-
simizavimo problemos sprendimas reikalauja nagtiabu apribojimus kartu. Téau paprastai
gamybos modelyje pelno maksimizavimo problema yra nagama esant duotai kainai, tai

yra kaina laikoma egzogeniniu kintamuoju. Taigi firma pelna maksimizuoti gali rinkdamasi tik
gamybos aibs ribose. Toks firmos modelis yra vadinarkaskurencine firma
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Toliau nagrirejama konkurencis firmos pelno maksimizavimo problema. Tegul=
(y1,--.,ym) € Y yra gamybos planas, p = (pi,...,pm) Yra kainos vektorius sudarytas
i$ vertybiy esaéiy gamybos plang vienety kainy. Kadangi gamybos plape= (v, ..., ym)
teigiami skatiai iSreiSkia gamybies veiklos sukurta vertybes, o neigiami skai iSreiskia su-
vartojamas vertybes, tai skaliagirsandaugg-y yra lygi pajamy ir kasty skirtumui, tai yra
firmos pelnui esant kaingi. Tokiu b udu pelno maksimizavimo problema (4.1) konkurexgcin
firmos atveju jgyja iSraiSka

m(p,Y) = w(p) =sup{py:y € Y}.
Toliau sakysime, kad adje P yra apibezta konkurencies firmospelno funkcijar = 7y, jei
aibe
VP, Y)=¢(p) =argma{py:y €Y} ={y€Y:py>pzVzeY}
yra netusia. Nesunku pastei, kadw(p) = p-y visiemsy € ¥ (p).

4.1 Teiginys. Tarkime, kadY” C R™ yra gamybos aibe ir k ugyjé C R’ yra apibrézta pelno
funkcijamy . Taday(Ap) = ¢ (p) visiems\ > 0ir p € P, 0wy yra:

(a) pirmos eiles homogeniné funkcija, tai yt@\p) = Ar(p) visiems\ > 0ir p € P;
(b) iskila funkcija jei P yra iSkila aibé
(c) tolydiis apacios.
l[rodymas. Tegulp € Piry € ¢(p). Tadap-y > p-z visiemsz € Y. |18 Cia iSplaukia, kad
(Ap)y = A(py) = A(p-z) = (Ap)-z

visiemsz € Y ir A > 0. Todely € )(Ap) ir m7(Ap) = An(p) visiems\ > 0, kas jrodo lygybe
Y(Ap) = ¢(p) ir tvirtinima (a).

Tarkime, kadp’, p” € Pir A € [0,1]. Kadangi aie P yra iSkila,p := A\p'+(1-\")p”" € P
ir todel egzistuojay < ¢(p). Del skaliarires sandaugos tiesiSkumo yra teisinga nelggyb

7(p) = (AP’ + (1= \)p")-y = Ap"y + (1 = Mp"y < An(p') + (1 = N (p”).

Tai reiSkia, kad pelno funkcija yra iSkila ir yra teisingas tvirtinima®).

Tarkime, kadp, € Pir e > 0, ir tegul vektoriusy, € ¥ (po). Tada @l skaliarires sandaugos
tolydumo,p-yo > po-yo — € Visiemsp esantiems pakankamai apij, Tuo labiau yra teisinga
nelygyte 7(p) > 7 (po) — € visiemsp esantiems pakankamai apj, kas ir jrodo tvirtinimj(c).

Yra teisingas stipresnis pastarojo teiginio tvirtinin{as jei papildomai gamybie aite Y
yra kompakti, tai yra tuo atveju pelno funkcijg yra tolydi savo apilezimo aileje.

4.2 Lema. Jei Y yra Euklidines erdve®™ netusCias kompaktas, B C R™, tai funkcija
my: P — R yratolydi i$ virSaus.
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[rodymas. Tarkime, kadp, € P ir ¢ > 0. Kadangi skaliariga sandauga yra tolydi dviejuy
argumenty funkcija, kiekvienam € Y egzistuoja tokia vektoriaug, atvira aplinkal (y) ir
tokia vektoriausy atvira aplinkaV/ (y), kadp-z < po-y + e visiemsp € U(y) ir z € V(y).
Atviros aplinkos{V (y): y € Y} sudaro aibsY atvira padengima. Kadangi yra kompaktas,
tai egzistuoja baigtinis” padengimad’ (y1), ..., V(yx). TegulU := N*_,U(y;). TadaU yra
vektoriausp, atvira aplinka. Tegup € U ir teguly € Y yra laisvai parinktas vektorius.
Egzistuojatoks € {1,...,k}, kady € V(y;). Kadangip € U(y;), tai

Py < poyi+e<m(po) +e.

Kadangiy € Y yra laisvai pasirinktas, tai(p) < m(pg) + €, ka ir reikejo jrodyti.

4.2 Rinkos bendroji pusiausvyra

Siame skyrelyje yra nagrgjama rinka sudaryta i$ vartotojy ir gamintojy. Kaip ir rinkos, ku-
ria sudaro tik vartotojai atveju, yra nustatomos pusiausvyros egzistavimo salygos. IS pradziy
pusiausvyros egzistavimas bus jrodytas Siek tiek bendresnei sistema nega rimka. Kiek-
vienas iS Sios sistemos nariy vertybes renkasi optimaliai. Nggrmas socialiés sistemos
modelis ir jos pusiausvyros egzistavimo jrodymas buvo pasi ulyti G. Debreu [4Firjtoda-
dinsime Debreu socialine sistema.

Debreu socialing sistema gali sudaryti bet kokia baggéiite nariy besielgiatiy optimaliai
ir tam tikru b'udu priklausomai nuo vienas kito pasirinkimy. Tarkime, kad soesafilrstemos
nario aplinka sudaro visi kiti sistemos nariai. Ta sistemos nario aplinka yra nusakgtsXaib
elementur, o jo visy galimy veiksmy adyraY . Apriori Sis narys gali rinktis bet kurj agsY
elementa. Aplinkos poveikis sistemos nario pasirinkimui reiskia, kad jo veiksmai yra ribojami
poaibiug(z) C Y, kuris gali priklausyti nuo to, kokj elementa € X pasirenka aplinka, tai
yra like sistemos nariai. Ir tuo atveju, kai sistemos nario pasirinkimag y&ap(x), tai tokj
jo pasirinkimo optimaluma charakterizuoja funkcijs X x Y — R reik8me f(x,y). Duotai
aplinkos realizacijar € X, nagrirejamos sistemos narys ieSko tokio elemento ¢(z), kuris
maksimizuoja funkcijaf (z, -). Tarkime, kad visy tokiy optimaliy veiksmuy &ilyra

wz) ={y € ¢(x): f(z,y) = igf)f(w)}, reX. (4.2)

Tuo atveju, kai sistemos narys yra vartotojas, jo optimalaus pasirinkimo problema paprastai tu-
ri vienintelj sprendinj. Téiau, kai sistemos narys yra gamintojas, tai optimalaus pasirinkimo
problema gali tueti ne viena sprendinj ir tad 1 gali tureti ne viena elementa, tai yyagali ne-

b uti funkcija. Nagrigjamos socialies sistemos pusiausvyros egzistavimo jrodyme parodoma,
kad aite (4.2) tolydziai priklauso nua ir tuo tikslu naudojamas ,daugiareikSmiy funkcijy”,
vadinamuy atitiktimis, aparatas.

Debreu socialires sistemos pusiausvyra. Tarkime, kadsS ir 7" yra aikes. Taisykle, kuri kiek-
vienam ailesS elementuir priskiria netusia aikesT" poaibj¢(x), vadinsimeatitiktimi i5 S | T’
(angl. correspondence), tai yra atitktigra atvaizdavimas i§ j aibésT visy poaibiy $eima”.
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Atitiktis ¢ vadinamaskila, jei T" yra reali vektori® erde ir kiekvienamz € S, aibe ¢(z) C T

yra iSkila. Yra sakoma, kad atitiktis iS vieno Euklidires erdes poaibioS | kita Euklidines
erdwes poaibjl’ yra pusiautolydi iS virSaus taske € S (angl. upper hemicontinuous), jéi

yra apeZzta kurioje nors:-o0 aplinkoje ir visoms tokioms sekom{s:,,} < S'ir {y,} C T, ku-

riomsy,, € ¢(x,) visiemsn ir kurios konverguoja atitinkamaiz, € S ir y, € 7', yra teisinga
Yo € ¢(z0). Glaustai tariant:

{20 — 20, Yn — Yo, Yn € O(x0)} = {yo € d(0)} . (4.3)

Atitiktis ¢ i8 S | T yra vadinama pusiautolydZia i$ virSaus s, jei ji yra pusiautolydi iS
virSaus kiekviename taske ¢ S. Tarkime, kad atitiktisp i5 S | T' yra pusiautolydi i$ virSaus
aibeje S, ir tequlz € S. Pirma, pagal api@zima,¢(x) yra apezta. Antra, apite#zime (4.3)
paeme trivialia seka{z,, = x} € S, gauname, kad adbp(z) yra uzdara. Tod ¢(x) yra
kompaktas Euklidias erdes poaibyjer’.

Dabar galime suformuluoti Bouwerio teoremos apie nejudama taska apibendrinima atitik-
tims. Jeiu yra atitiktis iS S | paCia save, tai elementas € S yra vadinamas atitiktieg
nejudamu taskyei x € p(x).

4.3 Teorema. (Kakutani) Tarkime, kadS yra Euklidines erdves netuscCias, kompaktus ir iSkilas
poaibis, oy yra pusiautolydi iS virSaus ir iSkila atitiktis i§' | S. Tadau turi nejudama taska.

Toliau bus reikalinga ir atitikties tolydumo savoka. Yra sakoma, kad atitikti§ vieno
Euklidines erdes poaibiaS | kita Euklidines erdes poaibjl” yra pusiautolydi i$ apacios taske
x € S (angl. lower hemicontinuous), jei kiekvienai seKai,} C S konverguojagiai  elemen-
tazy € S ir kiekvienamy, € ¢(xg), egzistuoja tokia sekéy, } C T konverguojanti jy,, kad
Yn € ¢(z,,) kiekvienamn. Glaustai tariant:

{l’n — Zp, Yo € QS(CCO)} = {3 {yn} Yn — Yo, Yn € Qb(l’n)}

Atitiktis ¢ IS S | T yra vadinama pusiautolydZia i$ apas aileje S, jei ji yra pusiautolydi i$
apa&ios kiekviename taSke € S. Na o atitikties tolydumas tasSke arba @ yra apibeziamas
kaip tos atitikties virSutinis ir apatinis pusiautolydumas atitinkamai taske arkegeaib

4.4 Lema. Tegul X ir Y yra Euklidiniy erdviy poaibiai, funkcijg: X x Y +— R ir atitiktis ¢
iSX Y. Jeifir ¢ yratolyd us, taf4.2) lygybe apibrezta atitiktig yra pusiautolydi i$ virSaus
aibeje X.

l[rodymas. Tarkime, kad sekdz,} C X konverguoja ir € X, seka{y,} C Y konverguoja |
y €Y, 0y, € u(x,) kiekvienamn. Reikia parodyti, kadj, € p(zo). Kadangiy, € ¢(z,) ir
atitiktis ¢ yra pusiautolydi i$ virSaugy € ¢(zo). Todel pakanka parodyti nelygybe

f(wo,y0) > f(x0,2) visiemsz € ¢(zy). (4.4)

Tegulz € ¢(zy). Kadangi atitiktisp yra pusiautolydi iS agaos, egzistuoja tokia seka,,} C
Y, kuri konverguoja i ir z,, € ¢(x,) kiekvienamn. Todel kiekvienamn yra teisinga nelygy®
f(@n,yn) > f(xn, 2,). Sioje nelygyleje pegje prie ribos kai — oo gauname, kad yra teisinga
(4.4) nelygyle, ka ir reilejo jrodyti.
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Tarkime, kad kiekviename N := {1,..., N}, V; yra netusias Euklidires erdes poaibis,
oV :=V; x -+ x Vy. Kiekvienamv = (vy,...,v;,...,0x) € V, tegul

Wi = UNNG = (U17...,UZ‘_1,UZ'+1,...7UN)EUi =Vix...xV,_4 XV;_HX...XVN.

Kiekvienami € NV, tegul f;: U; x V; — R yra funkcija, og; yra atitiktis iSU; | V;. Taip sudarytas
rinkinys {V;, fi, ¢:}ien Yra vadinama$ebreu socialine sistemaSios sistemos pusiausvyra
laikysime tokj elementa” = (v;);ex € V/, kurio kiekviena koordin&v; yra aplinkosvy,,
poveikio aiteje ¢; (v, ;) ir be to Sioje aileje maksimizuoja funkcijd; (v}, -). Toliau yra Sios
savokos formalus apibZimas.

4.5 Apibrezimas. Sakoma, kad egzistuojaebreu socialinés sistemd$;, f;, ¢; }icnr pusiau-
svyra jei egzistuoja toks elementas € V, kadv; € ui(vj[\i) kiekvienam; € NV, ¢ia

wi(w;) == A{x € ¢ij(w;): fi(uj,x) = sup fi(w;,2)} C Vi, u; € Uj. (4.5)
zE€¢p;(u;)

Tada elementas® € V yra vadinamas Debreu sociais sistemos pusiausvyra.

Tokios sistemos pusiausvyros egzistavima jrodysime remdamiesi Kakutani teorema apie
atitikCiy nejudama taska. Toless teoremos viena iS salygy, funkcijos kvazi-jgaubtumas, yra
nusakyta 2.18 Apil@zime.

4.6 Teorema. Tarkime, kad kiekvienam e N, V; yra netusc€ias, kompaktus ir iSkilas Eukli-
dines erdves poaibis, funkcija: U; x V; — R yra tolydi ir kvazi-jgaubta pagal antrajj argu-
menta, o atitiktisp; iS U; | V; yra tolydi ir iSkila. Tada egzistuoja Debreu socialines sistemos
{Vi, fi, di}tien pusiausvyra.

l[rodymas. Tarkime, kadi € N. Kadangi¢; yra pusiautolydi i$ virSaus atitiktis); (u;) yra
kompaktas kiekvienam; € U;. Todel tolydi funkcija f;(u;, -) maksimuma aieje ¢;(u;) jgyja
kuriame nors taske < ¢;(u;), 0 u;(u;), apibezta (4.5) sarySiu, yra visy tokiy tasky @ib
Kadangi aitesy; (u;) C V;, u; € U;, yra netusios, tai jos apibezia atitiktj iSU; | V; kiekvienam
i € N. Kiekvienamv = (vq,...,vy) € V, apib@Ze aibe

p(v) = (Nl(U/\/\1>7 e 7NN<UN\N)) cV,

gauname atitiktj i3/ | V. Pagal apibeZima, elementas’ € V yra{V;, fi, ¢;}:cx pusiausvyra
tada ir tik tada, kab* € u(v*), tai yra tada ir tik tada, kai* yra atitikties;, nejudamas taskas.
Parodysime, kad atitiktig iSpildo Kakutani nejudamo tasko teoremos salygas.

Aibe V = V; x --- x Vy yra netusias, kompaktus ir iSkilas Euklides erdes poaibis,
kadangi tokia yra kiekviena i$ aibil;, i € N. Kadangi atitiktis¢; ir funkcija f; iSpildo
4.4 Lemos salygas, atitiktig; yra pusiautolydi i$ virSaus adje U; kiekvienam: € N. Te-
gul fi;(v) = wi(van,) kiekvienam: € N. Tada kiekviena atitiktisy; i5 V' | V; yra taip
pat pusiautolydi i$ virSaus a@fe V' nesj; yra formalusy; pratesimas. PanaSiai tiesiog tik-
rinant apibeZzima nesunku jsitikinti, jog atitiktigs = (f1, ..., f1,) taip pat yra pusiautoly-
di i$ virSaus aibje V. Kiekvienami € N ir v € V, aibe ji;(v) yra dviejy aibiug;(u;) ir
{z € Vit filui,x) > sup,c4. ) filui, 2)} sankirta. Pirmoji aib yra iSkila pagal prielaida, o
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antroji yra iskila nesf;(u;, -) yra kvazi-jgaubta funkcija. Taa iSkilomis yra ju sankirtog;(v),

i € N, beiaite u(v) = (fu(v), ..., an(v)) kiekvienamv € V. Tokiu b'udu yra iSpildytos visos
4.3 Teoremos salygos, ir tebremiantis Sia teorema atitiktisturi nejudama taska, ka ir redfo
jrodyti.

Sia teorema pasinaudosime toliau jrodant rinkos bendrosios pusiausvyros egzistavima.

Arrow-Debreu ekonomikos pusiausvyra. Skyrelio pradZioje miata vartotojuy ir gamintojy
rinka yra toliau nagrigjama kaip atskiras Debreu soci@gsistemos atvejis. Tokios rinkos
pusiausvyros egzistavima pirmieji &K. J. Arrow ir G. Debreu darbe [1] ired to Si rinka
toliau yra vadinama Arrow-Debreu ekonomika.

Visi Arrow-Debreu ekonomikos dalyviai gamina, maino ir vartoja taipaertybiu rinkiniu
aibe sutapatinta su Euklidis erdesRr’ poaibiu. Kaip jau migta, rinkos dalyviai yra dviejy ti-
py: vartotojai Zymimi indeksaise {1,...,n} ir gamintojai Zymimi indeksaig € {1,...,m}.
i-tasis vartotojas gali rinktis vertybiy rlnkm@Z i$ individualios vartojimo aibs X; C RE Sio
vartotojo pasirinkimo optimalumas priklauso nuo jo vertybiy ladkg, =;) ir yra rlbOJamas
biudZetires aites 3;(p, w;) = {x € X;: p-x < w;}, Cia kaip ir ank§iaup € P C R’ yra
kainos vektorius av; yra pradinis turtas. Taau skirtingai nei ankSau dabar pradinis turtas
w;, be pradinio jnaSe;, taip pat priklausys ir nuo gamintojy gaunamo pelno tokiu b udu. Tar-
kime, kad{6;;} = {6;;:¢ = 1,...,n, j = 1,...,m} yra tokie real us neneigiami skiii,
kad >, 6;; = 1 kiekvienamj € {1,...,m} - salyga, kurios interpretacija yra ta, kad visa
firmos nuosavye yra privati, priklauso vartotojams. Pazgjpj-tojo gamintojo gauta pelng,
laikysime, jogi-tojo vartotojo pradinis turtas yra;(p) = p-e; + X7, 0;;r;. Kaip jau buvo
aptarta ankstesniame skyrelyje gamintojas maksimizuoja savo pelna visy galimy technologijy
atzvilgiu esant duotai kainai. Prisiminkime, kadojo gamintojo-firmos gamybos ay; C R’
yra sudaryta iS vertybiy vektoriy; taip, kad suvartojama vertgbyra su neigiamu Zenklu, o
pagaminama vertyyra su teigiamu Zenklu. Tokiu b udu duotam kainos vekterigi P, ka
tik pamiretas;j-tojo gamintojo pelnas yra, = 7;(p) = sup{p-y: y € Y}, ir todel

w;(p) = p-e; + »_0;m;(p),  kiekvienami € {1,...,n}. (4.6)
j=1

Apibendrinant tai kas iSgbktyta Arrow-Debreu ekonomikgra laikomas vartotoju pasirinki-
mus nusakantis rinkiny§X;, =, e; }7,, vartotojy pelno paskirstymo rinkiny®;, }, gamybos
aibiy rinkinys{Y;}72, ir kainos vektoriy aie P, arba glaustai Arrow-Debreu ekonomika yra
rinkinys

= ({Xi>iivei}>{6‘ij}>{y}}>P)' (4.7)

Tokios ekonomikos€ b usengra vadinamas vartotojo pasirinkty vertybiy vektoriiss }7 ,
gamybos plany vektoriugy; }72, ir kainos vektoriup € P, arba glaustai b usena yra rinkinys
({x:}, {y;} p). Arrow-Debreu ekonomikos visumérperteklire paklausa yra

n
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Del zenklo susitarimo vektoriujg;, visos suvartojamos vertgs yra su pliuso Zenklu, o visos
sukuriamos vertyls yra su minuso zenklu. Tokiu b udu vektoriaukoordinag yra neigia-
ma, jei atitinkamos vertyds rinkoje yra perteklius, ir yra teigiama, jei tos vegglrinkoje yra
nepakankamai. Taigi rinka bus subalansuotaZjei 0.

4.7 Apibrezimas. Sakysime, kad rinkiniu (4.7) nusakytos Arrow-Debreu ekonom#kdasuse-
na({x;}, {y;},p*) yrapusiausvyrajei

(a) kiekvienam: € {1,...,n}, xf = x;(p*, w;(p*)), tai yra vartojimo lauka X;, =) ir
biudzeto aibes;(p*, w;(p*)) atitinkantis vienintelis optimalaus pasirinkimo problemos
sprendinys;

(b) kiekvienamj € {1,...,m}, y; € ¢¥;(p*,Y;), tai yra gamybos lauk®; esant kainap*
pelna maksimizuojantis gamybos planas;

(c) visumire perteklire paklausa ({x;}, {y;}) < 0 ir Sio vektoriausk-toji koordinae yra
lygi nuliui jei p; > 0.

4.8 Teorema. Tarkime, kad Arrow-Debreu ekonomikanusako toks rinkiny&.7), kad

(a) kiekvienam € {1,...,n}, aibé X; yra netuscCia, iSkila, kompakti ir egzistuoja takse
X;, kadf(l < €;

(b) kiekvienam € {1,...,n}, vertybiy laukag X;, ;) yra tolydus, iSkilas ir lokaliai nepa-
sotinamas

(c) kiekvienamy € {1,...,m}, gamybos aib&’; yra iSkila, kompakti it0 € Y;;
(d) P cRrY\ {0} yrakugis.

Ekonomikaf turi tokia pusiausvyrg{x;}, {y;},p*), kad jos visumines perteklinés paklausos
kainap™-Z({xj},{yj}) = 0.

lrodymas. Jei({x;},{y;},p*) yra pusiausvyra in > 0, tai remiantis 3.9 Teoremos teiginiu
(b) ir 4.1 Teiginiu, b'usen&{x;}, {y;}, \p*) taip pat yra pusiausvyra su ta@a visumine
pertekline paklausa ({x; }, {y;}). Todel galima tarti, kad” yra simpleksas

ST ={p = {p}ior € R D pi =13
K

Toliau parodysime, kad Arrow-Debreu ekonomi€agalima laikyti Debreu socialine sistema
sudaryta i%: vartotojy,m gamintojy ir vieno fiktyvaus rinkos dalyvio, kuris renkasi kaina.

ApibreSime tokia Debreu socialing sisterfig, f;, ¢;)icn, kadN = {1,... ., m +n + 1},
Vi=X;visiemsi=1,...,n,V; =Y, ,visiemsi=n+1,....,n+mir V, .1 = P. Visos
Sios ailes yra netusti, kompakt us ir iSkili Eukligis erdes poaibiai, tai yra jos iSpildo 4.6 Teo-
remos reikalavimus. Toliau yra apéiiama socialies sistemos dalyvio pasirinkimo optimalu-
ma jvertinanti funkcijaf; kiekvienai ekonomikos b usenaiy = {w; }ien == ({x:}, {y;}. p)-
Jeii € {1,...,n}, tai

JiWani, Xi) = (%), x; € X, (4.8)
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Ciau; yra vertybiy laukd X;, ;) tolydi naudingumo funkcija egzistuojanti remiantis 2.12 Teo-
rema. Taigi funkcijaf; yra tolydi, nes nepriklauso nuo pirmojo argumento ir yra kvazi-jgaubta
pagal antrajj argumenta remiantis 2.18 Teiginiu. Toliauj i{n + 1,...,n + m}, tai

fZ(WN\za yz—n) =PYi-n, Yi-n € Y;—n- (49)

Si funkcija yra bitiesi® ir tocel yra tolydi bei kvazi-jgaubta pagal antrajj argumenta. Pagaliau,
jeii=n-+m+1,tai

fiwani, P) = p-Z({zi},{y;}), pevr. (4.10)

Pastarosios funkcijos maksimizavimas reiskia, kad kaina yra didinama tosegrigrios pa-
klausa yra didesmuZ pasi ula (perteklrpasi ula yra teigiama) ir kaina yra mazinama tos verty-
bes, kurios paklausa yra mazean¥ pasi ula (pertekBrpasi ula yra neigiama). Kadangi funkcija
Z yra tiesire atzvilgiu savo argumentuy, tai funkcifa, ,,1 yra bitiesire ir tocel taip pat yra to-
lydi bei kvazi-jgaubta pagal antrajj argumenta.

Lieka apibeZzti kiekvienam Sios sistemos dalyviui jo galimy pasirinkimy aibe po to kai
pasirenka visi kiti sistemos dalyviai. Gamintojy ir fiktyvaus sistemos nario pasirinkingg aib
yraY; ir P nepriklausomai nuo ,aplinkos poveikio". Tai reiSkia, kad kiekviena i$ alidikp;,
ie{n+1,...,n+m+ 1} yraiSkila ir nekintanti (konstanta), o tétlir tolydi. Kitaip yra su
vartotojy pasirinkimais. Kiekviename {1,... n}ir p € P, tegul

¢i(p) := Bi(p, wi(p)) = {x € Xi: px < wi(p)}, (4.11)

Cia w;(p) yra apibezta lygybe (4.6). Tai reiSkia, kad vartotojo biudZétiaike ribojanti jo
pasirinkima priklauso nuo kainos. Kadartige Y;, tai gamintojo pelnas;(p) > 0 kiekvienam
kainos vektoriuip € P. Be to, kadangk; < e;, tai p-x; < p-e; taip pat kiekvienam kainos
vektoriuip € P. Tocdel kiekvienamp € P, yra teisinga nelygy®

inf{p-x: x € X;} < w;(p) (4.12)

kiekvienami € {1,...,n}. IS Cia iSplaukia, kad ai (4.11) yra netuSa kiekvienami €
{1,...,n}ir p € P, tai yra¢; yra atitiktis iSP | X;. Kadangi skaliaria sandauga yra bitiesn
funkcija, atitiktis¢; yra iSkila. Atitikties¢; tolydumui parodyti pastaetsime, kad

P> p (p,wi(p)) — Bi(p,wi(p)) = ¢i(p) C Xi, (4.13)

tai yra atitiktis¢; yra atitiktiesP x [0,00) 3 (p,w) — G;(p,w) ir funkcijosp — (p, w;(p))
kompozicija. Kadangi pelno funkcijg yra tolydi aileje P kiekvienam; remiantis 4.1 Teiginiu
ir 4.2 Lema, tai funkcijap — w;(p), apibezta (4.6) lygybe, yra tolydi adje P. Tai, kad
atitiktis ; yra tolydi taske(p, w;(p)) parodoma toliau.

4.9 Lema. Tarkime, kad Euklidines erdves poaibi§ yra netuscias, kompaktus ir iSkilas, o

po € Pir wy > 0 yratokie, kad: := inf{py-x: x € X;} < wy. Tada atitiktisg; i P x [0, c0)
| X; yra tolydi taske(pg, wy).
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l[rodymas. Nesunku patikrinti, kads; yra pusiautolydi iS virSaus tasSKe,, wy). 1S tikro, jei
(P, wy) — (Po, Wo), Xn, — Xo ir Pr-x, < w, kiekvienamn, tai pegjus prie ribos kai — oo
yra teisingapo-xg < wy.

Parodysime, kad; yra pusiautolydi i apaos taske(py, wy). Tuo tikslu tarkime, kad
(P, wy) — (Po,wo) ir xg € Bi(Po, wo), tai yrapy-xo < wy. Reikia rasti tokia sekéx, } C X;,
kadp,-x, < w, kiekvienamn ir x,, — xq. Jeipg-Xo < wp, tai p,-xo < w, Vvisiems pakanka-
mai dideliemsn. Tada pastovi sekéx, = xq} tenkina trokStama savybe. PrieSingu atveju tu-
rime lygybepy-xo = wy. Kadangic < wg, egzistuoja tokg, € X;, kadc < vy := pg-z¢ < wyp.
Aibesp, ! (wy) ir py *(vo) yra nesikertaéiosR’ hiperplok$tumos ortogonalios vektoripi. To-
del visiems pakankamai dideliems hiperplokStuma,, ! (w,,) kerta tiesg, kurioje guli atkarpa
jungianti tasSku,, ir xo, vieninteliame taske&,,. Kain — oo, x,, — x,. Apibrezkime vektoriy
x, lygy x,, jei pastarasis guli tarp, ir xo, (vadinasi priklauso aibek;) ir lygu x, prieSingu
atveju. Taip apiteZta sekdx, } tenkina trokStama savybe. Teldatitiktis 3; yra tolydi taSke
(Po, wo), ka ir reikejo jrodyti.

Kadangi taskasp, w;(p)) tenkina Sios lemos salygakia (4.12) nelygybs, atitiktisg; yra
tolydi Siame tasSke, ir tagl yra tolydi kompozicija (4.13) (jrodyti), tai yra tolydi atitiktig;
kiekvienami € {1,...,n}. Tokiu b udu yra iSpildytos visos 4.6 Teoremos salygos, kas reiskia,
jog sukonstruota Debreu sociaisistemaV;, f;, ¢;)icn turi pusiausvyra.

Tegulv* = ({x;},{y}},p*) € V = (V})icn yra aukgiau apibeztos Debreu socials sis-
temos pusiausvyra. Parodysime, kad b uséaa Arrow-Debreu ekonomiko$ pusiausvyra.
Kiekvienamj € {1,...,m}, y; maksimizuoja (4.9) funkcija aéeY; ir todel p*-y; = m;(p*),
tai yra iSpildyta 4.7 ApibeZimo(b) salyga. Kiekvienam € {1,...,n}, x; maksimizuoja (4.8)
funkcija aiteje 5;(p*, w;(p*)). Remiantis 3.2 Teorema ir (4.12) jv@u, x; yra vienintelis mak-
simumo taskas, tai yra! = x;(p*, w;(p*)), kas reiSkia, kad yra iSpildyta 4.7 Ap#stimo(a)
salyga. Be to, remiantis 3.4 Teiginixi; randasi ant biudzeto a8 kraSto, tai yra

p* X = wi(p*) =p*e;+ > 0;p"y;, kiekvienami € {1,...,n}.
j=1
Sumuodami pagalir keisdami sumavimo tvarka, kadangj, ¢,; = 1 kiekvienamj, gauname,
kad

n m

Yopix; =) phe+y piy;, taiyra  pZ({xj}.{y;}) =0.
=1

i=1 j=1

Kadangip* maksimizuoja (4.10) funkcija, iS paskuéis lygykes iSplaukia, kad
p-Z({x;},{y;}) <0  kiekvienamp € P.

Jei bent vienos iS vertybiy visunmerperteklire paklausa yra grieztai teigiama, taiepae Sios
vertybes kaina lygia vienetui, o visy kity vertybiy kaina lygia nuliui, gautume prieStaravima
nelygybei paskutigje iSnasoje. Tadl Z({x; },{y;}) < 0, tai reiSkia, kad yra iSpildyta 4.7 Api-
breZimo(c) salygos pirmoji dalis. Antroji dalis iSplaukia i$ to, kad bet kuriarg {1, ..., ¢}

prZe({x7Ay; ) = = 2 pZ2{x} y;}) = 0.

I#k

Tokiu b'udu b usenéd yra tokia Arrow-Debreu ekonomika$ pusiausvyra, kurios visumas
perteklires paklausos kaina yra nulis, ka ir rej& jrodyti.
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4.3 Pareto efektyvumas ir pusiausvyra

Praeitame skyrelyje nustatytos salygos tam, kad Arrow-Debreu ekonomikoje egzistuoty pu-
siausvyra. Téiau visy pusiausvyros b usenuye&ilei ji yra netusia, gali tueti ne vienintelj
elementa. Be to, kai kurios pusiausvyros b usenastigaluti ,geresgmis" uz kitas pusiau-
svyros b usenas ta prasme, kad vieniems vartotojams suteikia daugiau vertybiy nesumazinant
ju kitiems vartotojams. Siame skyrelyje parodoma, kad tokiy i$skirtiniy pusiausvyros busenuy
paprastai negali b uti.

Toliau Siame skyrelyje laikysime, kad Arrow-Debreu ekonomika (4.7) yra tokia, kad

(a) kiekvienami € {1,...,n}, aibe X; yra netusia ir iSkila
(b) kiekvienami € {1,...,n}, vertybiy laukag X;, ;) yra tolydus ir grieZtai iSkilas;
(c) kiekvienamj € {1,...,m}, gamybos aibY; yra netusia ir iSkila.

Zvilgterejus | 4.8 Teorema nesunku pasttipkad iSvardintos salygos negarantuoja pusiausvy-
ros b usenos egzistavima.

4.10 Apibrezimas. Tarkime, kad Arrow-Debreu ekonomika yra nusakyta (4.7) rinkiniu. Ver-
tybiy rinkinys ({x;}, {y;}) yra vadinamadeistiny, jei x; € X, kiekvienami € {1,...,n},

y; € Y; kiekvienamj € {1,...,m} ir visumine perteklire paklaus& ({x;}, {y;}) < 0. Saky-
sime, kad leistinas vertybiy rinkinygx;}, {y,}) yra geresnisuz kita leistina vertybiy rinkinj
() (v}, e

X; =i X kiekvienami € {1,...,n}ir (4.14)

X; > X; kuriam norsi € {1,...,n}. (4.15)

)

Leistinas vertybiy rinkinys yra vadinam#&sareto efektyviujei neegzistuoja geresnio leistino
vertybiy rinkinio.

Pareto efektyvumas iSreiSkia jau skyrelio pradzZioje etannuostata, pagal kuria vertybiy
perskirstymas laikomas geru jei kam nors galima padaryti geriau nepabloginant visy laty pad
ties.

4.11 Teorema. Tarkime, kad Arrow-Debreu ekonomikbgiekvienas vertybiy laukas yra nepa-
sotinamagZr. 2.23ApibreZima. Jei Sios ekonomikos b usera; }, {y:}, p*) yra pusiausvyra,
tai vertybiy rinkinys({x; }, {y;}) yra leistinas ir Pareto efektyvus.

Irodymas. Tegulv* = ({x;},{y;},p*) yra Arrow-Debreu ekonomikos pusiausvyros b usena.
Vertybiy rinkinys ({x; }, {y;}) yra leistinas pagal Sios ekonomikos pusiausvyros apibra.
Tarkime, kad jis Bra Pareto efektyvus. Tada egzistuoja geresnis vertybiy rink{my$, {y;}).
tai yra Sis vertybiu rinkinys yra leistinas ir yra teisinga (4.14) ir (4.15). Kadangi kiekvienas
vertybiy laukas(X;, ;) yra nepasotinamas egzistuoja tokie vertybiy vektatiae X;, kad
x; »; X; kiekvienam:. Be to, kadangi kiekvienas vertybiy lauk@s;, >;) yra grieZtai iSkilas,
tai

X (A) =A%+ (1 = A)x; = x; = X kiekvienami ir visiems\ € (0, 1).
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Remiantis 2.2 Lema, yra teisinga

X;(A) =i X} kiekvienam ir visiems\ € (0, 1). (4.16)

Kadangi b usendx; }, {y;}, p*) yra pusiausvyra, kiekvienas vertybiy vektorisyra vertin-
giausias biudzZetmje aiteje 3;(p*, w;(p*)) (Zr. salyga(a) 4.7 Apibrezime). To@l ir del (4.16),
x;(A) € Bi(p*, wi(p*)), tai yra

j=1
kiekvienami ir visiems\ € (0,1). Sioje nelygykje peeje prie ribos kaix | 0 gauname, kad
yra teisinga nelygyb

p*x; > phe;+ Y 0;mi(p") kiekvienam.
j=1
Del (4.15), bent viena iS Siy nelygybiy privalo b uti griezta. élaglickje Sias nelygybes ir
sukeite sumavimo tvarka gauname, kad

p"(

(2

Xi) > p*-(
1 i

ei) + > m(p").

n
- 1 j=1

n m

Dar karta pasinaudojg tuo, kad b usépd }, {y;}, p*) yra pusiausvyra, galime tvirtinti, kad
m;(p*) > p*-y; kiekvienamj € {1,...,m} (zr. (b) salyga 4.7 ApibeZime). To@l yra teisinga
nelygyke

p*-(ixi) > p*-(iei) +p*-(§:1yj)'

IS kitos pugs, kadangi vertybiy rinkiny§{x;}, {y,}) yra leistinas, jo visumia perteklire pa-
klausaZ ({x;},{y;}) < 0. Padaugine skaliariSkai abi pastarosios nelygypuses i$*, gau-
name prieSinga nelygybe

p*-(‘

n n
1=

Xz‘) < p*-(zei) +p*-(§:1yj)‘

1 =1

Sis prieStaravimas jrodo, kad ankstegirielaida apie geresnio vertybiy rinkinio egzistavima

yra neteisinga. Taal vertybiy rinkinys({x; }, {y;}) yra Pareto efektyvus, ka ir resfo jrodyti.
Toliau parodoma, jog yra teisingas atvi¢kds teiginys. Tai yra egzistuoja tokia kaina, kuriai

esant Pareto efektyvus vertybiu rinkinys tampa pusiausvyros b usena.

4.12 Teorema. Tarkime, kad {x; }, {y; }) yra toks Pareto efektyvus vertybiy rinkinys, kad bent
vienas vartotojas, tarkimetasis, yra nepasotinamas vertybiy rinkinil. Tada egzistuoja toks
kainos vektoriup* > 0, kad
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(a) kiekvienamj € {1,...,m}, y; yra funkcijosY; > y; — p*-y; maksimumo taskas, tai
yray; € ¢;(p*, Y;);

(b) kiekvienam € {1,...,n}, x} yra funkcijos{x; € X;: x; = x}} 3 x; — p*-x; minimu-
mo taskas.

Prie$ jrodant Sia teorema parodysime, kad (josteiginys reiSkia viena i§ Arrow-Debreu
ekonomikos pusiausvyros salygy.

4.13 Teiginys. Jei yra iSpildytos4.12 Teoremos salygos ir jei kiekviename {1,...,n}, x}
néera funkcijosX; > x; — p*-x; minimumo taskas, tai i®) teiginio iSplaukia teiginys

(b*) kiekvienam € {1,...,n}, x; maksimizuoja funkcij&;(p*, p*-x}) 2 x; — u;(x;), Cia
u; yra vertybio lauko X;, =;) naudingumo funkcija.

l[rodymas. Teguli € {1,...,n} irtegulx; € g;(p*, p*-x}), tai yrax; € X, yra toks vertybiy
vektorius, kadp*-x; < p*-x;. Parodysime, kack; >; x;. Pagal prielaida egzistuoja toks
z; € X;, kadp*-x; > p*-z;. Kiekvienam\ € [0, 1], apib@Zzkime vertybiy vektorix;(\) :=
Az; + (1 — N)x;. KadangiX; yra iSkila, taix;(\) € X, ir be top*-x;(\) < p*-x; kiekvienam
A € (0,1]. Todel remiantis 4.12 Teoremd$) teiginiu ir 4 Pratimux; >=; x;(\) kiekvienam
A € (0,1]. Kadangi vertybiy laukagX;, ;) yra tolydus, aie {y € X;: x; »= y} yra uzdara
ir todel paskutije nelygyleje peeje prie ribos kai | 0 gauname, kaet! -; x;, ka ir reikejo
jrodyti.

Tegul leistinas vertybiy rinkinys{x; }, {y;}) iSpildo 4.12 Teoremoga) tvirtinima ir 4.13
Teiginio (b*) tvirtinima. Taip pat, kiekvienam € {1,...,n}, tegul

1 m
e X; n;yj j /n

visiemsi, j. Tada

wi(p*) = p*e; + Y 0im(p") = prx;,

j=1

o visumire perteklire paklausa

ZUxh iy D =YK - Sy — e =0,

i=1 j=1 i=1

Tokiu b'udu, Arrow-Debreu ekonomikésh useng{x; }, {y;}, p*) yra pusiausvyra.

4.12 Teoremos jrodymasPakeite numeracija, jei tai yra b utina, galime tarti, kad pirmasis
vartotojas(: = 1) yra nepasotinamas vertybiy rinkinkj. Tegul

My ={xieXi:xg=x7} Ir M,={x;e Xpox;=x/}, i=1,...,n.
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Aisku, kad visos Sios a#és yra netu§ios. Tockl galime apibeZti aibe:
G:=>{e}+> V- M -3 M;
i=1 j=1 i=2

Cia Euklidines erdes poaibiy tiesia kombinacijay", A, yra aile {3, ax: ar € Ax}. Parody-
sime, kad aib G neturi teigiamuy elementy. Tarkime, kad toks elementas egzistuoja, tai yra

u:Zei—i-Zyj—inEG ir u>0.
i=1 j=1 i=1

TadaZ({x;},{y;}) = —u < 0, o vertybiy vektoriamgx; } yra teisinga (4.14) ir (4.15) kai=
1. Tokio vertybiy rinkinio egzistavimas prieStarauja tam, kad vertybiy rinki{ys }, {y’})
yra Pareto efektyvus. Tokiu b'udu i$ tikro@iB neturi teigiamy elementy. Kadangi aib/;
yra iSkila remiantis 2.17 Lema, o iskily aibiy tiesikombinacija yra iSkila, tai adG yra iskila.
Toliau pasiremsime A.10 Teorema: egzistuoja toks kainos vektprius R’ , kadp*-u < 0
visiemsu € G. Todel visiemsx; € M{,x; € M;,i € {2,...,n},iry; € Y; yrateisinga

dopte+ ) phy; <> phxi (4.17)
i=1 =1 i=1

Pastaroji nelygyb yra teisinga ir tuo atveju kai, € M. IS tikro, tegulx; (\) := Ax;+(1—-N)x]
bet kuriemsx; € M; ir A € [0,1]. Kadangi vertybiy laukasX;, =) yra grieztai iskilas, tai
x1(A) =1 x7, tai yrax;(\) € M7, visiemsA € (0,1). (4.17) nelygylje jstatex; (\) vietojex;
ir pereje prie ribos kai T 1 gauname, kad Si nelygglieisinga ir tuo atveju, kai; € M;.

Toliau parodoma, kad yra teisingi teorem@$ ir (b) tvirtinimai. (4.17) nelygykeje pa&me
x; = X; il y; = y; gauname

> phei+) ply; <) pix;.
i=1 j=1 i=1

IS kitos pugs, kadangi vertybiy rinkiny§x; }, {y;}) yra leistinas, ir todl visumire perteklire
paklausaZ ({x;},{y;}) < 0, tai yra pastarosios iSnasos nelygyjtpriesinga puse. Abi kartu
Sios nelygyles jrodo lygybe

Y phei=) p'xj—> p“yj. (4.18)
i=1 i=1 j=1
(4.17) nelygyleje vietojed>"! , p*-e; |State jos gauta (4.18) iSraiSka, gauname nelygybe
Yphy -2 Py <Y prix - Y phx], (4.19)
j=1 j=1 i=1 i=1

kuri yra teisinga visiems; € M; ir y; € Y;. Dabar teoremo&u) tvirtinimas gaunamas (4.19)
nelygyteje p&mus visusx; = x; ir visusy; = y; iSskyrus vienay; € Y;. Analogiskai
teoremos(b) tvirtinimas gaunamas (4.19) nelygsje p&mus visusx; = x; iSskyrus viena
x; € M; irvisusy; = y;. 4.12 Teoremos jrodymas baigtas.
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Pratimai.

1. Rasti paklausos funkcija ir netiesioginio naudingumo funkcija kai vertybiy laukas yra
tobulieji pakaitalai ir tobulieji papildiniai.

2. Tarkime, kad rinkoje yra dvi vertydsj € {1, 2} ir du vartotojai: € {1,2} su tokiomis
naudos funkcijomis ir pradiniais jnasais:

U1($171,l’172) = Clln.fELl + (1 — CZ) ln.fll'l,g, e = (0,
Ug(T2,1, Ta,2) = min{wyq, T2}, e = (1,

Cia0 < a < 1. Rasti Walraso pusiausvyros kaina.

Pastabos. Naudingumo funkcijos neegzistavimas.

Papildoma literat ura.
1. W. M. Gorman. Community preference fieldsconometrica21, No 1 (1953), 63-80.
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Skyrius 5

Ekonominiai sprendimai esant
neapibreztumui

5.1 Apibreztis ir neapibreztis

Ekonominius sprendimus renkaspagal numatomas galimy veiksmuy pasekmeéiatlialaz-
nai pasekras priklauso ne tik nuo rinkos dalyviy veiksmy. Laukiamos pasekgali b uti
iSkreiptos kity, nepriklausamny nuo musy, aplinkybiy. Pavyzdziui, Zesnukyje blogas oras
gali sumazinti planuojama derliy. Tuos kitus, nepriklausas nuo m usy, faktorius vadinsime
ateities (pasaulio usenomiarbascenarijais Dabarties momentu mes nezinome, kuris i$ ga-
limy scenarijy gali jvykti ateityje. Sia priklausomybe nuo mums nezinomy pasaulio vystymosi
ateityje scenarijy ir vadiname ateitiesapibreztimi Jei sprendimo paselan nepriklauso nuo
pasaulio b'usenuy ateityje, tai tokj sprendimemimo b uda vadinanapibreztimi

Formaliai samprotaujant tarkime, katlyra leistiny veiksmuy ai, 2 yra galimy ateities
b useny aiir X yra pasekmiy aib. Be to tarkime, kad kiekvienas veiksmag A ir b usena
w € Q sukuria pasekmg € X. Tokiu b'udu yra apikzta pasekmiy funkcija:

AXx Q3 (a,w) —zx=: f(a,w) € X, (5.1)

kuri veiksmus ir b’ usenas vaizduoja | pasekmes. Rinkdamiesi veiksma gauname pasekmes pri-
klausartias nuo ateities pasaulio b useny. Taigi, veikan® A pasirinkimas reiskia nuo at-

eities priklausaéiy pasekmiy aibs {f(a,w): w € 2} elementy pasirinkima. Tarkime, kad
Q={wi,...,wg}ir A={ay,...,ay} yrabaigtires aies. Tada veiksma,, n € {1,..., N},
atitinkanti nuo ateities priklausaiy pasekmiy aib yra vektorius{z,, 1, ..., z, x }, Ciax, ==
flan,wr), k =1,..., K. Tokiu b udu rinkimasis tarp dviejy veiksmyir a, reiSkia rinkimasj

tarp dviejy, nuo ateities priklauséin, pasekmiy aibigz, 1, ..., x1 x}ir {za21,..., 22k}

Jei funkcijaf nepriklauso nuo ateities b useny, tai ynaepriklauso nuo ais() elementy,
tai tada sakome, kad sprendimas daromas esantedpilonui. PrieSingu atveju sakome, kad
sprendimas daromas esant neagitumui. Atkreipsime @mesj | tai, jog sprendimas, daromas
esant apileZtumui, nereiskia, kad naggjamame pasaulyjesna neapileZties. Tai tik reiskia,
kad m usy sprendimai nepriklauso nuo tos neapilas.
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Pasirinkimas esant neapibeztumui. Nagrirekime firma, kurios produkcijos kiekis, o tuo
p&Ciu ir pelno lygis, priklauso nuo panaudojamo darbeggs kiekiod € {1,2,...} =: N. Tegul

® = &(d) yra pagaminto produkto kiekig,yra vienos darboggos atlygis, ip yra produkcijos
vieneto kaina. Tada firmos pelno funkcija atrodo taip

m(p) := Sup {f(d)} = zlelg{pfb(d) — qd},

Cia f(d) == (p, q)-(®(d), —d) = p®(d) — qd yra pelno lygis. Siame pavyzdyje veiksmy ailve
sudaro nat uriniy skay aike N, o pasekmiy funkcija yra pelngs

Siame pavyzdyje paselar(tam tikras pelno lygis) priklauso tik nuo veiksmo pasirinkimo
(darbo pgos lygio). Tokie, nuo pasaulio vystymosi scenarijy nepriklausomai daromi sprendimai
daZnai rra patenkinami realios situacijos modeliai. Gali taip atsitikti, kad firmos pagamintos
produkcijos kiekis, o tuo @au ir jos pelno lygis, priklauso nuo, tarkim, oro salygy. Tokios
situacijos modeliavimui iSskirkime tik dvi b'usenas: stalw, ir lietus - w,. Tada b'usenuy
aibe yraQ2? = {w;,wy}. Tai, kad funkcija® priklauso nuo pasaulio b useny yra iSreiSkiama
jvedant nauja kintamaji® = {®(-,w): w € Q}ir f = {f(-,w): w € Q}. Nagrinejamu atveju,
kiekvienam panaudojamos darlEpps kiekiuid € N, yra galimos dvi pasekas: f(d,w,) ir
f(d,ws). AiSku, kad sprendimai esant ap#atumui yra tiesiog atskiras atvejis sprendimy esant
neapibeztumui. IS tikro, jeid(d, w;) = ®(d,w,) visiemsd, tai 7 (p, w;) = 7(p,ws) visiemsd
ir firmos pelnas nepriklauso nuo oro salygy.

Toliau tarkime, kadb(d, w,) = 4v/d ir ®(d, w,) = 2+/d kiekvienamd € N, op = (p,q) =
(1,1). Tadaf(d,w;) = Vd(4 — Vd) ir f(d,wy) = Vd(2 — +/d). Esant geram orui maksimalus
pelnasr(p,w;) = 4 pasiekiamas, kai = 4, o esant blogam orui(p,w,) = 1, kaid = 1.
Nagrirejamame pavyzdyje galima rinktis tarp tokiy pasekmiy:

(f(d,w1), f(d,ws2)) = { Ei:é% EZ: Z z 411’

Pasirinke maksimaliai galima pelno reikSme Kai= 4 rizikuojame visai netwati pelno jei ora
pasirodys gesas blogas. Bbdacionalesniu gali atrodyti sprendimds= 1, nes Siuo atveju
apsidraudziame tuo, kad blogiausiu atveju - esant lietui - gausime maksimaly pelha, o esant
saubtam orui gausime tik Siek tiek mazesnj nei maksimaly pelna. Sis pavyzdys iliustruoja
ekonominiy sprendimy priklausomybe nuo galimy ateities vystymosi scenarijy.

Tarkime, kad vertyb yra apibeziama tokia pasekmiu funkcija (5.1), kurios reikSmiyeaib
yraR. Prisimine 2.1 skyrelj, aibe

X ={xer": x=(f(a,w1),..., fla,wk)), a € A}

pavadinkime vertybs rinkiniy aibe. Vienas b udas jvertinti tokios vedglpasirinkimus yra,
kaip ir ank€iau, apibezti vertybiy lauka(X, >), arba jj atitinkaia naudingumo funkcija
u: X — R. Tokiu atveju pasirinkimo tarp galimy pasekmiuy problema formuluojama kaip ver-
tybiy pasirinkimo optimizavimo uzdavinys:

SUE u(f(a,wr), ..., fla,wk)).

ac
Toks pasirinkimas esant neapitumui yra vadinamas nuo b usenuy priklausomuy (angl. state-
contingent) pasekmiy pasirinkimu. Siame modelyje visos ateities b usenos yra vieraidai tik
nomis.
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Alternatyvus pasirinkimy b udas. Remiantis sukaupta panaSiy b useny pasirodymo patirti-
mi, galima b uty i jog lietaus pasirodymo ateityje b usena yra arba labai maétintk arba
prieSingai - labai tiktina. Pirmuoju atveju ank&u nagritame pavyzdyje racionalesniu gali
atrodyti pasirinkimasl = 4, 0 antruoju atveju, racionalesniul-= 1. YpaC toks pasirinkimas
tampa aktualiu kai pelno reik®s yra dydziai.000.000 ir 4.000.000 Lt, o ne atitinkamai3
ir 4 Lt kaip ank€iau. Turint omenyje tokios papildomos informacijos panaudojimo galimy-
be ekonomikoje daznai yra daromaelaida, kad b usenu agfe () yra apibeztas tikimybinis
matasPr, kuris suteikia skaitines reikSmes skirtingy b useny pasirodyratntiknui. Dviejy
b'useny atvejy, galima b uty tarti, kad &bgw, }) = 0.9 ir Pr({w=}) = 0.1, arba atvirksiai
Pr({w}) =0.1ir Pr({ws}) = 0.9.

Taigi tarkime, kad ateities b useny&jéx? yra apibezta tikimyke (tikimybinis matasyPr.
Tai reiSkia, kad egzistuoja &) poaibiyc-algebraF ir tikimybinis matasPr: F — |0, 1],
kas ir sudaro taip vadinama tikimybine erdi¢@, 7, Pr). Taip pat tarkime, kad X, B) yra
mati erdwe, o funkcijaf(a,-): Q — X yra mati kiekvienanmu € A. Tada bet kurianu € A,
pasekmiy funkcijg indukuoja tikimybinj skirstinju, aibeje X: kiekvienamB € B

pa(B) :==Pr({w € Q: f(a,w) € B}).

Sis apibeZimas reiskia, kad esant fiksuotam veiksmai A, pasekmiy aibje mataus jvykid3
tikimybe yra lygi tikimybei ty ateities b useny, kurias funkdija= f(a, -) vaizduoja | aibeB.
Taigi pasekmiy aibje indukuotas skirstinyg, priklauso nuo pasirinkto veiksmoe A. Todel
galima sakyti, jog rinkimasis tarp veiksmuy reiSkia rinkimasj tarp indukuoty pasiskirstymuy.

Tarkime, kad pasekmiy a&X = {z,...,z,} yra baigtire. Tada kiekvienas veiksmas
a € A aibeje X indukuoja diskrety tikimybinj skirstinj,, tai yra kiekvienam mé&am poaibiui
BcCcX

lB) = 30 () = Xl fa)on(B). S a(m) ={ o TS D

zeX

ir pr = pr(a) == pa({ze}) = Pr({w € Q: f(a,w) = 24}). Tegulll(X) yra visy tikimybiniy
skirstiniy antX aibe. Velgi prisiming 2.1 skyrelyje nagréia pasirinkimuy tarp vertybiu b u-
da jvedanpilna pusiautvarkaaibeje I1(X) galime gauti naudingumo funkcifd: T1(X) — R.
Nesunku matyti, jog tarp adsII(X) ir simpleksoS™~! egzistuoja abipus vienareik$mis atvaiz-
davimas apibeztas atitikimu targe € TI(X) ir (u({z1}),...,u({zn})) € S™ . Tocél pilna
pusiautvarka su naudingumo funkcijagalima jvesti simpleks&™ ! ir tuo p&fiu rinktis aibe-
je S™~1. Tokiu atveju pasirinkimo tarp pasekmiy problema formuluojama kaip optimizavimo
uzdavinys:

sup U(pta) = sup V(pi(a), ..., pm(a)).

acA a€A

Toks alternatyviyjuy tikimybiniy skirstiniy pasirinkimas remiantis naudingumo funkcijgra
antroji pasirinkimy forma esant neapgtumui.

Pasirinkimy tarp tikimybiniy skirstiniy iliustracijai galima prisiminti ka tik nagzta firmos
gamybos pavyzdj, kurios produkcijos dydis priklauso nuo oro tokiu b Bdifw,}) = 0.9 ir
Pr({w,}) = 0.1. Tada darboggos pasirinkimag = 4 arbad = 1 indukuoja tokius pasiskirsty-
mus baigtieje pasekmiy adje X = {0, 1, 3,4}:
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B=1{0}

B=1{3)

B ={4)

pa(B)

0.1

B=1{1)
0

0

0.9

0.1

0.9

0

p1(B) 0

Kitoms darbo ¢gos kiekiod reikSmems gautume kitas pasekmiy reikSmes ir jas atititken
tikimybes. Aiben X jtraukiant naujas (teigiamas) pasekmiu reikSmes gausime pasiskirstymus
sudarytus iS ilgesnio vektoriaus. Ciau tokie tikimybiy skirstiniai (vektoriai) visada t@s tik

dvi nenulines koordinates, kadangi Siame pavyzdyje nagme tik dvi ateities b usenas. Ra-
cionali pilna pusiautvarka nagéjamoje tikimybiniy skirstiniy aigje tuety teikti pirmenybe
vienai i$ lente¢je esabiy realizacijy, kuriai - priklauso nuo musu.

5.2 Vidurkin e nauda

Praeitame skyrelyje buvo parodyta, kad esant neapibmui ir Zinant tikimybinj mata ant b use-
ny aikes, ekonominius sprendimus galima formuluoti kaip pasirinkimus tarp tikimybiniy skirs-
tiniy ant pasekmiy ais X, tai yra kaip pasirinkimus a#jeII(X). Siame skyrelyje aptarsime
tokj aibesII(.X) elementy racionaly pasirinkima, vadinawidurkinés naudos hipotezkuris

yra iSreiSkiamas specialaus pavidalo naudos funkcija, vadinama viésrkaudos funkcija. IS
vienos puss, labai didet ekonomikos teorijos dalis remiasi vidurksmnaudos hipoteze. O i
kitos pu®s, egzistuoja daug argumentuy teigiarn jog Si hipotee realiai rera iSpildoma. Pra-
desime primindami vidurkies naudos hipotés atsiradimo istorijos pradzia.

Bernoulli ir St. Petersburgo paradoksas. Manoma, kad vidurkias naudos hipoteze pirma
karta suformulavo Danielis Bernoulli 1738 metais. Ji buvo pasi ulyta kaip St. Petersburgo prob-
lemos sprendimas. Problema kileldproCio atsitiktinius jvykius vertinti pagal ju vidurkius.

Buvo pastebta, jog tokiam tikjimui lyg ir prieStarauja toks pavyzdys-loSimas: simedrimo-

neta metama tol kol pasirodo "herbas"; jei pirma karta "herbas" pasiraiant moneta-tajj

karta @ = 1,2, ...), tai iSloSiama™ dukaty. Kiek uzmoktunete uz galimybe Zaisti §j loSima?
Paradoksas yra tas, kad Sio loSimo lgjmo vidurkis yra begalinis:

o0

> (1/2)2" =

n=1

E(w) = 1414 =00,

0 i$ kitos pusgs vargiai rasime Zzmogy, kuris sutikty natkbe galo didelj mokestj uz galimybe
Zaisti §j Zaidima.

Danielio Bernoulli pasi ulytas paradokso sprendimas si ulo du dalykus: pirma, rizikinga veik-
la turety b uti vertinama ne pagal tikimos grazogidurkj bet pagal tikimos naudagw) vidur-
ki, kitais Zodziais tariant pagal vidurkine nauda; antra turto nawda turety priklausyti nuo
paties turtav netiesiskai - turtui augant jo naudos pokytisej@mazdamas (angl. diminishing
marginal utility). St. Petersburgo loSimo atveju vidurkinauda yra

=> (1/2")u
n=1

<OO
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nes Bernoulli ta, kad netiesia priklausomyb yrau(z) = alogz. Apibendrinant Bernoulli
samprotavima ekonominiams sprendimams, pasirinkimai esant nezpifoui tuety priklau-
syti nuo vidurkires naudos

= > Pr({z}u(),

rzeX

- prielaida, kuria vadiname vidurk&s naudos hipoteze.

Pasirinkimai tarp loterijy.  Pereisime prie vidurki@s naudos hipotes Siuolaikinio formu-
lavimo. Sakykime, kad.X, B) yra mati aie, o M (X)) yra visy maty an¥” erdwe. Bet kuriems
dviems Sios erdes elementams ir v, jy suma yra toks matas + v, kad (¢ + v)(B) =
w(B) + v(B) kiekvienamB € B. Bet kuriam matuy. ir skaiCiui » € R, jy sandauga yra toks
matasru, kad (ru)(B) = ru(B) kiekvienamB € B. Tokiu b uduM (X) yra tiesire erdwe, o
tikimybiniy skirstiniy antX aibe I1( X) yra jos iSkilas poaibis (patikrinti). Toliau laikysime, kad
X ={x1,...,x,}. Tada tikimybiniy skirstiniy anX aibeIl(X) sudaro diskret us skirstiniai

pw="> p{x})d, —sz i

zeX

Ciap; = p({x;}), kuriuos, kaip jprasta ekonomikos teorijoje, vadinsioterijomis
Toliau formuluojama vidurkias naudos hipotézyra tam tikras pasirinkimas tarp loterijy.
Tokia forma jai suteik von Neumannas ir Morgensternas 1944 metais iSleistoje knygoje [12].

5.1 Apibrézimas. Tarkime, kadX = {z,...,z,} yra pasekmiy ai®, oll(X) yra tikimybi-
niy skirstiniy antX aibe. Sakoma, kad pasirinkimo santykisaibeje IT1(X) yraiSreiSkiamas
vidurkinés naudos funkcijgei egzistuoja tokia funkcija: X — R, kad visiemsu, v € I1(X),

p = v tadairtik tada, kai ZN {xxPu Z ({zr P u (5.2)

k=1

Funkcijau yra vadinamason Neumanno-Morgensterno naudos funkajéunkcija

i {w})u (5.3)

yra vadinamavidurkineés naudos funkcij@ngl. expected utility).

Bet kuriamy € T1(X), pora(X, 2%, ;1) yra tikimybine erde, o funkcijau: X — R yra mati
funkcija, tai yra atsitiktinis dydis erdyje (X, 2%, ;). Nesunku pastedi, kadU (1) apibzta
(5.3) lygybe yra atsitiktinio dydZia vidurkis Eu (angl. expectation),& ko U ir yra vadinama
vidurkine naudos funkcifa

von Noimannas ir Morgensternas be kita ko parediad pasirinkimy tarp loterijy santykis
yra iSreiSkiamas vidurkies naudos funkcija tada ir tik tada, kai yra iSpildytos Sios aksiomos:

ILietuviskoje ekonomigje literaturoje angl. terminagpected utilityyra veiamas termindaukiamasis nau-
dingumas Tatiau (5.3) lygybe apil@zta reikSng neprivalo b uti "laukiamoji®.
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(A.1) (pilnumo aksioma): bet kuriems, v € Il yra teisinga arba = v arbav > y;
(A.2) (tranzityvumo aksioma): visiems v,y € I1, jei p = vir v = v, taip = ~;

(A.3) (Archimedo aksioma): jej, v,y € ITir u > v > =, tai egzistuoja tokie\;, A\, € (0, 1),
kad A+ (1 — X))y = virv = dap+ (1 — A2)y.

(A.4) (nepriklausomumo aksioma): bet kuriems/, v € ITir A € [0, 1], u > v tada ir tik tada,
kai A+ (1 = A)y = Av + (1 = A)y.

Toliau Siame skyrelyje jrodoma (Zr. 5.3 ISvada), etwji von Neumanno ir Morgensterno
teorema. Priminsime, kad 2.1 Skyrelyje pasirinkimo santykibuvo pavadintas racionaliu
jei jis iSpildo pirmasias dvi aksiomas(A.1) ir (A.2). Be to, Sios dvi aksiomos garantuoja
tai, jog pasirinkimo santykis yra iSreiSkiamas naudos funkcija (?).eltodkStama speciali
naudos funkcijos iSraiSka yra galima, jei Sis pasirinkimo santykis papildomai tenkina kitas dvi
aksiomasi(A.3) ir (A.4).

Siose dviejose aksiomose pasirodo loterijy tiesiombinacija. Ekonomikos teorijoje ji yra
vadinamasudetine loterija(angl. compound lottery), nes tokios loterijos iSloStas Eimas
yra kita loterija. T&iau suetine loterija yra iSreiSkiama per jprasta loterija naudojant tesin
operacijos tarp maty apizima, tai yra bet kuriems, v € TI(X) ir A € [0, 1], sucktine loterija
A+ (1 — N)v yra tokia loterijary, kad kiekvienam € {1,...,m}

Y({zi}) = A+ (1= Mr)({z:}) = Au({z:}) + (1 = AMv({zi}).

ir o y({zi}) = 1.

TreCiosios aksiomos pagrindindeja yra ta, kad kokia beb uty blogdoterija, tam tikray:
loterijos ,priemaisa" gali ja taip modifikuoti, kad seine loterija); i+ (1—A; )y tampa geresne
uz v loterija. PanaSiai galima interpretuoti ir Sios aksiomos antragja dalgidjreksioma turi
tokj savo varda dl to, jog ji Siek tiek primena Archimedo principa: bet kuriems dviems realiems
ir teigiamiems skdiiamsu ir v egzistuoja toks nat urinis skaisn, kadnu > v. Be to, Si
aksioma era tokia kontraversine kaip paskutinioji.

Paskutinioji - ketvirtoji - aksioma dar yra vadinareaprastinimo aksiomarbapakeitimo
aksioma Jos priimtinumas yra grindziamas mazdaug tokiu samprotavimu. Tarkime, kad Jonas
vertinay loterija labiau uz loterija. O Onué turi moneta, kuria metant "pinigas" atsi¢exr su
tikimybe A. Onug si ulo Jonui pasirinkti viena i$ setdhiy loterijy:

(A) jeiiSkrenta "pinigas” gauni loterija, o jei iSkrenta "herbas" gauni kaZka naujo, tarkim
loterija;

(B) jeiiskrenta "pinigas" gaunt loterija, o jei iSkrenta "herbas" gaumiloterija.

Noredamas pasirinkti viena i$ Siy dviejy stishiy loterijy Jonas samprotauja taip: "jei iSkrenta
"herbas", tai abi loterijos duoda ta@a ~ loterija ir todel renkuosiA loterija, nes prieSingu
atveju gagiau savo regstamag.” loterija. Jono samprotavimas atrodo pagristasjaia vis

tiek nepriklausomumo aksioma sukelia dideles diskusijas. Kai kuriy eksperimenty rezultatai
rodo, jog esant tam tikroms reikSnems ir i, v, v loterijy interpretacijoms, viselto daznai
pasirenkama loterija. Be abejoas tokie rezultatai nereiskia, kad kur nors slypi lagktaida.
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p{z1}) | p{ze}) | p({zs})
p 0 1 0
q 0.1 0.89 0.01
r 0.1 0 0.9
S 0 0.11 0.89
5.1: Lenteé
AR
q r
p S M({HC:’)}Z
0 - 1
5.2: PiesSinys

Viena i$ pirmyju nepriklausomumo aksiomos tikrinimui skirty eksperimenty atliko pranc uzuy
ekonomistas Maurice Allais 1952 metais. Tarkime, kad &bgudaro trys elementai:

21 = 5.000.000 Lt, 9 = 1.000.000 Lt, x3 = 0.

Nagrirekime keturias loterijag € {p,q,r,s} ant X, apib@Ztas 5.1 lentéje. M. Allais eks-
perimento dalyviai buvo klausiami apie savo pasirinkima tarp Siy loterijy. Pavyzgdnterija
reiSkia, kad 1.000.000 Lt yra laimimas visada. Tuo tagjploterija reiSkia, kad 5.000.000 Lt
yra laimimi su tikimybe 0.1, 1.000.000 Lt yra laimimi su tikimybe 0.89 ir nieko nelaimima su
tikimybe 0.01. Lyginanp ir q loterijas, dauguma apklaustyju minimame eksperimente geriau
pasirinkop negugq. Tai reiSkia, kad dauguma tos gegpzmoniy 0.1 tikimybe laigti 5.000.000

Lt laiko neverta to, kad su 0.01 tikimybe galima prarasti 1.000.000 Lt.

Toliau, r loterija siulo 0.1 tikimybe laigti 5.000.000 Lt ir 0.9 tikimybe nieko nelagti.

Tuo tarpus loterija siulo 0.11 tikimybe laigti 1.000.000 Lt ir 0.89 tikimybe nieko nelaati.

Tarp Siy dviejuy loterijy dauguma aptariamojo eksperimento dalyviy pasitn&terija. Na o
tai reiSkia, kad dauguma tos g Zzmoniy geriau vertina 0.1 tikimybe la#tin 5.000.000 Lt
negu papildoma 0.01 dalj tikimys laineti 1.000.000 Lt.

Sio eksperimento rezultatai yra nesuderinami nei su loterijy vertinimu remiantigjlaim
vidurkiu (prisiminkime St. Petersburgo paradoksa), nei su nepriklausomumo aksioma. IS tikro,
bet kurio vidurkine naudingumo funkcijd iSreiSkiamo pasirinkimo santykio pakaitaly e
yra lygiagre&ios tiees (ko@l?). Be to, atkarpos jungidios taSky porasp,q) ir (s,r) yra
lygiagretios (Zr. 5.2 PieSinj). Taal privalo b uti teisinga viena i$ triju alternatyvu:
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(i) U(p) > U(q)irU(s) > U(r), arba
(1) U(q) > U(p)ir U(r) > U(s), arba
(iii) U(p) = Ulq) ir U(s) = U(x).

TaCiau Allais eksperimento rezultatai rodo, jog dauguma apklaustyjuy nesilaiko nei vienos is Siy
trijy alternatyvy. I1Ssprende 2 Pratima gauname kita b uda jsitikinti, kad eksperimento rezultatai
prieStarauja nepriklausomumo aksiomai. @beksperimente dalyvavusiyju pasirinkimo negali-

ma modeliuoti remiantis vidurkine naudos funkcija. Sis eksperimentu patikrinamas tvirtinimas
vadinamadllais paradoksu

von Neumanno-Morgensterno Teorema. Siame paragrafe yra suformuluota ir jrodyta anks-
Ciau jau mireta vidurkires naudos hipotes charakterizacija aksiomy pagalba. 5.2 Teorema
yra teisinga pasirinkimui ne tik tarp loterijy bet ir tarp bendesprigimties elementuy.
TegulIl yra iSkila aite ir U: 11 — R yra funkcija. Sakysime, katl yratiesing jei visiems
w,v € Il
Udp+ 1 =XNv)=XU(u) + (1 =NU(v), vV Ae(0,1).

Siuo atveju terminas "tiesinfunkcija" yra apibéziamas ne tieseje, bet iskiloje aibje, ir tockl
jos apibezZimas skiriasi nuo jprastinio tiega funkcijos apitzimo.

5.2 Teorema. Sakykime, kadll yra tiesines erdves iSkilas poaibisioyra pasirinkimo santykis
aibejell. Pasirinkimo santykis- iSpildo (A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas tada ir tik tada,
kai egzistuoja tiesine naudos funkclja IT — R iSreiSkianti>.

Be to, jei pasirinkimo santyki iSreiSkia dvi tiesines naudos funkcijgsV: II — R tai
egzistuoja tokie real us skaiCiair b > 0, kadV = bU + a, tai yra afinines transformacijos
tikslumu egzistuoja vienintele tiesine naudos funkcija iSreiSkianti

Prie$ jrodant Sia von Neumanno-Morgensterno Teorema parodysime, kad i$ jos iSplaukia
vidurkines naudos hipotes aksiomatia charakterizacija.

5.3 I1Svada. Tegul X yra baigtiné aibe II(X) yra tikimybiniy skirstiniy antX aibe, o> yra
pasirinkimo santykis aibéjH (.X'). Pasirinkimo santykig- yra iSreiSkiamas vidurkinés naudos
funkcija tada ir tik tada, kai jis tenkingA.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas. Be to, jei
egzistuoja dvi funkcijos, v: X — R, kurioms yra teisingd5.2), tai egzistuoja tokie real us
skaiCiaia ir b > 0, kadv = bu + a.

l[rodymas. Tegul X = {x,...,z,,} kuriam norsm > 2. Tarkime, kad pasirinkimo santykis
~ tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas. Remiantis von Neumanno-Morgensterno
Teorema egzistuoja tiegrr iSreiSkianti naudos funkcij&: I1(X) — R. Tegulu(z) := U(J,)
kiekvienamx € X. Reikia parodyti, kad yra teisinga (5.2). Kadaigiyra naudos funkcija
pakanka parodyti, kad

U(p) = p{zi}u(;), kiekvienamy € TI(X). (5.4)

=1
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Jeim = 2, tai (5.4) yra teisinga, nel yra tiesire funkcija. Tarkime, kadn > 2 ir (5.4) yra
teisinga visiems tiemg kuriems aile 7 (n) := {i € {1,...,m}: p({z;}) # 0} turi nedaugiau
kaip k£ elementy i2 < k < m. Tarkime, kadu € II(X) ir I(u) turi k + 1 elementa. Tada (5.4)
yra teisinga ir tokiam, nesU yra tiesire funkcija iry-;c;(,) #({z:}) = 1. Tokiu b'udu (5.4) yra
teisinga visiemg: € I1(X') remiantis indukcija.

AtvirksSciai tarkime, kad pasirinkimo santykis yra iSreiSkiamas vidurkies naudos funkci-
ja, tai yra teisinga (5.2) kuriai nors funckijai X — R ir visiemsy, v € T1(X). Apibrezkime
funkcijaU: TI(X) — R (5.4) lygybe. Remiantis (5.2}] yra naudos funkcija iSreiSkianti. Be
to ji yra tiesire funkcija, nes kiekvienam, v € I1(X) ir A € [0, 1], yra teisinga
Up+ (1= Nv) =AY p({ziulz:) + (1= )

i=1 i=1

NE

v({zi})u(zi) = AU(u) + (1 = )U ().

Tokiu b udu, pasirinkimo santykis tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas remian-
tis von Neumanno-Morgensterno Teorema. Antrasis iSvados teiginys taip pat iSplaukia iS von
Neumanno-Morgensterno Teoremos ir tu@ipauzbaigia iSvados jrodyma.

Toliau jrodoma von Neumanno-Morgensterno Teorema. Jos jrodymas yra suskaidytas |
keleta zingsniy.

5.4 Lema. Sakykime, kag, v € II, i > v ir A\;, A2 € [0, 1]. Yra teisingos implikacijos:

jei Ay > M tai )\QM + (1 — )\Q)V — /\1,u + (]_ — /\1)V, (55)
jei Ao < N\ tai )\2/,L + (1 — )\Q)V = )\LLL + (1 — )\1)V. (56)

l[rodymas. Pirmosios implikacijos jrodymui tarkime, kad = 0. Remiantis(A.4) aksioma ir
3 Pratimu, yra teisinga

Xopt+(1=X)v=Xv+(1=X)r=v=XAu+(1-X\)r,

tai yra norima implikacija (5.5) kakh; = 0. Dabar tarkime, kad; > 01ir A3 := \;/),. Pagal
pirmaja jrodymo dalj, turime santykj := X\ + (1 — A2)rv = v. Tada \el remiantis(A.4)
aksioma ir 3 Pratimu, yra teisinga

/\QM + (]. - )\Q)V = )\3C + (1 - /\3)C ~ /\3C + (1 - )\3)V = )\I/L + (1 - /\1)1/,

kas ir jrodo (5.5).
Antrosios implikacijos (5.6) jrodymas panaSus. IS pradziy tare,Xae: 1, remdamiesi
(A.4) aksioma gauname

Agpt+ (1= Ag)v 2 Aopr+ (1 = Ag)p = p = M+ (1 = A\,

tai yra norima implikacija (5.6) kak; = 1. Toliau pazyngje A\; := (1 — A\;)/(1 — )2), analo-
giSkai gauname (5.6) kai < 1.

5.5 Lema. Tarkime, kadu,v,( € II, u = ¢ = vir p = v. Tada egzistuoja toks vienintelis
A e [0,1], kad¢ ~ N+ (1 — A*)v.
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[rodymas. Remiantis 5.4 Lema, jei tok&* egzistuoja, tai jis yra vienintelis. Parodysime,
kad trokStamas\* egzistuoja. Je{ ~ u arbal ~ v tai \* = 1 arba\* = 0 atitinkamai.
Todel galima tarti, kad: = ¢ = v. TegulA := {\ € (0,1]: ¢ »= Ap + (1 — N)v}. Siaike
yra netusia nes0 € A ir aprezta nes\ < 1. Tegul \* := sup{A: A € A}. Tarkime, kad
= ¢ = M+ (1 — X)r. Remiantis(A.3) aksioma egzistuoja toks, € (0, 1), kad

C=Aapt+ (1T =X)Np+ (1 =X =[Aa+ (1= X)X+ [1 — Ag — (1 — M) A"

Taiyra\* < Ao+ (1—X9)A\* € A - prieStaravimas. Dabar tarkime, kathi+ (1—\*)v > ¢ > v.
Vel remiantis(A.3) aksioma egzistuoja toks, € (0, 1), kad

AN+ (1= MA )y = AN+ (1= M)+ (1= Aw = C.

Kadangi\; \* < A%, remiantis 5.4 Lema); \* € A - prieStaravimas. Taad A\ p+(1—\*)v ~ ¢,
ka ir reikejo jrodyti.

5.2 Teoremos jrodymas.Tarkime, kad egzistuoja tie®maudos funkcijd/: I1 — R i5-
reiSkianti pasirinkimo santyki-. Reikia jrodyti, kad> tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4)
aksiomas. Pirmosios dvi aksiomos galioja pasirinkimo santykitodel, kad jos galioja pilnai
sutvarkytai aibe(R, >) ir U iSreiSkia>. Déel (A.3) aksiomos tegul, v,y € ITir u = v > .
TadaU(u) > U(v) > U(y) remiantis 4.1 Pratimu. Kadan@i(v) € [U(~),U(u)] egzistuoja
toks\; € (0,1), kad

U(v) <MU(p) + (1= A)U(y) =Uap+ (1= )y)

del funkcijosU tiesiSkumo. Dar karta pasinaudoje 4.1 Pratimu gauname pirmajj norima santykj
Ap+ (1 — X))y = v. Kadangi antrasis santykis gaunamas analogi§khi3) aksioma yra
jrodyta. Del (A.4) aksiomos teguk, v,y € ITir A € [0, 1]. Tegulp = v. TadaU (u) > U(v) ir

U+ (1= A7) = AU () + (1= NU(7) 2 AU () + (1= NU(7) = UQw + (1 = A)y)

del U tiesiSkumo. Lyginant krastinius narius gauname norima santyki (1 — \)y = \v +
(1 — \)y kadangiU iSreiSkia>-. Tie patys argumentai atvirki& tvarka jrodo antraja aksiomos
dalj. Tokiu b udu- tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas.

Likusia teoremos dalj jrodysime esant papildomai salygai, kad egzistuojatokie TI,
kadu = ¢ »= v visiems(¢ € TI. Tegul@ := {¢ € IT: u > ¢ > v}. Tokiu b udu mes tariame, kad
Q =1I

Sakykime, kad pasirinkimo santykis tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas. Jei
w ~ v visiemsy,v € I, tai apibezeU taip, kadU () := 0 visiemsy € I gauname, kad
U yra tokio pasirinkimo santykio tiessnnaudos funkcija. Toliau tarsime, kad egzistuoja tokie
w,v € 11, kadp > v. Aibe Q yra iskila. 1S tikro, jei(;,( € Q ir A € [0, 1], tai keturis kartus
pritaike (A.4) aksioma gauname, kad

{M—AM+(1—)\)ME>\M+(1—)\)C2E)\C1+(1—>\)C2
v=X v+ (1-=Nv =+ (1-XNG A4+ (1—=N)(,
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tai yraA(; + (1—M)( € Q. Jei¢ € @, tai remiantis 5.5 Lema egzistuoja toks vieninteliskad
¢ ~ A+ (1 — A*)v. Tokiu b udu yra apikzta funkcija@) > ¢ — U(() := A*. Parodysime,
kad U yra tiesire naudos funkcija a#je () iSreiSkianti pasirinkimo santyk.

Tequl(,n € Q. Remiantis 5.4 Lema ir funkcijos apibezimu, nelygyle U(¢) > U(n) yra
teisinga tada ir tik tada, kai yra teisingas santykis

UQp+ 1A =UQ)y=Ump+(1-Un)w, (5.7)

kurio kairioji ir deSinioji pugs yra pakd&iamos atitinkamaj ir . Kadangi pasirinkimo santykis
>~ yra racionalus (t.y. iSpildoA.1) ir (A.2) aksiomas), remiantis 2.2 Lema, (5.7) yra teisinga
tada ir tik tada, ka{ > 7.

Tegul¢,n € Qir A € [0, 1]. Kadangi@ yra iSkila, tai{ := A\( + (1 = A\)n € Q ir

E~ UM+ A =Nn)p+ 1 =UA+ (1= N)n)w.

IS kitos pugs, remdamiesi tuo, kad yra ekvivalentumo santykis, o ekvivalentumo Kdas
iSsaugo tiesing strukt ura, gauname

§ ~ ANUQp+ A =UQv]+ 1 =NUmp+ 1 =Unv
= Q)+ A =NUm]p+[1 = AUQ) = (1 =NU(n)]v.

Palygine pastaruyjy dvieju iSnasu deSines puses ir kadangigkai 5.5 Lemoje yra vienintelis
gauname funkcijo#/ tiesiSkuma aibje Q.

Liko jrodyti antraja teoremos dalj apie tai, kad afiegitransformacijos tikslumu egzistuoja
vienintek tiesire naudos funkcija iSreiSkiantt Tarkime, kad pasirinkimo santyk iSreiSkia
dvi tiesires naudos funkcijo8, V: @ — R. Jeiu ~ vir U({) = m oV (¢) = nvisiems( € @,
taiV = U +n — m, tai yraV yraU afininé transformacija. Taigi, tegul > v ir { € Q. Tegul

Ui UQ=Um v VIO =Vn)
O YT Ve vy

Remiantis 5.5 Lema egzistuoja toks vienintelis € [0,1], kad{ ~ A+ (1 — X*)v. Dél
funkcijy U ir V tiesiSkumo, turime lygybes! (¢) = \* = hY(¢). Deél kaires ir deSies pusiy
lygybées gaunam@& (¢) = U(¢)b + a, Cia

Vip) —V(v)
Up) —Uv)

Kadangi¢ € @ yra laisvai parinktas, teoremos jrodymas yra baigtas tuo atvejll kaiQ).

b= >0 ir a:=-bU(v)+V(v).

5.3 Investuotojo pasirinkimai

Praeitame skyriuje matas pavyzdys iliustruoja gamintojo sprendimu priklausomybe nuo atei-
ties neapibeZtumo. Su panaSaus pob udZio neagiomu susiduria ir vartotojas bandydamas
investuoti savo santaupas vertybiniy popieriy rinkose. Be to, tokiame ekonominiy sprendimy
pavyzdyje nagriasime investuotojo veiksmuy priklausomybe nuo laiko.
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Kaip jau buvo mieta jvade, paprésusia kapitalo vertyd kuria prekiaujama vertybiniy
popieriy rinkoje, yra akcija nusakoma savo kaina. Tarkime, kad tokioje rinkoje prekiawjama
akcijomis, oi-tosios akcijos kaina yra diskretaus laiko funkcia= {X;(¢): t =0,1,...,T}

i € {0,1,...,n}. Taip pat tarkime, kad laiko momeninvestuotojas turi);(t) kiekj i-tosios
akcijos. Tokiu b udu funkcija; yra apibezta kiekvienant € {0, 1,..., T}, vektoriusy(t) :=
(¥o(t), ..., ¥n(t)) yra vadinamas investuotojoortfeliu laiko momentut, o funkcijy rinkinys
{10, ...,¥,} yra vadinamas investuotoftrategija Vertybiniy popieriy rinkos investuotojo
portfelio vertélaiko momentu € {0,1,..., 7T} yralygi

Dviejy b useny vartojimo ir investavimo modelis. Tarsime, kad = 1, tai yra nagrig@jamas
(diskretus) dvieju b'useny modelis. Galima laikyti, kag 0 yra dabartis, ¢ = 1 - ateitis.
Dabarties momentu neapéitumuy rera. Ateities neapil@?tumas yra nusakomas baigtine ga-
limy buseny aib@ = {w,...,wk}. Tokiu b'udu-tosios akcijos kainos priklausomgmuo
pasaulio b useny iSreiSkiama dar vienu kintamuoju, takyta) = {X;(1,wy): k= 1,..., K}.
Nagriresime investuotojo problemas susijusias su vartojimu ir investavimu ateityje. Varto-
jimas dabarties laiko momentu= 0 yra zinomas dydis, nusakomas realiu $kaini c,. Siuo
laiko momentu turimas turtas, arba pradinis jnasas (angl. endowment), yra taip pat realus skai-
Ciuswy. Dalj turimo turto investuotojas skiria vertybiniy popieriy pirkimui, tai yra investicijai
kurios dydis yraljy. Todel pradiniu laiko momenté = 0 investuotoja riboja salyga:

co < wp — V. (5.8)
Tuo tarpu laiko momentu = 1 investuotojo vartojimas;, turtasw; ir portfelio vere V; yra
atsitiktiniai dydziai susieti sarysiu:

¢ < wy + V. (5.9)

Paprastai yra laikoma, kad portfelio veit; pereinant iS b usenos= 0 | b usena = 1 kinta tik
del vertybiniy popieriy kainos kitimo, o tuo tarpu portfelig0) = (1),

Nagrinejama problema yra optimalaus vartojimo ir investavimo paieSka pereinant i$ b usenos
t = 0jbusena = 1. Investuotojas siekia optimizuoti vartojir{a,, ¢, } ir portfelio strategija
Y = 1y = 1 taip, kad jo vidurkies naudos funkcija jgyty maksimalia reikSme, tai yra jo
vartojimo-investavimo problema yra

sup Eu(cg, 1) su salyga, kad yra teisinga (5.8) ir (5.9).

€o,C1,Y

Pratimai.

1. Tegulp, q, r ir s yra keturios loterijos apil@Ztos 5.1Lent&lje, o aile X = {5, 1,0}.
Rasti tokias loterijag, n ant X ir skaiiy A € [0,1], kad

p=Ap+(1-A)p, q=X+(1-N)p,
r=X+(1—\mn, q=Ap+ (1 —=X)n.
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2. Remiantis praeito pratimo rezultatu parodyti, kad viduesimaudos pasirinkimas 5.1
Lenteks loterijas jvertina taipp > q tada ir tik tada, kas = r.

3. [rodyti, kad nepriklausomumo aksiomoje pasirinkimo santylkgalima pakeisti pasirin-
kimo santykiu>-.

Pastabos. Apie vidurkine nauda. Daugiau Sia tema galima rasti Fishburn (1982) knygoje. Machina (1982)
yra plati vidurkires naudos teorijos apzvalga, kurioje parodoma, kad elielikbnomiis analies dalis paprastai
besiremianti vidurkies naudos iSraiSka iStikro gali apsieiti be nepriklausomumo aksiomos.

Papildoma literat ura.
1. P. FishburnThe Foundations of Expected Utilitipordrecht, Reidel, 1982.

2. M. J. Machina. Expected Utility Analysis Without the Independence Axidnonometrica50 (1982),
277-323.

3. M. J. Machina. Choice Under Uncertainty: Problems Solved and Unsabeetinal of Economic Perspec-
tives 1 (1987), 121-154.
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Priedas A

Matematika

Sakoma, kad aibiy Seima pasizybaigtines sankirtos savypgi bet kuri baigtire Seimos nariy
sankirta yra netu3a.

A.1 Teorema. Topologine erdveX yra kompakti tada ir tik tada, kai erdves bet kurios uz-
dary aibiy Seimos, pasizymincios baigtines sankirtos savybe, sankirta yra netuscia.

A.l Atitiktis

Daugeliu atveju ekonominiai kintamiejena susije vienareikSmiska atitinkamybe, kaip to rei-
kalauja matematinis funkcijos ap#itimas: su kiekvienu funkcijos ap#itimo srities elementu
susiejamas vienintelis funkcijos reikSmiuy srities elementas. Pavyzdziui, 3.1 Skyrelyje apraso-
mi biudZeto aile ar pasirinkimas, kainos—turto b usenai priskiria apskritai ne vienigipwy
rinkinio vektoriy. Del Sios priezasties daznai naudojamasi tokiu funkcijos apibendrinimu:

A.2 Apibr eZzimas. Sakykime, kads ir T" yra aibes. Atitiktimi (angl. correspondence)is S | T
vadinama taisyld s — (), su kiekvienu elements € S priskirianti netusia aibey(s) C T.

Akivaizdu, kad funkcija yra atskiras atitikties atvejis, kai visy reikSmiy a#s(s) suda-
rytos i$ vieno elemento. Toliau aptariamas atitiktieseikSmiuy(s) kitimo priklausomumas
nuo argumenta. B utent atitikties tolydumu vadinsime savybe sudaryta i$ toliau @pémnuy
iSorinio ir vidinio tolydumo.

A.3 Apibr eZimas. Sakykime, kadS ir T yra topologires erdes ir ¢ yra atitiktis i8S | 7.
1 vadinsimetolydzia is iSores taske € S (angl. upper hemicontinuous), jei su kiekvienu
aibes(s) atviru virSaibiuU egzistuoja tokias aplinkal’, kad(t) C U su visaist € V. v
vadinsimetolydZzia i$ iSores aibejé), jei su kiekvienus € S, ji yra tolydi i$ iSoes taskes. Taip
pat sakysime, ka@ galiojaiSorinis tolydumagaSke arba agje.

Pagal tokia tolydumo savoka &h/)(s) negali tapti per daug didele — ,sprogti j jSore" —
lyginant ja sw(sq) kai s yra artisy. TaCiau toje p&ioje situacijojey(s) gali staiga sumagi,
t. y. ,sprogti | vidy". Nesunku pasteli, kad atitilCiai ¢/ esant funkcija, jos iSorinis tolydumas
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yra ekvivalentus (funkcijos) tolydumui. &b Sios priezasties atitiktimsana tinkamas kartais
vartojamas pusiautolydumo (angl. semicontinuous) terminas.

Tarkime, kad atitiktisp iS .S | T yra tolydi i$ iSoes aileje S, ir teguls € S. Pirma, pagal
apibezima,(s) yra apezta. Antra, apil@zime (A.1) pame trivialia sekds, = s} € S,
gauname, kad aéx(s) yra uzdara. Toel ¢(s) yra kompaktas Euklidies erdes poaibyjéel’.

A.4 Teorema. Sakykime, kad' ir T yra Euklidiniy erdviy poaibiai iry> yra tokia atitiktis iS5

| T', kurios reikSme taske € S yra kompakti aibe. Tuo atveji yra tolydi i iSores taske tada
ir tik tada, kai su kiekviena konverguojancia seka— s ir su kiekviena sek#t, }, sudaryta i8
t, € ¥(s,), €gzistuoja j aibés (s) elementa konverguojantis poseki§ }, t. v.

[sn = 5, tn € Y(sn) V] = [F{t,}: t, =t €(s)]. (A1)

l[rodymas. Tarkime, kady yra tolydi i$ iSoes taskes, sekas, — s ir seka{t,} sudaryta i§
t, € ¥(s,). Kadangiy(s) yra kompaktas, egzistuoja a&itas ir atviras virSaibi§. Remiantis
A.3 Apibrezimu, egzistuoja tokia aplinkaV’, kad«(t) C U su visaist € V. Tada egzistuoja
toks indeksas’ > 1, kad su visais: > n’, s, € V ir todél ¢, € ¢(s,) C U. Euklidingje
erdweje iS bet kurios agZtos sekos galima iSrinkti konverguojantj posek| irgbegzistuoja |
elementa € U konverguojantis sekog,, } posekis{t/ }. Tarkime, kad & (s) ir su kiekvienu
e >0,

B :=B(¢Y(u)) :={u e T: d(¢(s),u) :=inf{||jv — ul]: v € P(s)} < €}

Egzistuoja toks > 0, kadt ¢ B.. TaCiau visiems pakankamai dideliemst! € B. ir todel
t € B, - prieStaravimas, jrodantis, kad= (s).

PrieSinga linkme tarkime, kagl néra tolydi i5 iSoes taske, t. y. egzistuoja toks aés(s)
atviras virSaibisg/, kad su kiekviena aplinkal’, egzistuoja toksy € V, kadv(sy) ¢ U.
Tarkime, kad{B;,,(s)} yra seka sudaryta i$ rutuliy su centru tagki spinduliu 1/n. Su
kiekvienun egzistuojas,, € By ,(s) ir t, € 1(s,) \ U. Kadangis, — s, (A.1) deka privalo
egzistuoti j ailesy (s) elementa konverguojantis posekig! }. TaCiau aile 7"\ U yra uzdara,
{t/'} < T\ U ir todel ribat negali priklausyti aibei/(s) — prieStaravimas, jrodantig iSorinj
tolyduma taske.

A.5 Apibr ezimas. Sakykime, kadS ir T" yra topologires erdes ir yra atitiktis iSS | T'.
vadinsimetolydzia iS vidaus tasSke € S (angl. lower hemicontinuous), jei su kiekviena atvira
aibeU, turinCia netusia sankirta su aibé(s), egzistuoja tokia aplinkal’, kad(t) N U #

su visaist € V. 1 vadinsimetolydzia iS vidaus aibej&, jei su kiekvienus € S, ji yra tolydi IS
vidaus taSke. Taip pat sakysime, kagd galiojavidinis tolydumagaske arba aifje.

Na o atitikties tolydumas taSke arba @ji yra apibeZiamas kaip tos atitikties iSorinis ir
vidinis tolydumas, atitinkamai taske arba gjib.

A.6 Teorema. Sakykime, kad' ir 7" yra Euklidiniy erdviy poaibiaig) yra atitiktis iSS | 7" ir
s € S. Tuo atveju) yra tolydi iS vidaus taSketada ir tik tada, su kiekvienaq konverguojancia
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seka{s,} C S'ir su kiekvienu € i (s), egzistuoja tokia seké,, } C T konverguojanti i, kad
t, € ¥(s,) su kiekvienw, t. y.

[sp = s, t€(s)] = [F {tn}: tn — 1, t, € Y(sn)]. (A.2)

[rodymas. Tarkime, kady yra tolydi i$ vidaus taske, sekas, — s kain — ocoirt €
Y(s). Taip pat tarkime, kad su kiekviertuc N, B /() yra atviras rutulys su centru tasker
spinduliul/k. AiSku, kadB /,(t) N4 (s) # 0 su kiekvienuk. Kadangii yra tolydi i$ vidaus
taSkes, su kiekvienuk, egzistuoja tokias aplinka Vi, kad(s') N Byx(t) # 0 su kiekvienu
s’ € V,. Kadangis, — s, su kiekvienuk, egzistuoja toks,, € N, kads,, € V;. su kiekvienu
n > ny. Galima tarti, kach, < ny; Su visaisk. Su kiekvienuk ir n € [ng, ngy1), paimkime
tn € Y(s,) N Byyi(t). Taip sudaryta sekft, } iSpildo (A.2).

PrieSinga linkme tarkime, kad nera tolydi iS vidaus taSke, t. y. egzistuoja tokia atvira
aibe U, kadU N« (t) # 0 ir bet kuriojes aplinkojeV yra toks taskasy,, kady(sy) N U = 0.
Todel egzistuoja tokia p konverguojanti sekds,, }, kad(s,) N U = (. Dabar tarkime, kad
t € UNy(s). Pagal prielaida egzistuoja tokiakonverguojanti sekéz,, }, kadt,, € ¢ (s,) C U¢
su kiekvienun. KadangiU¢ uzdara, tai riba taip pat tuety priklausytiUc — prieStaravimas tam,
kadt € U. PrieStaravimas jrodo, kadyra tolydi iS vidaus taske.

A.2 Nejudamo tasko teoremos

Yra sakoma, kad funkcijg atvaizduojanti aibgy | save turinejudama taskajei egzistuoja
toksz € K, kad f(z) = x. Tuo atveju, kaiK yra Euklidires erdes vienetinis rutulys, o funk-
cija f yra tolydi, nejudamo tasko egzistavima jBrouwer 1912 metais. Jo teorema galima
laikyti Bolzano viduriniy reikSmiy teoremos tolydzioms funkcijoms, jrodytos dar 1817 metais,
apibendrinimu. Siuo metu egzistuoja labai daug skirtingy Brouwer’io teoremos 1rod§2iau.
pateikiame viena i$ paprésausiy jrodimy, pasiskolinta i$ Dunford ir Schwartz (1958) knygos.

A.7 Teorema. Tarkime, kadf yra tolydus Euklidines erdves vienetinio rutulio atvaizdavimas |
save. Tadg turi nejudama taska.

Sios teoremos jrodyme remsastokiu pagalbiniu teiginiu:

A.8 Lema. TegulR" ™! > x = (zg,z1,...,7,) — g(x) € R" yra be galo diferencijuojama
funkcija, ir tegul D; yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti is daliniy iSvestiniy
g$07 A 7912'7179337;4,17 ctt 7gIn' Tada

f:(—l)iaiDi = 0. (A.3)

1=0

[rodymas. Kiekvienai porai skirtingy indeksg j € {0,1,...,n}, tegulC;; yra toks deter-
minantas, kurio pirmas stulpelis yra misri iSvestip, ., 0 like stulpeliai yra daligs iSvesti-
NeS g, - - -, g, iISOBStytos indeksy deimo tvarka ir tarp kuriy arag,, ir g.;. AiSku, kad
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C;; = C;,. Remdamiesi determinanty diferencijavimo ir stulpeliy sukeitimo taesyid, bet
kuriam: € {0,1,...,n} gauname lygybe

iDi =D (1) Ci + Y (-1)7Cyy.
O j<i j>i
Todel pazynejuso (i, j) ;== 1jeij <i,o0(i,j):=0jeij=iiro(i,j) := —1jei j > i, lygybe
iD- = zn:(_l)iﬂ'o o (i,7).

8@- 7 1,] )

J=0

(=1

yra teisinga kiekviename {0, 1,...,n}. Sudkje gauname

n 9 n » o
Z(—l)zaDi =Y (-1)"MC;0(i,j).
=0 i ij=0

Sukeite indeksus vietomis ir pas&p, kado (i, j) = —o(7,7) gauname, kad

n n n

Yo (=1)Cio(i,g) = Y (=17 Cha0(j,1) = (=1) Y (1) Ci 0 (i, )

4,7=0 1,7=0 1,7=0

Todel kiekviena i$ trijy sumuy privalo b uti lygi nuliui. Ba iSplaukia trokStama formal(A.3).

A.7 Teoremos jrodymas. Tegul B(0) = B;(0) := {x € R*: |x| < 1} yra Euklidires erd-
vesR* vienetinis rutulys ir tegul funkcijgf: B(0) — B(0) yra tolydi. I$ pradZiy parodysime,
jog teorema pakanka jrodyti tuo atveju, kaira begalo diferencijuojama. IS tikro, remiantis
Weierstrass'o teorema, tolydzia funkcifagalima tolygiai aproksimuoti begalo diferencijuo-
jamomis funkcijomis, kurios vienetinj rutulj atvaizduoja | save. Tarkime, k#¢} yra tokia
funkciju seka. Tada kiekvienam > 1, egzistuoja toks,, € B(0), kad f,,(x,,) = x,,. Kadangi
Euklidines erdes vienetinis rutuly$3(0) yra kompaktas, egzistuoja sekios, } posekis{x,,, },
konverguojantis | vienetinio rutulio elementakuris ir yra funkcijosf nejudamas taskas.
Toliau galime tarti, kad funkcijg yra be galo diferencijuojama. @&u tarkime, kad (x) #
x visiemsx € B(0). Tegul realus sk&iusa = a(x) yra kvadratims lygties

1= x+a(x— f(x)[* = a’lx = f(x)" + 2a(x,x = f(x)) + |x]”

didesnioji Saknisgia (-, -) Zymi skaliarine sandauga Euklidije erdejeR*. Todel

x = Fx)[Pa = (x, £(x) = %) + 1/ (x,x = £(x))* + (1 = [x]2)[x — f(x)|* (A.4)

Kadangi|x — f(x)| # 0 visiemsx € B(0), (A.4) iSnaSoje esantis poSaknis yra teigiamas
visiems|x| # 1. Jei|x| = 1, tai (x,x — f(x)) # 0, kadangi prieSingu atvejx, f(x)) = 1,
o dviejy vektoriy, kuriy ilgiai nevirsija, skaliarire sandauga gali b uti lygitada ir tik tada,
kai jie yra lyg us. Tokiu budu (A.4) iSnaSoje esantis poSaknis yra teigiamas visienix0).
Kadangi funkcija(0, o) > t — +/t yra be galo diferencijuojama, ir kadangi — f(x)| # 0
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visiemsx € B(0), tai (A.4) apibeZia be galo diferencijuojama funkcija B(0) — R. Pagal
apibezima,a(x) = 0 jei |x| = 1. Kiekvienamt € R, tegulg(t,x) := x + ta(x)(x — f(x)).
Tadag yra begalo diferencijuojama funkcija i$ &r x B(0) C R*"! | R*. Kadangia(x) = 0
visiems|x| = 1, tai dalire iSvesti@ pagat, ¢;(¢,x) = 0 visiems|x| = 1. O pagak apibezima
gauname, kagy(1,x)| = 1 visiemsx € B(0).

Tarkime, kadD,(t, x) yra determinantas, kurio stulpelius sudaro daliniy iSvestiniy vektoriai
Gz, (6,%), ..., gs, (t, %), ir tegul

I(t) == /B(O)/Do(t,x) dzy - - - dz,,.

KadangiD, (0, z) = 1, I(0) yra lygus rutulio turiui ir toel 7(0) # 0. Be to(1) = 0, kadangi
Do(1,z) = 0 dél tapatyles|g(1,x)| = 1 (determinanto eilas yra tiesiSkai priklausomos, nes
normos iSvestia lygi nuliui). Norima prieStaravima gausime parode, Kagta konstanta, tai
yral'(t) = 0 visiemst.

Diferencijuodamil (¢) po integralo Zenklu ir naudodamiesi (A.3) lygybe gauname,/k@gl
yra lygi sumain demeny

0
j:/ /—Di(t,x)darl...dxn, i1=1,...,n, (A.5)
By Ox;
Cia D;(t,x) yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti i$ vektoriy

Ge(t, %), 9o (%), o, 9o (8,X), G (6,X), .01, Ga, (8, X).

Tegul B; Zymi vienetinj rutulj sudaryta i& — 1 kintamojozy, ..., z; 1, Zit1,. .., Ty, I tegul

x;r::—i—\/l—(m%—i—...+x§_1+x§+1+...+$%), 0 z; :=-—x].

Taip pat, teguly;, y; € R" yra tokie vektoriai, kuriyj-toji koordina& yraz; jei j # i, 0 i-toji

i

koordinak yra atitinkamair;” arbaz; . Tada kiekvienas i$ (A.5) iSnaSedntegraly yra lygus
:l:/ /Dz(t7 yj)dl’l Ce dxi—ldxi+1 . dl’n + / /Dz(t, yz_)dl’l . dxi_ldl’i+1 c. dl’n

TaCiauly; | = |y; | = 1,irtodel D;(t,y;") = Di(t,y; ) = 0, nesg;(t,x) = 0 jei |z| = 1. Todel
I'(t) = 0, ka ir reikejo jrodyti.

Toliau parodoma, kad A.7 Teorema yra teisinga bendresnei klasei aibiy negu Eesklidin
erdwes vienetinis rutulys.
A.9 ISvada. Tarkime, kadf yra tolydus Euklidines erdves netuscio iSkilo kompakto atvaizdavi-
mas j save. Tadd turi nejudama taska.

l[rodymas. Tegul B,.(0) Zymi rutulj, kurios centras yra nulis o spindulys yra> 0, ir tegul f
yra tolydusB, (0) atvaizdis | save. Akivaizdu, kad /=) f(r(-)) yra tolydus vienetinio rutulio
atvaizdis j save. Remiantis A.7 Teorema, egzistuoja i0ksB, (0), kad f(rz) = rz. Kadangi
rz € B,.(0), funkcija f turi nejudama taska.
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Tegul K yra netusia, iSkila ir kompakti Euklidi@s erdesR* aibe, o f yra tolydus K
atvaizdis | save. Sukonstruosime funkcijpgolydy tesinjf  visa Euklidine erdve. Kadangi
K yra kompaktas, egzistuoja tirStas ir skaitussil” elementy poaibi$z;, 29, . . .}. PaZzyneje
d(z, K) atstuma tarp ir K, visiemsi > 1ir x ¢ K, apibezkime

|z — 2]

i k)

vi(x) := max{2 —

Tada funkcijaf jgyjanti reikSmes

- f(x) jeire K,
f(x) = —7 -1 -1 ..

(Zizl 2 %(@) 212 Yi(w)f(z) jeiz & K,
yra funkcijosf tolydus tesinys j visa Euklidineg erdw. Kadangi suma

71m

(Lra) T2

yra apibeZta visiems pakankamai dideliems = m(z), * ¢ K, ir priklauso aites f(K)
iskilam apvalkaluiconvf(K), tai f(R¥) C convf(K) c K. Tarkime, kadr > 0 yra toks,
kad K C B,(0). Remiantis pirmaja jrodymo dalimi, egzistuoja funkcijpsiejudamas taskas
z € B.(0), tai yraf(z) = z. Kadangif(z) € K, taiz € K ir f(z) = f(z) = z, tai yra
egzistuoja funkcijog nejudamas taskas, ka ir rejo jrodyti.

A.3 Atskyrimo teoremos

A.10 Teorema. Tarkime, kad Euklidines erdves ailogyra iskila ir neturi teigiamy elemen-
ty. Tada egzistuoja tokia atskirianCioji hiperplokSturhe: p-x = 0}, kadp > 0, 0 aibeG
priklauso poerdviui{x: p-x < 0}.

Rekomenduojama literat ura.

1. Dunford, N. and Schwartz, J. Tinear Operators Part I: General Theory. Intersience Publishers, New
York, 1958.
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Priedas B

Terminal

Naudojamy terminy paaiskinimas:

Lietuviskai Angliskai

gerybes goods

naudingumo funkcija utility function
neapibeztis uncertainty
indiferentiSkumo kreie (aike) indiference curve (set)
preferencijos preferences

turtas wealth

veikejas agent
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