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Skyrius 1

Įvadas

Ekonomiką reikia studijuoti ne tam, kad išmokti gatavus atsakymus į ekonominius klausimus,
bet tam, kad išmokti kaip išvengti ekonomistų apgaulės

Joana Robinson, 1903-1983

1.1 Kas yra matematiṅe ekonomika?

Jei trumpai ir apytikriai, tai matematinė ekonomika yra neoklasikinės ekonomikos teorijos dalis.
Jei tiksliau, tai reikia aptarti kas sudaro ekonomikos teoriją ir kas yra neoklasikinė ekonomika.

Neoklasikinė ekonomikos teorija. Ekonomikos teorija yra sudedamoji ir svarbiausioji eko-
nomikos mokslo dalis. Greta ekonomikos teorijos, ekonomikos mokslą sudaro makroekonomi-
ka, ekonometrika, taikomoji ekonomika, ekonomikos filosofija ir metodologija bei ekonominės
minties istorija.

Tuo pǎciu, ekonomikos mokslą galima skirstyti ir pagal jį sudarančias įvairias mokyklas
bei kryptis. Dominuojaňcia tarp visų jų yra vadinamojineoklasikinėmokykla arba ekonomi-
ka. Šios mokyklos poži ūrio esmė yra ta, kad ekonominio visuomenės vystymosi pasekṁe yra
ekonomiṅes rinkospusiausvyra, realizuojama individualių jos narių racionaliu elgesiu esant
ribotai pasirinkimo laisvei. Tarp kitų ekonomikos mokslo mokyklų neoklasikinė ekonomika
išsiskiria savo prielaidomis apie gamybos proceso technologines galimybes ir apie individualių
vartotojų pasirinkimo formas. Pavyzdžiui yra tariama, kad firma maksimizuoja savo pelną esant
„duotai" rinkos kainai. Visuomeṅes narių elgesys yra racionalus ta prasme, kad kiekvieno iš jų
pasirinkimas tarp alternatyvių vertybių yra pilnas ir tranzityvus. Kiekvienas individas renka-
si maksimizuodamas racionalų pasirinkimą, ribojamą pradiniu įnašu ir egzistuojančių vertybių
kiekiu. Šios ir kitos neoklasikiṅes mokyklos prielaidos apie ekonominį visuomenės narių elgesį
leidžia pagrįsti (matematiškai įrodyti) minėtosios ekonomiṅes rinkos pusiausvyros egzistavimo
galimybę.

Neoklasikiṅes ekonomikos mokykloje galima išskirti keturias pagrindines kryptis ir daugelį
specialių jos srǐcių. Pusiausvyrinis ekonominio vystymosi poži ūris daugiau ar mažiau atsispindi
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visose šios mokyklos kryptyse. Pirmąją, teorinę neoklasikinės mokyklos kryptį, sudaro:pasi-
rinkimo teorija, bedrosios pusiausvyros teorijair lošimų teorija. Didesṅe šių teorijų dalis sudaro
tai, kas vadinamamikroekonomika. B ūtent ši, teoriṅe neoklasikiṅes mokyklos kryptis, yra la-
biausiai dominuojama pusiausvyros poži ūrio. Mažiausiai šio poži ūrio poveikis yra įžvelgiamas
ekonometrikoje, kurią sudaro tiek statistika tiek ir ekonomika. Ekonometrika naudoja realius
ekonomikos duomenis ir statistinius sprendimus tam, kad įvertinti įvairius modelius ir jų pa-
rametrus.Makroekonomika, trečioji neoklasikiṅes mokyklos kryptis, nagriṅeja tokius bendrus
ekonomikos reiškinius kaip biznio ciklai ir ekonominis augimas. Šiuolaikinių ekonomistų vys-
toma makroekonomikos teorija smarkiai remiasi pusiausvyriniu ekonomikos reiškinių poži ūriu,
išplaukiaňciu iš racionalaus individų elgesio. Racionalaus elgesio sureikšminimas, dar vadina-
mashomo economicus, yra neoklasikinio poži ūrio vystymosi pasekmė ir skiriamasis bruožas.
Dž. M. Keinso (John Maynard Keynes)Bendrojoje teorijoje[10] – svarbiausiame XX-ojo
amžiaus ekonomiṅes minties k ūrinyje – makroekonomikos ryšys su individualaus pasirinkimo
ypatyḃemis nebuvo taip sureikšminamas. Ketvirtąją kryptį sudarantys neoklasikinės mokyk-
los darbai yra susiję sutaikomąja ekonomika, plǎciausia ekonomistų veiklos sritimi, taip pat
atspindi pusiausvyrinį ekonomikos teorijos paveikslą. Tačiau taikomieji darbai bendrą rinkos
pusiausvyros poži ūrį papildo naujais aspektais. Taikomosios ekonomikos sritimis yra laikomos
tarptautiṅes prekybos teorija, darbo ekonomika ir finansų ekonomika, atitinkančios skirtingas
ekonomines rinkas.

Dabar galima pasakyti konkrečiau, kadmatematinė ekonomikaapima pasirinkimo teori-
ją, bendrąją pusiausvyros teoriją ir lošimų teoriją. Neoklasikinė ekonomikos teorija nuo savo
atsiradimo pradžios – XIX amžiaus vidurio – matematiką laikė pagrindine priemone analizuo-
jant ekonominę realybę. Matematika buvo ne antraeilis dalykas, o tuo metu pradėtos realizuoti
programos esṁe: ekonomikos discipliną paversti griežtu kiekybiniu mokslu, lygiaverčiu ast-
ronomijai ir fizikai. Šios programos įdėja ir realizavimo pradžia yra priskiriama Léon Walras
(1834–1910), ḋel ko neoklasikiṅe ekonomika kartais vadinama Walras’o ekonomika (angl. Wal-
rasian Economics). Kadangi šios programos realizavimas tęsėsi apie šimtą penkiasdešimt metų,
pagrindiṅe ekonomiṅes teorijos dalis – bendroji ekonominė pusiausvyra – turėjo gana skirtingas
formas. Paskutinis šio vystymosi etapas, kurio pradžią galima laikyti apie 1950-uosius metus,
yra susijęs su Kenneth J. Arrow, Gerard Debreu, Lionel W. McKenzie ir kitų mokslininkų dar-
bais.

Neoklasikinės mokyklos ištakos. Klasikinevadinama ekonomiṅes minties mokykla, atsto-
vaujama Adam Smith ir David Ricardo ir laikoma pirmąja šiuolaikinės ekonomikos mokyk-
la. Klasikiṅe ekonomika akcentavo laisvosios prekybos naudą, rinkos polinkį į pusiausvyrą ir
verṫes teorija pagrįsta darbo sąnaudomis (angl. labor theory of value). Klasikinę ekonomikos
mokyklą keiṫe tokios ekonomiṅes minties mokyklos (angl. marginalist schools), kurios vertės
šaltinį maṫe santykiniame naudingume (angl. marginal utility), o ne gamybos kaštuose.

Kitos ekonomikos mokyklos. Šalia neoklasikiṅes mokyklos egzistuoja daug kitų ekonomi-
kos mokyklų. Tarp jų viena žymiausių yraaustrų ekonominė mokykla. Taip yra vadinama
ekonomiṅes minties sritis, kurios pradininkais buvo austrai Carl Menger (1840–1921), F. A.
Hayek (1899–1992) ir Ludwig von Mises (1881–1973), o toliau vystoma daugiausia amerikie-
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čių ekonomistų tarp kurių žymiausias yra Murray N. Rothbar (1926–1995). Išskyrus poži ūrį į
pusiausvyrą, ši kryptis turi labai daug bendro su neoklasikine mokykla. Pavyzdžiui, abi mo-
kyklos kapitalizmą laiko valstyḃes geriausia socialine–ekonomine sistema. Neoklasikams ji yra
geriausia toḋel, kad pasižymi sąlygomis b ūtinomis rinkos pusiausvyrai egzistuoti. Priešingai,
austrų ekonomistai remia kapitalizmo sistemą dėl jos geḃejimo prisitaikyti prie pusiausvyros
nebuvimo. Jų manimu rinkos pusiausvyra realiame pasaulyje yra negalima, nes ji yra abstrakti
moksliṅe konstrukcija. Austrų tradicija vietoje pusiausvyros idėjos remiasi į verslininko (angl.
entrepreneur) vaidmenį rinkoje. Verslininkas siekdamas pelno padaro kapitalizmą lanksčia ir
prisitaikaňcia socialine sistema. Šiuo poži ūriu lyginant su feodalizmu ar socializmu, kapitaliz-
mas laikomas prisitaikančia sistema. Austrų mokykla taip pat ypatingą dėmesį skiria ekonomi-
nių sprendimų neapibrėžtumui nagriṅeti, atmesdama neoklasikų tuo tikslu naudojamą tikimybių
teorija grindžiamą modelį kaip trivialų. Jų tvirtinimu, prielaida apie tikimybinio mato egzistavi-
mą yra nereali. Tǎciau kapitalizmas b ūdamas silpnai susijusia sistema, yra geriausiai prisitaikęs
neapibṙežtumui. Dar vienas skirtumas tarp neoklasikinės ir austrų mokyklos atsiranda poži ūry-
je į matematikos vaidmenį ekonomikoje. Austrų mokyklos atstovai tiki, kad real ūs duomenys
ir jų tyrimas yra beveřciai nes yra generuoti nepusiausvirinės ekonomikos. Be to, jų nuomo-
ne visuomeṅe ṅera ją sudaraňcių individų aritmentine suma ir todėl matematika nepajėgi tirti
visuomeṅes elgesį. Daugiau apie austrų ekonominės mokyklos iḋejas galima sužinoti iš šios
teorijos įvado [3].

Kitos ekonomikos teorijos ir jų skiriamieji bruožai:

• institucionalizmas– kritiškas abstraǩciam ir bendram teorizavimui, o svarbiausiu laikan-
tis ekonominio elgesio apibudinima konkrečios institucijos kontekste. Taikomieji neokla-
sikų ir institucionalistų darbai kartais yra labai panaš ūs;

• marksizmas– toliau vysto K. Markso vertės teorija besiremianti panašiais į neoklasikų
metodais;

• Keynes’o (makro)ekonomika– makroekonomikos analizė grindžiama pri̇ejimu nuo „vir-
šaus" (makro-) į „apǎcią" (mikro-) priešinga kryptimi nei neoklasikinė analiże;

• post-Keynes’o ekonomika- kritiška neoklasikiṅes ekonomikos atžvilgiu ir ypatingą svarbą
priskirianti neapibṙežtumui ekonomikoje;

• Sraffos ekonomika- paremta Sraffos prekių gamybos remiantis prekėmis samprata;

• dinaminė ekonomika- taikanti netiesiṅes dinaminių sistemų ir chaoso teorijas ekonomi-
koje;

• evoliucinė ekonomika- laikanti ekonomiką besivystančia sistema panašiai kaip Darvino
evoliucijos teorija.

Detalesnįčia išvardintų ekonomikos teorijų įvertinimą galima rasti S. Keen’o knygoje [9, 14
skyrius]. Minėtoje knygoje autorius pažymi jog nei viena iš šių ekonomikos krypčių gal̇etų
pretenduoti į vienintel̇es XXI amžiaus ekonomiṅes teorijos vardą. Tačiau kiekviena iš jų yra
pakankamai stipri toje srityje, kurioje yra silpna neoklasikinė ekonomika. Tik̇etina, kad šiame

3



amžiuje dominuojaňcia tuṙetų tapti ta ekonomiṅe teorija kuri akcentuoja šiuolaikinės kapitalis-
tinės ekonomikos dinamiką. Įvadas į šiuolaikinę ekonomiką, kuris nesiremia viena kuria nors
ekonomine teorija, yra pateikiamas Stretono (H. Stretton) knygoje [16].

Anksčiau išvardinom tokias keturias neoklasikinės ekonomikos kryptis: ekonomikos teori-
ja, makroekonomika, ekonometrika ir taikomoji ekonomika. Be jų egzistuoja ir labai svarbų
vaidmenį vaidina ekonomikos filosofija ir metodologija, bei ekonominės minties istorija. Pir-
mam susipažinimui su ekonominės minties istorija verta perskaityti T. G. Buchholz knygą [2],
o lietuvių kalba R. Heilbroner knygą [6].

1.2 Bendrosios ekonomiṅes pusiausvyros apžvalga

Šiame skyrelyje glaustai apib ūdinama prekių rinkos pusiausvyra paprastai vadinama bendrąja
ekonomine pusiausvyra. Ši pusiausvyra išsamiai nagrinėjima 4 skyriuje.

Ekonomiṅes veiklos šaltiniais yra prekių vartojimas ir jų gamyba. Pagal ekonominės veik-
los pob ūdį rinkos dalyviai yra dviejų r ūšių: vartotojai ir gamintojai. Tačiau svarbiausia prekių
rinkoje yra pǎcios prek̇es, kurios yra ekonominės veiklos priemoṅe ir tikslas. Prekių kaina yra
rodiklis, kuris nurodo prekių stygiaus laipsnį (angl. scarcity). Šio rodiklio – kainos – susida-
rymo mechanizmas grindžiamas vadinamąja ekonomine pusiausvyra. Tokiu b ūdu bendrosios
ekonomiṅes pusiausvyros pagrindinės sąvokos yrapusiausvyra, prekėsir kaina. Tiksliau, bend-
roji ekonomiṅe pusiausvyra paaiškina tokios prekių kainos susidarymo mechanizmą rinkoje,
kuriai esant optimaliai paskirstomi ištekliai tarp rinkos dalyvių. Kitaip tariant, pusiausvyra reiš-
kia tokią rinkos buseną, išreikštą prekių kainomis ir jų kiekiais, kad prekių paklausa yra lygi jų
pasi ūlai, o visi rinkos dalyviai realizuoja savo tikslus.

Nagriṅejamos bendrosios ekonominės pusiausvyros teorijos pradininkais apie 1950-uosius
metus tapo Kenneth Arrow ir Gerard Debreu. Pirmą kartą ir pilnai šią teoriją išdėsṫe Debreu
savo knygoje „Verṫes teorija" [4]. Arrow–Debreu teoriją apibudina trys pagrindinės prielaidos:

• gėryḃes kaip prek̇es skiriasi pagal savo buvimo (pristatymo) vietą ir tokiu b ūdu prekė
nepriklauso nuo vietos;

• gėryḃes kaip prek̇es skiriasi pagal savo buvimo (pristatymo) laiką ir tokiu b ūdu prekė
nepriklauso nuo laiko;

• prekių pristatymo sutartis atsižvelgia į galimas ateities įvykių aplinkybes, tokiu b ūdu iš-
vengiant įvykių tikimyḃes sąvokos.

Arrow-Debreu teorijos pagrindiniais teiginiais yra bendrosios ekonominės pusiausvyros eg-
zistencijos teorema, bei pirmoji ir antroji fundamentaliosios gerovės teoremos.

Prekės ir kainos. Preke (angl. commodity) vadinama tokia gėryḃe, kurią galima pirkti ar
parduoti, o jos vienetai yra lygiaverčiai. Ta pati ġeryḃe gali b ūti skirtinga kaip prekė priklau-
somai nuo vietos, kurioje ji randasi ir nuo laiko, kada ji prieinama. Pavyzdžiui, preke yra tokia
ekonomiṅe ġeryḃe kaip grybai. Aišku, kad tos pačios r ūšies grybai gali turėti skirtingas kainas
skirtingose vietose ir skirtingu laiku. Todėl grybai tampa preke jei žinomas jų kiekis, r ūšis, bei
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kur ir kada juos galima pirkti ar parduoti. Tokia prekės samprata pagal kurią, ji skiriasi priklau-
somai nuo laiko ir vietos, išplaukia iš to, kad ekonominė veikla yra nagriṅejama statiṅeje, o ne
dinamiṅeje b ūsenoje. Kita ekonominių vertybių r ūšis yra paslauga. Pavyzdžiui - matematikos
mokymas. Ši paslauga įvertinama žinių kiekiu perduotu, pavyzdžiui, per dvi valandas. Mate-
matikos paskaitai priskyrę vietą ir laiką, gauname prekę. Be to, abiem atvejais reikia sutarti dėl
prek̇es matavimo vienetų. Pirmuoju atveju tokiu vienetu galėtų b ūti kilogramas, o antruoju –
vienos valandos ilgio paskaita.

Toliau nagriṅejama rinka, kurioje yra baigtinis skaičius` skirtingų prekių. Kiekviena iš šių
prekių, žymima indeksuh ∈ {1, . . . , `} ir tapatinama su jos kiekiu išreikštu realiu skaičiumi
xh. Rinkos veik̇ejui (vartotojui) teigiamas skaičius xh reiškia jo įsigyjamos prek̇es kiekį, o
neigiamas skaičiusxh reiškia tokios prek̇es perdavimą kitam rinkos veikėjui. Pavyzdžiui,x1 =
2 gali reikšti įsigyjimą dviejų kilogramų grybų kiekį,x2 = −4 – keturios valandos matematikos
paskaitų skaitymą mokytojui arbax2 = 4 – šios paskaitos klausymo mokiniui. Tokiu b ūdu
prekių rinkinysyra vektoriusx = (x1, . . . , x`), o visa prekių rinkinių aiḃe X yra Euklidiṅes
erdv̇esR` aibė vadinamavartojimo aibearba prekių aibe. Prekių rinkiniox = (x1, . . . , x`)
koordinaṫe xh yra teigiama jei vartotojas įsigyjah-tosios prek̇esxh vienetų, ir ji yra neigiama
jei vartotojas atiduoda atitinkamą kiekį prekių.

Prek̇eskainayra dydis, kurį reikia mok̇eti dabar tam, kad įsigyti vieną šios prekės vienetą.
Kaina yra matas to, už kiek ją galima įsigyti. Kaina nėra prek̇es vidiṅe savyḃe, bet priklauso nuo
išorinių aplinkybių – technologijos lygmens, vietos, laiko ir pan. Tolesniame nagrinėjime ḋel
paprastumo pinigai kaip tarpinė prek̇e nenaudojama ir todėl nesinaudosime pinigų teorija. Vie-
toje pinigų, kiekvienamh-tosios prek̇es vienetui yra priskiriamas realus skaičiusph – vadinamas
jo kaina. Priklausomai nuo to arph yra teigiama, nulis ar neigiama tarsime, kadh-toji prekė yra
atitinkamai reta, neribota ar kenksminga.Kainos sistemayra vektoriusp = (p1, . . . , p`) ∈ R`.
Prekių rinkiniox = (x1, . . . , x`) kaina atitinkanti kainos sistemąp = (p1, . . . , p`) yra skaliariṅe
sandauga

p·x =
∑̀

h=1

phxh. (1.1)

Visų kainos sistemas sudarančių vektoriųp = (p1, . . . , p`) aibę žyṁesimeP ⊂ R`.

Ekonomikos veikėjai. Kita svarbi sąvoka yra ekonomikos veikėjas (angl. economic agent).
Jie yra skiriami į dvi kategorijas:gamintojaiir vartotojai. Gamintojai paruošia pilną gamybos
planą, t. y. nusprendžia kiek, ko ir pagal kokią technologiją bus gaminamos prekės. Panašiai,
vartotojai nusprendžia savo pilną vartojimo planą, t. y. numato kokių ir kiek prekių bus suvarto-
jama. Svarbu nepamiršti, kad šie planai yra sudaromidabar, kadangi, kaip miṅeta, ekonomika
nagrinęjama statiṅeje b ūsenoje. Kita svarbi ekonomikos veikėjų tyrimo prielaida yra „neribo-
to numatymo" galimyḃe. Tai reiškia, kad ekonomikos veikėjai pasižymi absoliǔcia ir neribota
toliariagiškumo savybe.

Tai kas pasakyta, dar nepilnai apibudina ekonomikos veikėjus. Taip pat yra b ūtina apibrėžti
veikėjų tikslus. Gamintojų tikslas yra maksimalus pelnas esant duotoms ekonominėms sąly-
goms. Vartotojų tikslas yra maksimalios naudos siekis turimomis sąlygomis (nulis valandų dar-
bo ir tona aukso yra nerealus siekis). Ekonomikos veikėjų „godumas" yra jų aktyvumo šaltinis,
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kuris ir sudaro nagriṅejamos neoklasikiṅes teorijos kitą fundamentalią prielaidą: ekonomikos
veikėjųbegalinį egoizmą.

Vartojimas. Kaip minėta, vartotojas yra vienas iš ekonomikos veikėjų. Pavyzdžiui, tai gali
b ūti individas, šeima ar kita bendrų interesų vienijama grupė. Vartotojas numato savo vartojimo
planą, arba trumpiau – vartojimą – sudarytą iš prekių rinkinių. Šis pasirinkimas yra ribotas dėl
galimų prekių aiḃes fizinio ribotumo ir ḋel rinkos ribotumo.

Tarsime, kad vartotojo prekių pasirinkimas yra ribojamas aibeX ⊂ R`. Taigi, bet kuris
prekių rinkinys yra išreiškiamas vektoriumix = (x1, . . . , x`) ∈ X. Paprastai yra tariama,
kad pasirinkimų aiḃe išpildo tam tikras sąlygas. Kaip taisyklė tokios sąlygos atsiranda dėl
matematinio įrodymo reikalavimų. Neretai tokias sąlygas galima interpretuoti ir ekonomiškai.
Pavyzdžiui, mes tarsime, kad aibėX yra iškila, t. y. jeix1, x2 ∈ X tai λx1 +(1−λ)x2 ∈ X bet
kuriamλ ∈ (0, 1).

Kitas svarbus vartotojo pasirinkimo ribojimas yra jo pasirinkimo kriterijus. Pasirinkimo kri-
terijui nusakyti yra naudojamas aibėsX binarinis santykisº, t. y. bet kuris poaibisº ⊂ X×X.
Pasirinkimams charakterizuoti naudojamą binarinį santykįº vadinsimepreferencija. Toliau
bus tariama, kad preferencija yraracionali, kas reikš, kad binarinis santykis yra pilnas ir tran-
zityvus. Pora(X,º) sudaryta iš pasirinkimų aibės ir racionalios preferencijos bus vadinama
prekių lauku. Dar vienas pasirinkimo kriterijus yra gaunamas naudojant vadinamąjąnaudingu-
mo funkciją.

Tarsime, kad rinkoje yran vartotojų ir kiekvieną iš jų žyṁesime indeksui ∈ {1, . . . , n}.
Kiekvieno vartotojo pasirinkimų aiḃe gali b ūti skirtinga. Toḋel i-tojo vartotojo pasirinkimų aibę
žymėsimeXi, o jo preferenciją pasirinkimų aibėjeXi žymėsimeºi. Aukš̌ciau miṅetas rinkos
ribojimas pasireiškia per kainos sistemąp ∈ P . Toliau taip pat tariama, kadi-tasis vartotojas
turi pradinį turtąwi, sudarytą iš pradinio įnašo ir pelno gauto iš akcijų. Tokiu b ūdu rinkos
ribojimas yra išreiškiamas sąlyga: prekių rinkinysxi ∈ Xi yra leistinas, jeip · xi ≤ wi. Aibė
tokių prekiųxi ∈ Xi toliau vadinamabiudžetine aibe, t. y. aiḃe

βi(p, wi) := {xi ∈ Xi: p · xi ≤ wi}.

Gamyba. Gamybos ir gamintojų aprašymas iš esmės yra panašus į vartojimo ir vartotojų ap-
rašymą. Gamintojo tikslas yra nustatyti gamybos planą (visai ateičiai). Matematiškai tai reiškia
pasirinkimą vektoriausy = (y1, . . . , y`) tarp visų aiḃesY ⊂ R` elementų. AiḃeY yra ribojama
technologijos ir išteklių, toliau vadinamagamybos aibe.

Tarsime, kad rinkoje yram gamintojų ir kiekvieną iš jų žyṁesime indeksuj ∈ {1, . . . , m}.
Vėlgi, kiekvienam gamintojuij gamybos aiḃe Yj gali b ūti skirtinga. Kaip ir vartojimo atveju
gamybos aiḃe bus ribojama tam tikromis matematinėmis savyḃemis.

Esant duotai kainos sistemaip ∈ P ir gamybos planuiyj ∈ Yj, gamybos pelnas yra skalia-
rinė sandaugap · yj. Gamintojo tikslas – maksimizuoti pelną duotai kainos sistemai, t. y. rasti
tokį gamybos planąy∗j , kad

p · y∗j = sup{p · yj: yj ∈ Yj} =: πi(p). (1.2)
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Rinkos pusiausvyra. Iš pradžių apibṙešime m ūsų nagrinėjamos rinkos ekonomikos elemen-
tus:

• Rinkoje yran vartotojųi ∈ {1, . . . , n} ir m gamintojųj ∈ {1, . . . ,m}. Iš viso rinkoje
funkcionuojam + n ekonominių veik̇ejų.

• Kiekvienas vartotojasi ∈ {1, . . . , n} turi savo pasirinkimų aibęXi ⊂ R` ir savo preferen-
cijos santykįºi aibėjeXi.

• Kiekvienas gamintojasj ∈ {1, . . . , m} turi savo gamybinę aibęYj ⊂ R`, ribojaňcią jo
technologinius pasirinkimus.

• Kiekvienas vartotojasi ∈ {1, . . . , n} turi pradinį įnašąei = (ei1, . . . , ei`) ∈ Xi ⊂ R`.
Tegulxi ∈ Xi ir yj ∈ Yj. Tokie prekių rinkiniai{xi}, {yj} ir {ei} įgalina apibṙežti tai, kas

vadinamavisumine pertekline paklausa:

Z({xi}, {yj}) :=
n∑

i=1

xi −
m∑

j=1

yj −
n∑

i=1

ei. (1.3)

Privati nuosavyḃe m ūsų nagriṅejamoje ekonomikoje apibrėžiama taip:
• vartotojui i ∈ {1, . . . , n} priklauso tokiaθij ∈ [0, 1] dalis j ∈ {1, . . . ,m} gamintojui

priklausaňcio pelno, kad
∑n

i=1 θij = 1 kiekvienamj.
Tada, duotai kainos sistemaip ∈ P , galima apskaičiuoti i-tojo vartotojopradinį turtą

wi = wi(p) := p · ei +
m∑

j=1

θijπj(p) ∈ R,

kai πj(p) yra j-tojo gamintojo pelnas (1.2). Žinant pradinį turtąwi ir kainos sistemąp ∈ P ,
i-tojo vartotojo biudžeto aiḃe yraβi(p, wi).

Dėl trumpumo,ekonomikavadinsime rinkinį

E = E({Xi,ºi, ei}, {θij}, {Yj}, P ), (1.4)

sudarytą iš aukš̌ciau apibṙežtų elementų. Šiosekonomikos b ūsenavadinsime bet kurį rinkinį
({xi}, {yj}, p), kuriamexi ∈ Xi, yj ∈ Yj ir p ∈ P .

Tarkime, kadE yra (1.4) ekonomika. Šios ekonomikos b ūseną({x∗i }, {y∗j}, p∗) vadinsime
rinkos pusiausvyra, jei galioja(a), (b) ir (c), čia

(a) kiekvienami, x∗i yra biudžeto aiḃesβi(p
∗, wi(p

∗)) maksimalus elementas;

(b) kiekvienamj, y∗j yra pelną maksimizuojantis gamybos planas, t. y.p∗ · y∗j = πj(p
∗);

(c) visumiṅe pertekliṅe paklausaZ({x∗i }, {y∗j}) = 0.

Pusiausvyros problema. Duotai kainos sistemaip ∈ P , i-tasis vartotojas pasirenka maksi-
malų elementąxi iš savo biudžeto aiḃes, t. y.

xi ∈ φi(p) := {x ∈ βi(p, wi(p)): (∀z ∈ βi(p, wi(p))) [x ºi y]}.

7



Tuo tarpuj-tasis gamintojas pasirenka pelną maksimizuojantį gamybos planąyj, t. y.

yj ∈ ψj(p) := {y ∈ Yj: (∀ z ∈ Yj) [p·y ≥ p·z]}.
Suḋeję gauname atitinkamai visuminę paklausą ir visuminę pasi ūlą:

φ(p) :=
n∑

i=1

φi(p) ir ψ(p) :=
m∑

j=1

ψj(p).

Kadangi tiekφi(p), tiek ψj(p) gali b ūti aiḃes sudarytos iš didesnio nei vienas elementas,čia
naudojama aibių sudėtis A + B := {x + y: x ∈ A, y ∈ B}. Gautos aiḃes ir visų vartotojų
pradinių turtų sumaw(p) :=

∑n
i=1 wi(p), apibṙežia aibę

ζ(p) := φ(p)− ψ(p) + w(p), (1.5)

kurią sudaro visumiṅes pertekliṅes paklausos vektoriai (1.3).
Sakysime, kad (1.4) ekonomikospusiausvyros problema turi sprendinį, jei egzistuoja tokia

kainos sistemap∗ ∈ P , kad0 ∈ ζ(p∗). Jei tokia kainap∗ egzistuoja ir yra vienintelė, tai sako-
ma, kad (1.4) ekonomikospusiausvyros problema turi vienintelį sprendinį. Tokiu b ūdu m ūsų
tikslas nustatyti tokias sąlygas (1.4) ekonomikai, kada pusiausvyros problema turi (vienintelį)
sprendinį.

Tarkime, kad visumiṅes pertekliṅes paklausos vektorių aibė (1.5) yra sudaryta iš vieno ele-
mento su kiekviena kainos sistemap ∈ P . Tokiu atvejuζ yra funkcija apibṙežta aiḃejeP ⊂ R`

ir reikšmes įgyjanti aiḃejeR`. Savo ruožtu, pusiausvyros problema turi sprendinį, jei vektorinė
lygtis ζ(p) = 0 turi sprendinį. Tai yra klausimas ar lygčių sistema





ζ1(p1, . . . , p`) = 0,
· · ·

ζ`(p1, . . . , p`) = 0,

turi sprendinį? Šios lyǧcių sistemos sprendinio paieška maždaug atitinka tą pusiausvyros egzis-
tavimo ir vienatinumo problemos formą, kurią jai suteikė Walras’as.

Kitas ekonomiṅes pusiausvyros problemos sprendimo etapas vadinamasstabilumotyrimu.
Stabilumo klausimas iškyla bandant suvokti ar egzistuoja rinkos „jėgos" stumiaňcios ekono-
minę sistemą pusiausvyros b ūsenos kryptimi? Klasikinė ekonomikos teorija rinkos judėjimą į
pusiausvyrą nusako vadinamuojutâtonnement’o procesu (apgraibomis, aklai – pranc ūzų kalbos
žodis). B ūtent tariama, kad egzistuoja išorinis rinkos „veikėjas", vadinamas rinkos aukcionie-
riumi, kurio vienintel̇e funkcija yra informuoti ir koordinuoti. Pirmas aukcionieriaus žingsnis
yra skelbti pradinę kainos sistemą, tarkimp(1) ∈ P . Rinkos veik̇ejai – vartotojai ir gamintojai
– atsakydami į tai paskelbia savo pasirinkimų rezultatusφ(p(1)) ir ψ(p(1)). Antruoju žingsniu
aukcionierius suskaičiuoja atitinkamą visumiṅes pertekliṅes paklausos vektorių aibęζ(p(1)).
Jei 0 ∈ ζ(p(1)), tai pusiausvyra pasiekta ir tâtonnement’o procesas baigtas. Priešingu atveju
aukcionierius skelbia naują kainos sistemąp(2) ∈ P ir tâtonnement’o procesas tęsiamas.

Rinkos aukcionieriaus kainos sistemos pasirinkimas remiasi vadinamuoju „pasi ūlos ir pa-
klausos ḋesniu", kurį naudojo Walras’as. Šio dėsnio esṁe yra ta, kad jei visumiṅe pertekli-
nė paklausa yra teigiama, t. y. paklausa yra didesnė už pasi ūlą, tai kaina yra didinama. At-
virkščiai, jei visumiṅe pertekliṅe paklausa yra neigiama, t. y. paklausa yra mažesnė už pasi ūlą,
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tai kaina yra mažinama. Besitęsiantis tâtonnement procesas generuoja kainos sistemos seką
p(1), p(2), . . . , p(k), . . .. Galima tarti, kad ši seka sudaryta priklausančios nuo laiko kainos siste-
mos funkcijosp(t) = (p1(t), . . . , p`(t)), t. y.ph(tk) = p

(k)
h su visaish kuriai nors laiko momentų

sekait1, t2, . . .. Be to, galima tarti, kad kainos sistema nuo laiko priklauso tolydžiai. Tada „pa-
si ūlos ir paklausos dėsnį" galima išreikšti sąlyga





p′1(t) = a1ζ1(p),
· · ·

p′`(t) = a`ζ`(p),

kai a1, . . . , a` yra teigiamos konstantos. Šios diferencialinių lygčių sistemos sprendinys, jei
egzistuoja, yra kainos sitemos vektoriusp(t). Pusiausvyros b ūseną atitinka pastovi kainos sis-
tema. Stabilumo klausimas reiškia ar, pradėjus bet kuria kainos sistemos reikšmep(1) = p(t1),
kainos sistemap(t) konverguos link pastovios kainos?

Problemos. Kitos prekių kainos mechanizmo aiškinimo teorijos: klasikinė ir marksistiṅe ga-
mybos kainų analiże, Wassily Leontief’s į̇ejimo-iṧejimo analiże, J. von Neumann’o tiesinio
programavimo modelis.

Pastabos. Tarp XXI amžiaus matematikos problemų yra ir problemos susijusios su bendrąja ekonomine pu-
siausvyra (žr. 8 problemą Smale (1998)). Kaip buvo minėta,čia aptariamas modelis yra statinis ta prasme, kad
kainos nekinta laike.

1.1 Problema. Praplėsti bendrosios ekonominės pusiausvyros matematinį modelį, leidžiant kainoms keistis laike.

Tokia teorija tuṙetų b ūti suderinama su dabar egzistuojančia statine bendrosios ekonominės pusiausvyros teo-
rija. S. Smale nuomone b ūtų labai gerai, jei kainų kitimas priklausytų nuo rinkos veikėjų elgesio. Detaliau apie šią
problemą ir jos matematinį formulavimą galima skaityti Smale (1981).

Papildoma literat ūra.

1. S. Smale. Global analysis and economics. Rinkinyje:Handbook of Mathematical Economics1, eds. K. J.
Arrow ir M. D. Intrilligator, (1981), pp. 331-370. North-Holland, Amsterdam.

2. S. Smale. Mathematical problems for the next century.The Mathematical Intelligencer, 20, No. 2 (1998)
7–15.
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Skyrius 2

Individualus alternatyvų pasirinkimas

Šiame skyriuje nagriṅejamas pasirinkimas tarp galimų alternatyvų. Alternatyvomis gali b ūti
prek̇es, darbo j̇ega, paslaugos, akcijos ir kitos gėryḃes. Kitame skyriuje nagriṅejama atskiras
alternatyvų aiḃes atvejis, kurį sudaro prekių rinkos gėrybių aiḃe. Šio skyriaus rezultatai toliau
naudojami pasirinkimams prekių rinkoje analizuoti. 5 Skyriuje nagrinėjami pasirinkimai tarp
kitokios r ūšies alternatyvų. B ūtent, jei individo pasirinkimo pasekmės priklauso nuo nežinomų
ateities įvykių, tai rinktis tenka tarp tokių įvykių tikimybių. Tuo atveju alternatyvomis yra
laikomi tikimybiniai skirstiniai.

Pasirinkimą tarp alternatyvų lemia jų naudingumas tam, kuris renkasi. Ekonomikoje nau-
dingumo sąvoka išreiškia gėrybių žmoṅems suteikiamos laiṁes ar malonumo vertinimą. Pa-
vienės alternatyvos suteikiamas naudingumas gali b ūti skirtingas kiekvienam individui. Todėl
šiame skyriuje nagriṅejamas atskiro individo alternatyvų pasirinkimas.

Alternatyvų vertinimas gali b ūti arba absoliučiais dydžiais arba santykiniu lyginimu. Pir-
muoju atveju naudingumas vadinamas kiekiniu (angl. cardinal utility), o antruoju – santykiniu
(angl. ordinal utility). Pirmame skyriuje nagrinėjamas santykinis naudingumas išreiškiamas
preferencijos sąvoka. Antrame skyriuje pereinama prie naudingumo funkcijos, kuri atitinka
kiekinį naudingumą.

2.1 Alternatyvų laukas

Racionalioji preferencija. TegulX yra bet kokių elementų aibė, oX ×X yra Dekarto san-
dauga, t. y. aiḃe {(x, y): x ∈ X, y ∈ X}. AibėsX binariuoju sąryšiu vadinamas bet kuris
poaibisA ⊂ X ×X.

Toliau aiḃesX elementams yra suteikiama alternatyvų interpretacija. Tuo atveju atitinka-
mai interpretuosime ir binarųjį sąryšįA, toliau vadindami jį alternatyvų aibėsX preferencijos
sąryšiu1 (angl. preference relation) ir žyṁedami jį simboliuº. Paprastai, vietoje(x, y) ∈ º
yra rašomax º y ir sakoma, kad "x yra ne blogesnis užy" arba galioja preferencijax º y.

Paprašciausias preferencijos sąryšio pavyzdys yra nelygybės≥ indukuotas binarusis sąryšis
realiųjų skaǐcių aiḃejeR. Kitame pavyzdyje tarkime, kadX = {1, 2, 3}, o preferencijąx º y

1Kitas preferencijos sąryšiui nusakyti naudojamas terminas yrapirmenybė
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apibṙežia savyḃe: x ≤ y, t. y. mažas skaičiusx yra ne blogiau už didelįy. Tada

º = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)} ⊂ X ×X.

Ekonomiṅeje analiżeje labai dažnai tariama, kad preferencijos sąryšiui galioja savybės, kurio-
mis tuṙetų pasižyṁeti „racional ūs" žmogaus pasirinkimai.

2.1 Apibrėžimas. Alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšisº vadinamasracionaliuoju(angl.
rational preference relation), jei jam galioja pilnumo aksiomaA.1 ir tranzityvumo aksiomaA.2,
t. y.

(A.1) su bet kuriaisx, y ∈ X, arbax º y arbay º x;

(A.2) jei x, y, z ∈ X, x º y ir y º z tai x º z.

Iš alternatyvų aiḃesX ir jos racionaliojo preferencijos sąryšioº sudaryta pora(X,º) vadinama
alternatyvų lauku.

AibėsX binarusis sąryšisº, kuriam galiojaA.1 ir A.2 aksiomos, matematikoje vadinamas
visiškuoju pusiautvarkiniu arba tiesiniu pusiautvarkiniu. Tuo tarpu visiškuoju tvarkiniu (angl.
complete ordering) vadinamas toks visiškosios pusiautvarkos binarusis sąryšisº, kuriam galio-
ja antisimetriškumoaksioma: su visaisx, y ∈ X, iš x º y ir y º x išplaukiax = y. Visiškojo
tvarkinio pavyzdžiu yra≥ nelygyḃe apibṙežta realiųjų skaičių aiḃejeR. Priminsime, kad aiḃes
X binarusis sąryšisº vadinamassimetriškujei x º y tada ir tik tada, kaiy º x su kiekvienu
x, y ∈ X ir vadinamasrefleksyviujei x º x su kiekvienux ∈ X.

Pilnumo aksiomoje žodžiai „arba ... arba ...." neatmeta galimybės, kad galioja abi preferen-
cijos: x º y ir y º x. Šie žodžiai reiškia, kadbentviena iš dviejų preferencijų yra galima.
Be to, pilnumo aksiomoje atvejux = y gaunama išvada, kad preferencijax º x galioja su
visaisx ∈ X, t. y. racionaliosios preferencijos sąryšis yra refleksyvus. Preferencijos sąryšis yra
neb ūtinai simetriškas ar antisimetriškas.

Alternatyvų aiḃejeX turint preferencijos sąryšįº, matematikoje įprastu b ūdu galima api-
brėžti kitus du binariuosius sąryšius:

(i) griežtos preferencijos sąryšiuvadinamas toks binarusis sąryšisÂ ⊂ X×X, kad su visais
x, y ∈ X

x Â y tada ir tik tada, kai x º y ir ¬[y º x]. (2.1)

Griežta preferencijax Â y taip pat išreiškiama žodžiais "x yra geresnis užy";

(ii) indiferentiškumo sąryšiuvadinamas toks binarusis sąryšis∼ ⊂ X × X, kad su visais
x, y ∈ X

x ∼ y tada ir tik tada, kai x º y ir y º x. (2.2)

Indiferentiškumasx Â y taip pat išreiškiamas žodžiais "x ir y yra lygiaveřciai" arba "x-as
yra pakeǐciamasy-u".
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Tarkime, kad(X,º) yra alternatyvų laukas, t. y.º yra alternatyvų aiḃesX racionalusis pre-
ferencijos sąryšis. Remiantis 2.2 ir 2.3 pratimais, indiferentiškumo sąryšis∼ yra refleksyvus,
tranzityvus ir simetrinis. Toks binarusis sąryšis vadinamasekvivalentumosąryšiu. Kiekvienam
x ∈ X, ekvivalentumo klasę[x] := {y ∈ X: y ∼ x} vadinsimeindiferentiškumo aibe. Dėl
ekvivalentumo sąryšio apibrėžimo, bet kurios dvi indiferentiškumo aibės arba nesikerta arba
sutampa. Jei preferencijos sąryšisº yra antisimetriškas, tai[x] = {x} su kiekvienux ∈ X.
Kad išvengti trivialaus atvejo, toliau tariama, kad egzistuoja tokiex, y ∈ X, kadx Â y.

Kitas teiginys papildo racionaliojo preferencijos sąryšio tranzityvumo savybę.

2.2 Lema. Tarkime, kad(X,º) yra alternatyvų laukas ir alternatyvomsx,y, z ∈ X galioja
preferencijosx º y ir y º z. Griežta preferencijax Â z galioja jei galioja bent viena iš
griežtų preferencijųx Â y arbay Â z.

Įrodymas. Tarkime, kad griežta preferencijax Â z nėra galima. Tada, remiantis 2.4 pratimu,
yra galima preferencijaz º x. Dėl preferencijos sąryšio tranzityvumo ir lemos prielaidų,
galime tvirtinti, kad yra galimos preferencijosy º x ir z º y. Kartu su prielaidom, tai reiškia,
kad galiojay ∼ x ir z ∼ y. Vadinasi ṅera galima neix Â y nei y Â z. Šis prieštaravimas
įrodo, kad griežta preferencijax Â z yra galima, ką ir reik̇ejo įrodyti.

Pasirinkimo aibė. Sakykime, kadº yra alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšis irB ⊂ X.
Aibę

C(B) := C(B;º) := {x ∈ B: (∀ z ∈ B)[x º z]} (2.3)

toliau vadinamąpasirinkimo aibe, sudaro iš aiḃesB šiuo preferencijos sąryšiu pasirinktos alter-
natyvos. AiḃejeB nėra alternatyvų, kurios b ūtų geresnės už aiḃesC(B) alternatyvas. Iš tikro,
jei z ∈ B, x ∈ C(B) ir z Â x, tai x º z, o to negali b ūti (koḋel?). Tokiu b ūdu preferencijos
sąryšisº apibṙežia individo pasirinkimąC(B) iš bet kurio alternatyvų poaibioB ⊂ X. Jei
pasirinkimo aiḃe yra netuš̌cia, tai ji – indiferentiškumo aiḃe (patikrinti!).

Vėliau, spręsdami vartotojo optimalaus pasirinkimo problemą, naudosimės pasirinkimo ai-
bėmis sudarytomis iš biudžeto aibių, t. y. aibėmis

φ(p, w) := C(β(p, w);º) = {x ∈ β(p, w): (∀ z ∈ β(p, w))[x º z]}, (2.4)

kai p ∈ P yra kainos sistema irw yra vartotojo pradinis turtas.
Tokiu b ūdu preferencijos sąryšis įgalina pasirinkti „geriausias" alternatyvas iš bet kurio al-

ternatyvų poaibio. Tǎciau realiame gyvenime preferencijos sąryšis nėra žinomas. Toḋel svarbu
aprašyti proced ūrą, įgalinančią nustatyti patį preferencijos sąryšį. Kitas teiginys rodo, kad prefe-
rencijos sąryšio žinojimas yra ekvivalentus visų pasirinkimo aibių iš dviejų elementų žinojimui.

2.3 Lema. Sakykime, kadº yra alternatyvų aibėsX pilnasis preferencijos sąryšis irx, y ∈ X.
Tada yra teisinga:

(a) griežta preferencijax Â y galioja tada ir tik tada, kai pasirinkimo aibėC({x, y}) = {x};
(b) indiferentiškumasx ∼ y galioja tada ir tik tada, kai pasirinkimo aibėC({x, y}) =

{x, y};
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(c) pasirinkimo aibėC({x, y}) yra netuščia.

Įrodymas. Įrodysime tik(a). Tarkime, kad galioja griežta preferencijax Â y. Tadax º y ir
x º x, t. y. x ∈ C({x, y}). Jeiy ∈ C({x, y}), tai y º x, kas prieštarauja prielaidaix Â y.
Todėl C({x, y}) = {x}.

Dabar tarkime atvirkš̌ciai, kadC({x, y}) = {x}. Pagal prielaidasy 6∈ C({x, y}) ir y º y.
Todėl¬[y º x]. Kadangi, be to,x º y, tai x Â y. Lemos įrodymas baigtas.

Kaip minėta, šis teiginys rodo, kad pasirinkimo aibių iš dviejų elementų žinojimas įgalina
nustatyti preferencijos sąryšį. Savo ruožtu, preferencijos sąryšis įgalina anksčiau miṅetu b ūdu
nustatyti pasirinkimo aibes iš bet kurių alternatyvų poaibių. Tačiau lieka svarbus klausimas apie
preferencijos sąryšio ir pasirinkimo aibių savybes, užtikrinančias pasirinkimo „racionalumą".
Šis klausimas yra nagrinėjamas toliau 2.4 skyrelyje.

Tolydusis alternatyvų laukas. Paprastai ekonomikoje nagrinėjami racionalios preferencijos
sąryšiai pasižymi papildomomis savybėmis. Viena iš jų yra tolydumo savybė.

2.4 Apibrėžimas. Sakykime, kad alternatyvų aibė X yra topologiṅe erdv̇e. Alternatyvų lauką
(X,º) ir racionalųjį preferencijos sąryšįº vadinsimetolydžiujei su kiekvienux ∈ X,

aibėsL(x) := {y ∈ X: y º x} ir R(x) := {y ∈ X: x º y} yra uždaros. (2.5)

Nesunku patikrinti, kad aiḃe R(x) yra uždara erdv̇ejeX tada ir tik tada, kaiy ∈ R(x) jei
y = limk→∞ yk ir yk ∈ R(x) su visaisk.

Naudojantis 2.4 Pratimu galima įsitikinti, kad aibės{y ∈ X: y º x} papildinys yra aiḃe
{y ∈ X: x Â y}, o aiḃes{y ∈ X: x º y} papildinys yra aiḃe {y ∈ X: y Â x}. Toḋel yra
teisingas

2.5 Teiginys. Alternatyvų laukas(X,º) yra tolydus tada ir tik tada, kai su kiekvienux ∈ X,

aibės{y ∈ X: y Â x} ir {y ∈ X: x Â y} yra atviros.

Nesunku patikrinti, kad toliau apibrėžtas preferencijos sąryšis yra racionalus bet atitinkamas
alternatyvų laukas ṅera tolydus (2.8 Pratimas).

2.6 Pavyzdys.Tegulx = (x1, . . . , x`) ir y = (y1, . . . , y`) yra du Euklidiṅes erdv̇esR` elemenai.
Abėcėliniu(angl. lexicographical) vadinamas preferencijos sąryšisº(L), jei su bet kuriaisx, y ∈
Rl, x º(L) y tada ir tik tada, kai galioja viena iš trijų sąlygų:(1) x1 > y1; (2) egzistuoja toksk,
2 ≤ k ≤ `, kadxi = yi visiems1 ≤ i < k ir xk > yk; ar (3) x = y.

Nesunku pasteḃeti, kad aḃeċelinė griežta preferencijax Â(L) y galioja tada ir tik tada,
kai teisinga viena iš pirmųjų dviejų abėċelinės preferencijos apibrėžimo sąlygų, o aḃeċelinis
indiferentiškumasx ∼(L) y galioja tada ir tik tada, kaix = y.

2.7 Teorema. Sakykime, kad(X,º) yra tolydusis alternatyvų laukas irB ⊂ X yra kompakti
aibė. Tada pasirinkimo aibėC(B) yra netuščia ir kompakti.
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Įrodymas. Naudojantis (2.5) žyṁejimu, pasirinkimo aiḃe

C(B) = ∩x∈B[L(x) ∩B]. (2.6)

Kadangi bet kurios uždarų aibių šeimos sankirta yra uždara,C(B) yra uždara aiḃe erdv̇ejeX.
Be to,C(B) yra kompakti, nes ji yra kompakčios aiḃesB uždaras poaibis. Parodysime, kad
C(B) yra netuš̌cia. Tarkime, kadx1, . . . , xp ∈ B. Remiantis preferencijos sąryšio racionalumu
ir baigtine matematine indukcija išplaukia, kad pasirinkimo aibėC({x1, . . . , xp}) yra netuš̌cia,
t. y. tarpx1, . . . , xp alternatyvų egzistuoja neblogesnė už visas kitas alternatyva. Tarkime, kad
tokia yra alternatyvaxp, t. y. xp º xi su visaisi = 1, . . . , p. Dėl preferencijos sąryšio tranzity-
vumo,L(xp) ⊂ L(xi) su visaisi = 1, . . . , p. Tada aibių sankirta∩p

i=1[L(xi)∩B] = L(xp)∩B
– netuš̌cia. Kadangi alternatyvosx1, . . . , xp ∈ B laisvai pasirinktos, uždarų aibių šeimos
{L(x) ∩ B: x ∈ B} bet kuri baigtiṅe sankirta yra netuščia. Remiantis A Priedo A.1 Teore-
ma ir aiḃesB kompaktumu, iš to išplaukia, kad (2.6) lygybės dešiṅe puṡe yra netuš̌cia, kas ir
įrodo, kadC(B) yra netuš̌cia. Q. E. D.

Pratimai.

1. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Irodyti, kad bet kuriamx ∈ X
nėra galima griežta preferencijax Â x.

2. Jei aiḃesX preferencijos santykisº yra tranzityvus, tai tranzityv ūs yra griežtos prefe-
rencijos santykisÂ ir indiferentiškumo santykis∼.

3. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad indiferentiškumo
santykis∼ yra refleksyvus ir simetrinis.

4. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriemsx, y ∈
X, griežta preferencijax Â y teisinga tada ir tik tada, kai¬[y º x].

5. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriemsx, y ∈
X, preferencijax º y teisinga tada ir tik tada, kai arbax Â y arbax ∼ y.

6. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriemsx, y ∈
X, indiferentiškumasx ∼ y teisingas tada ir tik tada, kai¬[x Â y] ir ¬[y Â x].

7. Tarkime, kad aiḃesX preferencijos santykisº yra pilnas. Įrodyti, kad bet kuriemsx, y ∈
X, arbax º y arbay Â x.

8. Įrodyti, kad aḃeċelinis preferencijos sąryšisº(L) (2.6 Pavyzdys) yra racionalus bet atitin-
kamas alternatyvų laukas(R`,º(L)) nėra tolydus.
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2.2 Naudingumo funkcija

Šiame skyrelyje nagriṅejamas funkcija apibrėžiamas preferencijos sąryšis. Tarkime, kadX yra
alternatyvų aiḃe, o u: X → R – funkcija. Su bet kuriaisx, y ∈ X sakysime, kadx ºu y
tada ir tik tada, kaiu(x) ≥ u(y). Kai kuriais atvejais patogiau tirti realias reikšmes įgyjančią
funkciją u, negu tiesiogiai tirti šia funkcija nusakomą preferencijos sąryšįºu. Toḋel svarbu
nustatyti kada preferncijos sąryšis yra išreiškiamas funkcija ir jei taip yra, nustatyti atitikimą
tarp funkcijosu ir preferencijos sąryšioºu savybių.

Remiantis tuo, kad(R,≥) yra visiškai sutvarkyta aiḃe, nesunku įsitikinti tuo, kad preferen-
cijos sąryšisºu alternatyvų aiḃejeX yra racionalus. B ūtent yra teisingas

2.8 Teiginys. Jei X yra alternatyvų aibė iru: X 7→ R – funkcija, tai pora(X,ºu) yra alter-
natyvų laukas.

Taigi, bet kuris funkcija apibṙežiamas preferencijos sąryšis yra racionalus. Todėl apibṙežda-
mi naudingumo funkciją galime tarti, kad preferencijos sąryšis yra racionalus.

2.9 Apibrėžimas. Funkcijau: X → R vadinama alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funk-
cija, arba sakoma, kad alternatyvų laukas(X,º) yra išreiškiamas naudingumo funkcijau, jei
º = ºu t. y. su visaisx, y ∈ X,

u(x) ≥ u(y) tada ir tik tada, kai x º y. (2.7)

Sakykime, kad alternatyvų aibėje turime racionalų preferencijos sąryšį. Klausimas: ar toks
sąryšis visada išreiškiamas naudingumo funkcija? Bendru atveju atsakymas į šį klausimą yra
neigiamas. Tai išplaukia iš kito teiginio kadangi abėċelinis preferencijos sąryšis yra racionalus.

2.10 Teiginys. Sakykime, kadº(L) yra alternatyvų aibėsR2 abėcėlinis preferencijos sąryšis.
Neegzistuoja funkcijau: R2 → R tokia, kadºu = º(L).

Įrodymas. Tarkime priešingai, kadu: R2 → R yra tokia funkcija, kadºu = º(L). Tada su bet
kuriaisx = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2,

u(x) ≥ u(y) ⇐⇒ x1 > y1 arba [ x1 = y1 ir x2 ≥ y2 ].

Fiksuokime realiųjų skaičių porąy2 < x2 ir apibṙežkime funkcijasf := u(·, x2), g := u(·, y2).
Naudojantis 2.1 Pratimu, nesunku patikrinti, kad su bet kuriuo realiuoju skaičiumi z, atviras
intervalas(g(z), f(z)) = (u(z, y2), u(z, x2)) yra netuš̌cias. Be to, su bet kuriais dviem realiai-
siais skaǐciais z1, z2 intervalai(g(z1), f(z1)) ir (g(z2), f(z2)) nesikerta. Tokiu b ūdu gavome,
kad egzistuoja abipus vienareikšmė atitiktis tarp (nesuskaičiuojamos) realiųjų skaičių aiḃes ir
(skaǐcios) netuš̌cių bei nesikertaňcių atvirų intervalų aiḃes. Ši prieštara įrodo teiginį.

Toliau matysime, kad Euklidiṅeje erdv̇eje bet kuris tolydų alternatyvų lauką apibrėžiantis
preferencijos sąryšis yra išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcija. Šio fakto įrodymas nėra
lengvas. Toḋel verta praḋeti nuo paprastesnio ir tolydumo poži ūriu bendresnio teiginio įrody-
mo. B ūtent įrodysime, kadbaigtinėsalternatyvų aiḃes racionalusis preferencijos sąryšis visada
išreiškiamas naudingumo funkcija.
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2.11 Teiginys. Sakykime, kadX yra baigtinė alternatyvų aibė. Tada kiekvienas alternatyvų
laukas(X,º) yra išreiškiamas naudingumo funkcija.

Įrodymas. Sakykime, kadº yra alternatyvų aiḃesX racionalusis preferencijos sąryšis. Su
kiekvienux ∈ X, apibṙežkime aibęR(x) := {z ∈ X: x º z} ir skaǐcių u(x) := #R(x), kuris
yra aiḃesR(x) elementų skaičius. Tai, kad funkcijau yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo
funkcija parodysime naudodamiesi 2.2 Pratimu. Sakykime, kadx, y ∈ X.

Iš pradžių tarkime, kadx º y. Pakanka parodyti, kadR(x) ⊃ R(y). Tegulz ∈ R(y). Tada
y º z. Kadangix º y, remiantis preferencijos sąryšio tranzityvumu,x º z, tai yraz ∈ R(x).
Iš čia išplaukia tai, kadR(x) ⊃ R(y).

Dabar tarkime, kadx Â y. Kaip ir ankstesniame žingsnyje gauname, kadR(x) ⊃ R(y).
Remiantis 2.4 Pratimu, galioja¬[y º x]. Todėl x ∈ R(x) betx 6∈ R(y), tai u(x) = #R(x) >
#R(y) = u(y). Tokiu b ūdu (2.7) įrodyta remiantis 2.2 Pratimu. 2.11 Teiginio įrodymas baigtas.

Sakykime, kadu yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija. Jeix ∈ X ir r :=
u(x), tai {

{z ∈ X: u(z) ≥ r} = {z ∈ X: z º x} ir
{z ∈ X: u(z) ≤ r} = {z ∈ X: x º z}. (2.8)

Tokiu b ūdu, jei funkcijau yra tolydi, tai visos šios aiḃes yra uždaros ir toḋel alternatyvų lau-
kas(X,º) yra tolydusis. Toliau parodysime, kad pakankamai bendroje alternatyvų aibėjeX
teisingas atvirkš̌cias teiginys. Atskiru atveju jis teisingas, kai alternatyvų aibė yra bet kuris
Euklidinės erdv̇esR` poaibis.

2.12 Teorema.Sakykime, kadX yra skaičią atvirų aibių bazę turinti topologinė erdvė, o alter-
natyvų laukas(X,º) yra tolydus. Tada jis yra išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcija.

Įrodymas. Tegul U1, U2, . . . yra skaiti atvirų aibių baże erdv̇eje X. Su kiekvienux ∈ X,
apibṙežkime

N(x) := {n ∈ N: x Â z, ∀ z ∈ Un} ir v(x) :=
∑

n∈N(x)

1

2n
;

čia suma lygi nuliui jeiN(x) = ∅. Jeiy º x, tai N(y) ⊇ N(x) ir todėl v(y) ≥ v(x). Tarkime,
kady Â x. Kadangi aiḃe G(y) := {z ∈ X: y Â z} yra atvira, egzistuoja tokia bazės atviroji
aibė Un, kadx ∈ Un ir Un ⊂ G(y). Toḋel v(y) > v(x) kadangin ∈ N(y) bet n 6∈ N(x).
Remiantis 2.2 Pratimu,v yra naudingumo funkcija. Tačiau funkcijav neb ūtinai tolydi.

Tolydžios naudingumo funkcijos įrodymui naudosimės tokia funkcijos tolydumą užtikri-
naňcia savybe. Sakykime, kadS yra realiųjų skaǐcių aiḃe. Šios aiḃesspraga(angl. lacuna)
vadinamas toks suS nesikertantis ir neišsigimęs realiųjų skaičių intervalas, kurio galai (t. y.
tikslieji viršutinis ir apatinis ṙežiai) priklausoS. Didžiausia aiḃesS spraga vadinamaplyšiu
(angl. gap).

2.13 Lema. Tolydžiojo alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcijag: X → R yra tolydi jei
vaizdo aibėsg(X) plyšys yra atviras.
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Įrodymas. Funkcijag yra tolydi tada ir tik tada, kai su bet kuriuor ∈ R
{

aibė U(r) := {z ∈ X: g(z) ≤ r} yra uždara, t. y.g – pusiautolydi iš apǎcios, ir
aibė V (r) := {z ∈ X: g(z) ≥ r} yra uždara, t. y.g – pusiautolydi iš viršaus.

Parodysime, kad iš tikro aibėsU(r) ir V (r) yra uždaros su bet kuriuor ∈ R.
I atvejis: r ∈ g(X), t. y. r = g(x) su kuriuo norsx ∈ X. Tada aiḃesU(r) ir V (r) yra

uždaros ḋeka (2.8) sąryšių sug vietojeu ir dėl (X,º) alternatyvų lauko tolydumo.
II atvejis: r priklauso atviramg(X) plyšiui, t. y.r ∈ (a, b) ir a, b ∈ g(X). Tada

{
U(r) = {z ∈ X: g(z) ≤ r} = {z ∈ X: g(z) ≤ a} ir
V (r) = {z ∈ X: g(z) ≥ r} = {z ∈ X: g(z) ≥ b}.

Šios aiḃes yra uždaros remiantis I atveju.
III atvejis:

Tolydžiosios naudingumo funkcijos egzistavimo įrodymui užbaigti pakanka parodyti, kad
egzistuoja tokia funkcijaf : v(X) → R, kuri yra diḋejanti, o jos vaizdas gali turėti tik atvirus
plyšius. Tada trokštama tolydžioji naudingumo funkcija yra kompozicijau := f◦v. Taigi liko
pasiremti teiginiu:

2.14 Lema. Sakykime, kadS yra realiųjų skaičių aibė. Egzistuoja tokia didėjanti funkcija
f : S → R, kurios vaizdof(S) plyšiai yra atviri intervalai.

Šis teiginys vadinamas „plyšio lema" (angl. Gap Lemma). Originalus šio teiginio įrodymas
yra pateiktas Debreu [5, 12 Skyrius]. „Plyšio lema" yra fundamentalus naudingumo funkcijų
teorijos rezultatas, iš kurio išplaukia daug gylių šios teorijos išvadų ir taikymų. Šiuo metu yra
žinoma keletas skirtingų šios lemos įrodymų. 2.12 Teoremos įrodymas baigtas.

Tegul u yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija, oφ: u(X) 7→ R yra diḋejan-
ti, t. y. griežtai monotoniṅe, funkcija. Tada kompozicijaφ◦u yra to paties alternatyvų lauko
(X,º) naudingumo funkcija. Teisingas ir atvirkščias teiginys. Tarkime, kadu ir v yra dvi to
paties alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcijos. Tada egzistuoja tokia didėjanti funkcija
ψ: u(X) 7→ R, kadv = φ◦u. Iš tikrųjų, su kiekvienur ∈ u(X) ⊂ R, apibṙežkimeφ(r) := v(x);
čia x yra bet kuris aiḃesu−1(r) := {x ∈ X: u(x) = t} elementas. Toks apibrėžimas yra ko-
rektiškas, kadangiu−1(r) yra alternatyvų lauko(X,º) indiferentiškumo aiḃe (patikrinti). Be
to, funkcijaφ yra diḋejanti: jei s, t ∈ u(X) ir s > t, tai x Â y su bet kuriaisx ∈ u−1(s),
y ∈ u−1(t), ir todėl φ(s) = v(x) > v(y) = φ(t). Pagaliauv(x) = φ(u(x)) teisinga su visais
x ∈ X pagalφ apibṙežimą. Tokiu b ūdu įrodytas

2.15 Teiginys. Sakykime, kadu, v: X 7→ R yra funkcijos iru yra alternatyvų lauko(X,º)
naudingumo funkcija. Tadav taip pat yra (X,º) naudingumo funkcija tada ir tik tada, kai
egzistuoja tokia didėjanti funkcijaφ: u(X) 7→ R, kadv = φ◦u.
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Pratimai.

1. Funkcijau: X 7→ R yra alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcija tada ir tik tada,
kai išpildyta(a) ir (b), čia

(a) su visaisx,y ∈ X, y Â x tada ir tik tada, kaiu(y) > u(x);

(b) su visaisx,y ∈ X, y ∼ x tada ir tik tada, kaiu(y) = u(x).

2. Funkcijau: X 7→ R yra alternatyvų lauko(X,º) naudos funkcija tada ir tik tada, kai
išpildyta(a) ir (b), čia

(a) su visaisx,y ∈ X, jei y º x tai u(y) ≥ u(x);

(b) su visaisx,y ∈ X, jei y Â x tai u(y) > u(x).

2.3 Alternatyvų lauko savyḃes ir pavyzdžiai

Toliau šiame skyrelyje tariama, kad alternatyvų aibė X yra Euklidiṅes erdv̇esR` poaibis. Tai
yra atskiras topologiṅes erdv̇es atvejis, kurioje yra apibrėžtos tiesiṅes operacijos, suderintos su
topologija apibṙežiama naudojantis skaliarine sandauga (detaliau paaiškinta Priede). Ši papil-
doma matematiṅe strukt ūra leidžia išskirti ir tirti subtilesnes alternatyvų aibės savybes.

Iškilumas. Šiose paskaitose aptariamoji bendrosios ekonominės pusiausvyros versija iš es-
mės remiasi aiḃes iškilumo savybe. Priminsime, kad tiesinės erdv̇es aiḃeX vadinamaiškila jei,
kartu su bet kuriais šios aibės elementaisx, y, jai taip pat priklauso elementaiλx + (1 − λ)y
su kiekvienuλ ∈ (0, 1). Greta alternatyvų aiḃes iškilumo, bus reikalaujama ir panašios, toliau
apibṙežiamos, alternatyvų lauko savybės.

2.16 Apibrėžimas. Sakykime, kad alternatyvų aibė X ⊂ R` yra iškila. Alternatyvų laukas
(X,º) vadinamasiškilu jei yra iškila aiḃe{z ∈ X: z º x} su visaisx ∈ X.

Kaip matysime, alternatyvų lauko iškilumas reiškia, kad indiferentiškų alternatyvų „miši-
nys" yra neblogesnis už kiekvieną jų atskirai. Iš tikro, alternatyvų lauko iškilumo apibrėžimas
ekvivalentus bet kuriai iš kitoje lemoje formuluojamų savybių(b) ir (c), o si ūloma iškilumo
interpretacija išplaukia iš(b) savyḃes.

2.17 Lema. Sakykime, kad alternatyvų aibėX ⊂ R` yra iškila. Alternatyvų lauko(X,º)
savybės(a), (b) ir (c) yra ekvivalenčios:

(a) (X,º) yra iškilas;

(b) su bet kuriaisx, y ∈ X, jei y º x, tai λy + (1− λ)x º x su kiekvienuλ ∈ [0, 1];

(c) aibė{z ∈ X: z Â x} yra iškila su visaisx ∈ X.
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Įrodymas. (a) ⇒ (b): Jeix, y ∈ X ir y º x, tai x, y ∈ {z ∈ X: z º x} = L(x). Kadangi
L(x) aibė yra iškila, taiλy + (1 − λ)x ∈ L(x) su kiekvienuλ ∈ [0, 1]. Iš čia ir išplaukia(a)
savyḃe.

(b) ⇒ (c): Tegulλ ∈ [0, 1]. Parodysime, kad išy Â x ir z Â x išplaukiaλy+(1−λ)z Â x.
Remiantis pilnumo aksiomaA.1, galioja arbaz º y arbay º z. Pirmuoju atveju,(b) sąlygos
dėka,λz + (1 − λ)y º y. Remiantis 2.2 Lema, iš pastarojo sąryšio iry Â x gauname, kad
λz + (1− λ)y Â x. Antruoju atveju, ta pati išvada išplaukia analogiškai pasinaudojus tuo, kad
z Â x. Tokiu b ūdu įroḋeme(c) savybę.

(c) ⇒ (a): Tarkime, kad(a) savyḃe neteisinga. Tada egzistuoja tokios alternatyvsx, y, z ∈
X ir λ ∈ (0, 1), kadz º x, y º x betλz + (1 − λ)y º x neteisinga. Tada naudojantis 2.4
Pratimo teiginiu, teisingasx Â λz + (1− λ)y sąryšis. Remiantis 2.2 Lema, iš šio sąryšio kartu
suz º x išplaukia sąryšisz Â λz + (1 − λ)y. Simetriški samprotavimai leidžia tvirtinti, kad
y Â λz + (1 − λ)y. Remiantis(c) savybe, tada yra teisingasλz + (1 − λ)y Â λz + (1 − λ)y
sąryšis, kuris prieštarauja 2.1 Pratimo teiginiui. Vadinasi(a) savyḃe teisinga. 2.17 Lemos
įrodymas baigtas.

Neretai alternatyvų lauko savybes galima charakterizuoti jį išreiškiančios naudingumo funk-
cijos savyḃemis. Taip yra ir su alternatyvų lauko iškilumu; tokia jį išreiškiančios naudingumo
funkcijos savyḃe yra kvazi-įgaubtumas.

2.18 Apibrėžimas. Sakykime, kadX ⊂ R`. Funkcijau: X 7→ R vadinamakvazi-įgaubtajei
u(λx + (1− λ)y) ≥ min{u(x), u(y)} su visaisx, y ∈ X ir su bet kuriaisλ ∈ [0, 1].

Toliau formuluojama miṅetoji iškilumo charakterizacijos savybė. Jos įrodymas si ūlomas
kaip pratimas skaitytojui.

2.19 Teiginys. Sakykime, kad alternatyvų laukas(X,º) yra išreiškiamas naudingumo funkcija
u: X → R. Tada(X,º) yra iškilas tada ir tik tada, kaiu yra kvazi-įgaubta.

Pirmajame skyrelyje buvo nagrinėjama pasirinkimo aiḃe parodant, kad tam tikrais atvejais
ji yra netuš̌cia. Vėliau parodysime (3.2 Teorema), kad tokia aibė, tiksliau biudžeto aiḃe, yra
sudaryta iš vienintelio elemento jei ji pasižymi toliau apibrėžiama savybe (palygink ją su 2.17
Lemos(b) savybe) .

2.20 Apibrėžimas. Sakykime, kadX ⊂ R`. Alternatyvų laukas(X,º) vadinamasgriežtai
iškilu jei tokioms alternatyvomsx, y ∈ X, kadx 6= y ir x º y, griežta preferencijaλx + (1 −
λ)y Â y galioja su kiekvienuλ ∈ (0, 1).

Griežtai iškilo alternatyvų lauko indiferentiškumo aibė neturi atkarpų. Be to, griežtai iškilo
alternatyvų lauko(X,º) naudingumo funkcijau tenkina savybę:u(λx + (1− λ)y) > u(y) su
visaisλ ∈ (0, 1) jei x, y ∈ X, x 6= y ir x º y.

Monotoniškumas. Toliau aptariama preferencijos sąryšio savybė išreiškia individo poreikio
tokioms alternatyvoms, kaip gėryḃes, pob ūdį. Alternatyvųkiekio(o ne suteikiamo naudingumo)
lyginimas Euklidiṅeje erdv̇eje gali b ūti išreikštas įprasta nelygybe tarp vektorių. B ūtent, tarp
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bet kurių Euklidiṅes erdv̇esR` vektorių x = (x1, . . . , x`) ir y = (y1, . . . , y`) yra apibṙežtas
binarusis sąryšisx ≥ y reiškiantis, kadxi ≥ yi su visaisi = 1, . . . , `.

2.21 Apibrėžimas. Sakykime, kadX ⊂ R` yra alternatyvų aiḃe irº yra šios aiḃes racionalusis
preferencijos sąryšis. Alternatyvų laukas(X,º) vadinamassilpnai monotoniniujei su kiek-
vienu x, y ∈ X iš nelygyḃesx ≥ y išplaukia preferencijax º y. Jei iš nelygybiųx ≥ y ir
x 6= y išplaukia griežta preferencijax Â y tai alternatyvų laukas(X,º) vadinamasstipriai
monotoniniu.

Nesunku pasteḃeti, kad stipriai monotoninis alternatyvų laukas taip pat yra silpnai monoto-
ninis. Preferencijos sąryšio stipraus monotoniškumo savybę galima interpretuoti kaip individo
„godumo" išraiška: nepriklausomai nuo esamo gerovės lygmens, bet koks alternatyvų rinkinio
padiḋejimas suteikia griežtai stipresnį pasitenkinimą.

Tarkime, kadº yra alternatyvų aiḃesR`
+ racionalusis preferencijos sąryšis. Su kiekvienu

x ∈ R`
+, apibṙežkime

uº(x) := sup {r ≥ 0: x º re = (r, . . . , r)}, (2.9)

kai e := (1, . . . , 1) ∈ R`
+ yra vienetinis vektorius, o tuščios aiḃes supremumas yra−∞. Parody-

sime, kaduº yra naudingumo funkcija jei alternatyvų laukas yra tolydus ir stipriai monotoninis.

2.22 Teorema.Sakykime, kad alternatyvų laukas(R`
+,º) yra tolydus ir stipriai monotoninis.

Tada(2.9) sąryšiu apibrėžta funkcijauº: R`
+ → R+ yra tolydžioji alternatyvų lauko(R`

+,º)
naudingumo funkcija.

Įrodymas. Tarkime, kadx ∈ R`
+. Kadangix ≥ 0 (= 0e) ir todėl x º 0 dėl alternatyvų lauko

silpno monotoniškumo, aibė{r ≥ 0: x º re} netuš̌cia. Be to, ši aiḃe yra apṙežta. Jei ne, tai su
visais pakankamai dideliaisn, ne ≥ x ir x º ne. Dėl griežto monotoniškumo,x º ne Â x.
Remiantis 2.2 Lemax Â x - prieštaravimas įrodantis, kad{r ≥ 0: x º re} aibė apṙežta. Toḋel
uº(x) < +∞ ir (2.9) korektiškai apibṙežia funkcijąu: R`

+ → R+.
Parodysime, kaduº yra alternatyvų lauko(R`

+,º) naudingumo funkcija. Kadangi(R`
+,º)

yra tolydus, remiantis (2.9) apibrėžimu gauname, kad

uº(x)e ∼ x (2.10)

su kiekvienux ∈ R`
+. Iš čia nesunkiai išplaukia, kaduº(x) = uº(y) tada ir tik tada, kaix ∼ y.

Remiantis 2.1 Pratimu, pakanka parodyti, kaduº(x) > uº(y) tada ir tik tada, kaix Â y. Jei
uº(x) > uº(y), tai ḋel stipraus monotoniškumo

x º uº(x)e Â uº(y)e º y

ir todėl x Â y remiantis 2.2 Lema. Atvirkš̌ciai, jei x Â y, tai

uº(x)e º x Â y º uº(y)e

ir todėl uº(x)e Â uº(y)e remiantis 2.2 Lema. Jei b ūtųuº(x) ≤ uº(y), tai gautume prieštara-
vimą paskutinei išvadai ḋel silpno monotoniškumo ir 2.4 Pratimo. Todėl uº(x) > uº(y). Iš čia
išplaukia, kaduº yra naudingumo funkcija.
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Tarkime, kadlimn→∞ xn = x erdv̇ejeR`
+. Parodysime, kaduº(xn) → uº(x) kai n → ∞.

Sakykime, kad taip ṅera. Tada egzistuoja toks begalinis posekis{uº(x′n)}, kuris nepriklauso
kuriai norsuº(x) aplinkai. Kadangi erdv̇ejeR`

+ konverguojanti seka yra aprėžta, o preferencijos
sąryšisº yra silpnai monotoniškas, tai seka{uº(x′n)} yra apṙežta. Be to, iš kiekvienos aprėžtos
realiųjų skaǐcių sekos galima išrinkti konverguojantį posekį. Todėl galime tarti, kaduº(x′n) →
α sun →∞ kuriam norsα 6= uº(x). Tarkime, kadα > uº(x) ir β := [α+uº(x)]/2. Kadangi
α > β, uº(x′n) > β ir todėl uº(x′n)e Â βe su visais pakankamai dideliaisn. Remiantis
(2.10),x′n ∼ uº(x′n)e su visaisn. Kadangi nagriṅejamas alternatyvų laukas tolydus, ox′n → x,
iš čia išplaukia, kaduº(x)e ∼ x º βe – prieštaravimas tam, kadβ > uº(x). Simetriški
argumentai rodo, kad prieštaravimas gaunamas ir tuo atveju, kaiα < uº(x). Toḋel prielaida,
kad begalinis posekis{uº(x′n)} nepriklauso kuriai norsuº(x) aplinkai, yra negalima. Vadinasi
uº(xn) → uº(x) sun →∞, t. y. naudingumo funkcijauº tolydi. Teoremos įrodymas baigtas.

Sakykime, kad(R`,º) yra stipriai monotoninis alternatyvų laukas. Bet kurioje šio lauko
alternatyvų vektoriaus aplinkoje yra už jį didesni ir todėl griežtai geresni alternatyvų vektoriai.
Neretai pakaks vienos šios savybės, ḋel ko pateisinamas kitas apibrėžimas.

2.23 Apibrėžimas. Sakykime, kadX ⊂ R` ir ‖ · ‖ yra Euklidiṅes erdv̇es norma. Alternatyvų
laukas(X,º) vadinamaslokaliai nepasotinamu(angl. local nonsatiation), jei duotiemsx ∈ X
ir ε > 0 egzistuoja toks alternatyvų vektoriusy ∈ X, kad‖x − y‖ < ε ir y Â x. alternatyvų
laukas(X,º) vadinamasnepasotinamu, jei kiekvienamx ∈ X egzistuoja toks alternatyvų
vektoriusy ∈ X, kady Â x.

Lokalus nepasotinamumas reiškia, kad bet kurios alternatyvos kiekvienoje aplinkoje visada
egzistuoja geresnė alternatyva. Lokaliai nepasotinamo gėrybių lauko indifirentiškumo aiḃes
negali tuṙeti netuš̌cio vidaus ir šia prasme jos yra „plonos".

Panagriṅesime keletą naudingumo funkcijos pavyzdžių.

Tobulieji pakaitalai. Sakykime, kad realieji skaičiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo funkcija

u(x) = ax1 + bx2, x = (x1, x2) ∈ R2
+, (2.11)

apibṙežtas alternatyvų laukas(X,º), X ⊂ R2
+ vadinamastobulaisiais pakaitalais. Šio alterna-

tyvų lauko indiferentiškumo aiḃe

{(x1, x2) ∈ R2
+: ax1 + bx2 = c}, c > 0,

yra atkarpa, kurios nuolydis (angl. slope) yra pastovus dydis−(a/b) nesx2 = c/b− (a/b)x1, o
alternatyvos yra keistinos santykiua/b. Alternatyvas interpretuojant gėryḃemis, dvi ġeryḃes yra
tobulaisiais pakaitalais, jei vartotojas norėtų vieną iš jų keisti kitapastoviusantykiu. Pavyzdžiui,
kai a = b = 1, vienodai geistinamomis alternatyvomis galėtų b ūti skirtingų spalvų pieštukai.
Šio alternatyvų lauko indiferentiškumo aibę sudaro tokios alternatyvos(x1, x2) ∈ R2

+, kadx1 +
x2 = const. Apskritai, tobulieji pakaitalai yra iškilas bet ne griežtai iškilas alternatyvų laukas.
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Tobulieji papildiniai. Sakykime, kad realieji skaičiai a > 0 ir b > 0. Naudingumo funkcija

u(x) = min{ax1, bx2}, x = (x1, x2) ∈ R2
+, (2.12)

apibṙežtas alternatyvų laukas(X,º), X ⊂ R2
+ vadinamastobulaisiais papildiniais. Alternaty-

vas interpretuojant ġeryḃemis, tobulieji papildiniai yra ġeryḃes, kurios visada vartojamos kartu
ir pastoviu santykiu. Kaia = b = 1, tokių gėrybių pavyzdžiu galėtų b ūti dešiniosios ir kai-
riosios kojos batai. Šiuo atveju (2.12) naudingumo funkcija išreiškiamas preferencijos sąryšis
nurodo, kad vartotoją domina tik maksimalus išx1 ir x2 sudarytų porų skaičius. Apskritai, tobu-
lieji papildiniai taip pat yra iškilas bet ne griežtai iškilas alternatyvų laukas. (2.12) naudingumo
funkcija naudojama gamybos funkcijai apibrėžti vadinamosios Leontief’o technologijos atveju.

Cobb’o–Douglas’o naudingumo funkcija. Sakykime, kad realieji skaičiai c > 0 ir d > 0.
Naudingumo funkcija

u(x) = xc
1x

d
2, x = (x1, x2) ∈ R2

+, (2.13)

apibṙežtas alternatyvų laukas(R2
+,º) vadinamasCobb’o–Douglas’oalternatyvų lauku. Kaip

žinome, monotoniṅe naudingumo funkcijos transformacija nekeičia alternatyvų lauko. Pakėlę
naudingumo funkciją laipsniu1/(c+d) ir pažyṁejęε := c/(c+d), gauname tą patį alternatyvų
lauką išreikštą tokia naudingumo funkcija:

v(x) = xε
1x

1−ε
2 , x = (x1, x2) ∈ R2

+. (2.14)

P. Douglas buvo XX amžiaušCikagos universiteto ekonomistas o Ch. Cobb buvo Amerikos
koledžo matematikas. (2.13) naudingumo funkcija taip pat yra naudojama gamybos funkcijai
apibṙežti vadinamosios Cobb’o–Douglas’o technologijos atveju.

CES naudingumo funkcija. Sakykime, kad realieji skaičiai a > 0, b > 0 ir 0 < ρ < ∞.
CES naudingumo funkcija (angl. the constant elasticity of substitution) yra

u(x) = [axρ
1 + bxρ

2]
1/ρ, x = (x1, x2) ∈ R2

+.

Kai ρ = 1 gauname tobulųjų pakaitalų naudingumo funkciją (2.11).

Pratimai.

1. Įrodyti 2.19 Teiginį.

2. Parodyti, kad tobulųjų pakaitalų alternatyvų laukas(R2
+,º) yra tolydus, stipriai monoto-

ninis, iškilas bet ne griežtai iškilas.

3. Parodyti, kad tobulųjų papildinių alternatyvų laukas(R2
+,º) yra tolydus, silpnai monoto-

ninis bet ne stipriai monotoninis, iškilas bet ne griežtai iškilas.

4. Parodyti, kad Cobb’o–Douglas’o alternatyvų laukas(R2
+,º) yra tolydus, stipriai mo-

notoninis ir griežtai iškilas. (Įrodant pastarąją savybę galima naudotis (2.14) išraiška,
funkcijosu 7→ uε, 0 < ε < 1, įgaubtumu ir tuo, kad išab ≥ 1 išplaukiaa + b ≥ 2.)
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5. Parodyti, kad CES naudingumo funkcijos parametruiρ → 0 riboje gaunama Cobb’o–
Douglas’o naudingumo funkcija (2.14) suε = a/(a + b).

6. Parodyti, kad CES naudingumo funkcijos parametruiρ → −∞ riboje gaunama Leon-
tief’o naudingumo funkcija (2.12) sua = b = 1.

7. Alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšisº vadinamasmonotoniniu, jei su bet kuriais
x, y ∈ X ir y À x galioja griežta preferencijay Â x; čia y = {yi} À {xi} = x
reiškiayi > xi su kievienui. Parodyti, jog tranzityvus, lokaliai nepasotinamas ir silpnai
monotoninis preferencijos sąryšis yra monotoninis.

2.4 Atskleistoji preferencija

Ankstesniuose skyreliuose apibrėž̇eme ir nagriṅejome racionalųjį preferencijos sąryšį ir nau-
dingumo funkciją. Žinant individo preferencijas, nesunku apibudinti jo pasirinkimus. Tačiau
preferencijos sąryšis neegzistuoja tikrovėje išreikštiniame pavidale. Ḋel to kyla klausimas, ar
galima nustatyti preferencijos sąryšį bei jo savybes netiesiogiai – stebint individo elgesį? Atsa-
kydami į šį klausimą pasinaudosime tuo, kad iš principo galima stebėti įvairius individo pasirin-
kimo atvejus esant skirtingoms alternatyvų aibėms. Žinant tokio pasirinkimo rezultatus galima
tikėtis sukonstruoti stebėtąjį pasirinkimą atitinkaňcius preferencijos sąryšį ir naudingumo funk-
ciją. Tokia pasirinkimo rekonstrukcija yra vadinamaatskleistosios preferencijos analize(angl.
revealed preference analysis).

Pasirinkimo strukt ūra. 2.1 skyrelyje jau iliustravome preferencijos ir pasirinkimo tarpusa-
vio priklausomybę apibṙeždami (2.3) lygybe pasirinkimo aibęC(B;º) ⊂ X. Toliau šią aibę
žymėsime su žvaigždute:

C∗
º(B) ≡ C∗(B,º) := {x ∈ B: (∀ y ∈ B)[x º y]} ⊂ B (2.15)

su bet kuria alternatyvų aibeB ⊂ X. Remiantis 2.7 Teorema, jei(X,º) yra tolydusis alterna-
tyvų laukas ir aiḃe B ⊂ X kompakti, tai pasirinkimo aiḃe C∗

º(B) netuš̌cia. Sakykime, kadB∗
žymi alternatyvų aiḃesX visų netuš̌cių ir kompaǩcių paibių klasę, o(X,º) yra tolydusis al-
ternatyvų laukas. Tada (2.15) pasirinkimo aibės apibṙežia tai, ką vadinsime pasirinkimuC∗

º(·).
Tiksliai kalbant, pasirinkimas yra atitiktis iš aibėsB∗ į aibęX:

C∗
º(·): B 7→ C∗(B;º) ⊂ B, ∀B ∈ B∗. (2.16)

Priminsime, jogatitiktimi (angl. correspondence)φ iš aiḃesS į aibę T vadinama taisykl̇e, su
kiekvienu elementus ∈ S, priskirianti netuš̌cią poaibįφ(s) ⊂ T . Jei su kiekvienus ∈ S, aibę
φ(s) sudaro tik vienasT elementas, taiφ vadinama funkcija arba atvaizdžiu (daugiau apie tai
bus Priede).

2.24 Apibrėžimas. Sakykime, kadX yra alternatyvų aiḃe ir B yra netuš̌cių X poaibių klaṡe.
Pasirinkimu(angl. choice) vadinsime tokią atitiktįC(·) iš B į X, kadC(B) ⊂ B su kiekvienu
B ∈ B. Tokia pora(B, C(·)) vadinamaX pasirinkimo strukt ūra(angl. choice structure).
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Atskleistieji preferencijos sąryšiai. Sakykime, kad žinoma alternatyvų aibėsX pasirinkimo
strukt ūra(B, C(·)). Yra keletas b ūdųX aibėje apibṙežti preferencijos sąryšį naudojantis duotąja
pasirinkimo strukt ūra.

Pirmuoju b ūdu preferencijos sąryšis apibrėžiamas taip. AiḃesX alternatyvų porąx, y ir
poaibį B ∈ B susiesime sąryšiux º∗B y jei x, y ∈ B ir x ∈ C(B). AibėsX pasirinkimo
strukt ūra(B, C(·)) alternatyvomsx, y ∈ X atskleidžia preferencijos sąryšįº∗, jei egzistuoja
tokia aiḃeB ∈ B, kadx º∗B y. Kitaip tariant, alternatyvomsx, y ∈ X

[x º∗ y] ⇔ (∃B ∈ B)[x º∗B y].

Žodžiais toks sąryšis galėtų b ūti taip išreikštas: „atskleistax esant neblogesniu užy".
Kitas preferencijos sąryšio atskleidimo b ūdas gaunamas prisiminus 2.3 Lemą. B ūtent, al-

ternatyvomsx, y ∈ X pasirinkimo strukt ūra(B, C(·)) atskleidžia preferencijos sąryšįº∗2, jei
{x, y} ∈ B ir x ∈ C({x, y}). Kitaip tariant, alternatyvomsx, y ∈ X

x º∗2 y ⇐⇒ B := {x, y} ∈ B ir x º∗B y.

Žymėjimasº∗2 atspindi tai, kad preferencijos sąryšį atskleidžia pasirinkimas tik iš dviejų alter-
natyvų.

Sakykime, kadº yra alternatyvų aiḃesX racionalusis preferencijos sąryšis. Pasirinkimo
strukt ūra(B∗, C∗

º) atskleidžia preferencijos sąryšiusº∗2 ir º∗. Koks yra ryšis tarp šių trijų
sąryšių? Remiantis minėtąja 2.3 Lema,º∗2 ≡ º. Be to, nesunku matyti, kad jeix º∗2 y tai x º∗
y. Atvirkščiai, sakykime, kad preferencijos sąryšįx º∗ y atskleidžia pasirinkimo strukt ūra
(B∗, C∗

º). Tada egzistuoja tokiaB ∈ B∗, kadx, y ∈ B ir x ∈ C∗
º(B) ir iš čia išplaukia, kad

x º y. Toḋel visi trys preferencijos sąryšiai sutampa.
Tačiau bendru atveju, abiem b ūdais apibrėžti atskleistieji preferencijos sąryšiai yra skirtingi

kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kadX = {x, y, z} ir pasirinkimasC(·) apibṙežiamas
lygybėmis:

{x} = C({x, y}), {y} = C({y, z}), {x} = C({x, z}), {y} = C({x, y, z}). (2.17)

Remiantis griežtos preferencijos ir indiferentiškumo apibrėžimais (2.1) ir (2.2), kiekvienu iš
dviejų b ūdų atskleidžiami tokie sąryšiai:

x ∼∗ y, y Â∗ z ir x Â∗ z

x Â∗2 y, y Â∗2 z ir x Â∗2 z.

Be čia pamiṅetųjų dviejų preferencijos sąryšio atskleidimo b ūdų galimi ir kiti b ūdai (žr. Sen
[15]). Tǎciau jie sutampa tarpusavyje jei juos atskleidžianti pasirinkimo strukt ūra yra normali
toliau aptariama prasme.

Normalioji pasirinkimo strukt ūra. Sakykime, kad(B, C(·)) yra alternatyvų aiḃesX pa-
sirinkimo strukt ūra. JeiB ∈ B ir x ∈ C(B), tai x º∗ z su kiekvienuz ∈ B ir todėl
x ∈ C∗(B;º∗). Kitaip tariant, su kiekviena aibeB ∈ B, galioja sąryšis

C(B) ⊂ C∗(B;º∗).
Kaip teigia tolesnis apibrėžimas, pasirinkimo strukt ūrą vadinsime normaliąja jei galioja atvirkš-
čias sąryšis.
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2.25 Apibrėžimas. Alternatyvų aiḃesX pasirinkimo strukt ūra(B, C(·)) vadinamanormaliąja
arba pasirinkimasC(·) vadinamasnormaliuoju, jei C(B) = C∗(B;º∗) su kiekvienaB ∈ B.

Kitas teiginys rodo, kad (2.17) lygybėmis apibṙežta pasirinkimo strukt ūra nėra normalioji.

2.26 Teiginys. Sakykime, kad(B, C(·)) yra alternatyvų aibėsX normalioji pasirinkimo struk-
t ūra. Tada teisingos(a) ir (b) savybės; čia

(a) jei aibėsX pavienės ir porinės alternatyvos priklauso klaseiB, tai atskleistieji preferen-
cijos sąryšiaiº∗ ir º∗2 sutampa;

(b) C(C(B)) = C(B) su kiekvienaB ∈ B.

Įrodymas. (a): Tarkime, kadx º∗ y. Kadangix ∈ C({x}), x º∗ x. Iš čia išplaukia, kad
x ∈ C∗({x, y};º∗). Dėl pasirinkimo strukt ūros normalumo,x ∈ C({x, y}) = C∗({x, y};º∗),
t. y. x º∗2 y. Kadangi atvirkš̌cioji implikacija teisinga visada, atskleistieji preferencijos sąryšiai
º∗ ir º∗2 sutampa.

(b): Tarkime, kadB ∈ B ir x ∈ C(B) = C∗(B;º∗). Tadax º∗ z su kiekvienaz ∈ B.
KadangiC(B) ⊂ B, x º∗ z su kiekvienaz ∈ C(B), t. y. x ∈ C∗(C(B);º∗) = C(C(B)). Iš
čia išplaukia, kadC(B) ⊂ C(C(B)). Kadangi atvirkš̌cias sąryšis teisingas visada, taiC(B) =
C(C(B)).

Tačiau pasirinkimo strukt ūros normalumas neišplaukia nei iš savybės(a) nei iš savyḃes(b)
kaip rodo toks pavyzdys. Sakykime, kadX = {x, y, z} ir pasirinkimasC(·) apibṙežiamas
lygybėmis:

{x} = C({x, y}), {y} = C({y, z}), {x, z} = C({x, z}), {x} = C({x, y, z}). (2.18)

Remiantis griežtos preferencijos ir indiferentiškumo apibrėžimais (2.1) ir (2.2), kiekvienu iš
dviejų b ūdų atskleidžiami tokie sąryšiai:

x Â∗ y, z Â∗ y ir x ∼∗ z

x Â∗2 y, z Â∗2 y ir x ∼∗2 z.

Be to, nesunku patiktinti, kad (2.18) pasirinkimui galiojaC(C(B)) = C(B) su kiekviena ai-
be B ∈ B. Tǎciau C∗({x, y, z};º∗) = {x, z} 6= {x} = C({x, y, z}), t. y. (X,C(·)) nėra
normalioji pasirinkimo strukt ūra.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma. Toliau formuluojama pasirinkimo strukt ūros
sąlyga garantuoja atskleistosios preferencijos sąryšio racionalumą.

2.27 Apibrėžimas. Sakoma, kad alternatyvų aibėsX pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)) galioja
silpnoji atskleistosios preferencijos aksiomaarba SAPA (angl. weak axiom of revealed prefe-
rence), jei galiojant atskleistajam preferencijos sąryšiuix º∗ y ir su bet kuria aibeB′ ∈ B iš
sąlygųx ∈ B′ ir y ∈ C(B′) išplaukia sąlygax ∈ C(B′).
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Jei alternatyvų aiḃesX preferencijos sąryšis yra racionalus, tai ar pasirinkimo strukt ūrai
(B∗, C∗

º(·)) galioja SAPA? Ankšciau jau maṫeme, kad atskleistasis preferencijos sąryšisº∗
sutampa suº. Toḋel, jei x º∗ y, tai x º y. Be to, jeiB′ ∈ B∗, x ∈ B′ ir y ∈ C∗

º(B′), tai y º z
su kiekvienuz ∈ B′. Iš čia, ḋel tranzityvumo,x º z su kiekvienuz ∈ B′, t. y. x ∈ C∗

º(B′).
Taigi, atsakymas į klausimą yra teigiamas.

Nesunku matyti, kad (2.17) pavyzdyje pasirinkimaiC({x, y}) = {x} ir C({x, y, z}) = {y}
nesuderinami su SAPA. Kitas pavyzdys: sakykime, kadX = {x, y, z} ir B = {{x, y}, {x, y, z}}.
Apibrėžkime pasirinkimąC1(·):

C1({x, y}) = {x} ir C1({x, y, z}) = {x}.

PasirinkimasC1(·) atskleidžiax º∗ y ir x º∗ z betC1(·) neatskleidžia preferencijos sąryšio
tarp y ir z. Tǎciau pasirinkimo strukt ūrai(B, C1(·)) galioja SAPA. Apibṙežkime pasirinkimą
C2(·):

C2({x, y}) = {x} ir C2({x, y, z}) = {x, y}.
Dabar atskleistas preferencijos sąryšisy º∗ x ( kaip ir kiti sąryšiaiy º∗ z, x º∗ y ir x º∗ z).
Tačiaux ∈ C2({x, y} ir y 6∈ C2({x, y}), t. y. pasirinkimo strukt ūrai(B, C2(·)) negalioja SAPA.

2.28 Teorema.Sakykime, kadB yra tokia alternatyvų aibėsX poaibių klasė, kuriai priklauso
visos vieno, dviejų ir trijų elementų aibės. Pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)) galioja SAPA tada ir
tik tada, kai šios pasirinkimo strukt ūros atskleistasis preferencijos sąryšisº∗ yra racionalusis
ir pasirinkimasC(·) yra normalusis.

Įrodymas. Sakykime, kad(B, C(·)) atskleistasis preferencijos sąryšisº∗ yra racionalusis ir
pasirinkimasC(·) yra normalusis. Tarkime, kadx º∗ y, B′ ∈ B, y ∈ C(B′) ir x ∈ B′.
Kadangi pasirinkimasC(·) yra normalusis,y º∗ z su visaisz ∈ B′. Tranzityvumo aksiomos
dėka, iščia išplaukia, kadx º∗ z su visaisz ∈ B′. Toḋel x ∈ C∗(B′;º∗) = C(B′), t. y. galioja
SAPA.

Dabar sakykime, kad pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)) galioja SAPA. Su bet kuriaisx, y ∈
X, B := {x, y} ∈ B ir todėl C(B) 6= ∅. Tai reiškia, kad arbax ∈ C(B) arbay ∈ C(B), t. y.
atskleistajam preferencijos sąryšiuiº∗ galioja pilnumo aksioma. Tarkime, kadx º∗ y, y º∗ z
ir B′ := {x, y, z} ∈ B. Remiantis SAPA, jeiz ∈ C(B′), tai y ∈ C(B′) ir jei y ∈ C(B′) tai
x ∈ C(B′). KadangiC(B′) 6= ∅, tai x ∈ C(B′) visada ir toḋel x º∗ z, t. y. atskleistajam
preferencijos sąryšiuiº∗ galioja tranzityvumo aksioma. Liko parodyti, kadC(·) pasirinkimas
yra normalusis. SąryšisC(B) ⊂ C∗(B;º∗) galiojaº∗ preferencijos sąryšio apibrėžimo ḋeka.
Įrodysime priešingo sąryšio teisingumą. Tarkime, kadx ∈ C∗(B;º∗), t. y. x º∗ y su visais
z ∈ B. KadangiC(B) 6= ∅, egzistuojay ∈ C(B) ⊂ B. Tadax º∗ y ir x ∈ C(B) remiantis
SAPA, t. y. pasirinkimasC(·) yra normalusis.

Pratimai.

1. Sakykime, kadX = {x, y, z}, B = {{x, y}, {x, y, z}} ir C({x, y}) = {x}. Tam, kad
pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)) galiotų SAPA b ūtina, kadC({x, y, z}) = {x}, = {z}
arba= {x, z}.
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2. Pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)) galioja SAPA tada ir tik tada, kai galioja savybė: sakyki-
me, kadB, B′ ∈ B, x, y ∈ B ir x, y ∈ B′; jei x ∈ C(B) ir y ∈ C(B′) tai {x, y} ⊂ C(B)
ir {x, y} ⊂ C(B′).

3. Sakykime, kad(B, C(·)) yra alternatyvų aiḃesX pasirinkimo strukt ūra. Apibrėžkime du
preferencijos sąryšius:

x Â∗ y ⇐⇒ x º∗ y ir ¬[ y º∗ x ];

x Â∗∗ y ⇐⇒ [ ∃ B′ ∈ B ]: x, y,∈ B′, x ∈ C(B′) ir y 6∈ C(B′).

Parodyti, kad preferencijos sąryšiaiÂ∗ ir Â∗∗ sutampa jei pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·))
galioja SAPA.

Pastabos. Naudingumo (angl. utility) sąvoka susijusi ne tik su ekonomika. Naudingumas arba utilitarizmas

taip pat išreiškia doktriną pagal kurią naudingumo maksimizavimas yra moralinis kriterijus naudojamas visuome-

nės organizavime. Ši doktrina giṁe mokslo apie visuomenę, tiksliau visuomenės pasirinkimo (angl. social choice)

teorijos, kontekste. Utilitarizmo pradininkai Jeremy Bentham (1748–1832) ir John Stuart Mill (1806–1876) manė,

kad visuomeṅe tuṙetų siekti visų jos narių visuminio naudingumo maksimizavimo: „daugumai žmonių daugiausia

laimės".

Papildoma literat ūra.

1. K. J. Arrow. Social Choice and Individual Values. Second Edition. Cowles Foundation, Yale University
Press, 1963.

27



Skyrius 3

Mainų rinka

Kartą į negyvenamą salą pateko kunigas, fizikas ir ekonomistas. Su savimi jie turėjo maisto tik
vienoje konservų ḋežuṫeje, tǎciau jie netuṙejo atidariklio. Rytą jie sutarė, kad visą dieną kiekvienas
iš jų galvos kaip atidaryti ḋežutę ir po to v̇el susitiks vakare. Kaip ir tarėsi, susitikę vakare, jie iš
eilės išḋesṫe savo pasi ūlymus. Kunigas pasi ūlė pasimelsti. Fizikas pasi ūlė konservų ḋežutę tiek
įkaitinti, kad ji sprogtų ir kiekvienas galėtų pasigauti po gabaliuką. O ekonomistas savo si ūlymą
praḋejo sakydamas: „Tarkime, kad mes turime atidariklį ...."

Anekdotas paplitęs tarp̌cekų fizikų ir ekonomistų

Šiame skyriuje nagriṅejami mainai ġerybių (angl. goods) rinkoje, vadinamoje mainų rinka
(angl. exchange market). Tariama, kad mainų rinkoje egzistuoja ribotas kiekis gėrybių, kurias
reikia paskirstyti tarp rinkos veik̇ejų. Gamyba mainų rinkoje nevyksta ir todėl naujų ġerybių
nesukuriama.

Gėrybių skirstimo mechanizmas mainų rinkoje grindžiamas gėrybių kaina. Skyriaus pabai-
goje parodoma, kad egzistuoja tokia gėrybių kaina, kuriai esant visos gėryḃes paskirstomos tarp
mainų rinkos veik̇ejų maksimaliai patenkinant jų norus.

3.1 Vartotojo problema

Vartotojo problema yra: žinant gėrybių kainą ir savo pradinį turtą, iš įperkamų gėrybių aiḃes,
vadinamos biudžeto aibe, reikia pasirinkti naudingiausių gėrybių aibę. Šiame skyrelyje nusta-
tomos sąlygos, kada ši problema turi sprendinį, kada jis yra vienintelis ir panašiai.

Biudžeto aibės. Tarsime, kad nagriṅejamoje mainų rinkoje yràgėrybių. Ġeryḃe yra sutapa-
tinama su indeksuh ∈ {1, . . . , `}, o jos kiekį galima charakterizuoti realiuoju neneigiamu skai-
čiumixh. Tokiu b ūdu vektoriusx = (x1, . . . , x`), Euklidinės erdv̇esR`

+ elementas, išreiškia tam
tikrą gėrybių rinkiniokiekį. Apskritai ġerybių kiekis rinkoje gali b ūti ribotas ir galimų gėrybių
rinkinių aibė X, Euklidinės erdv̇esR`

+ poaibis, vadinamavartojimo aibe. Dažniausiai tarsime,
kad vartojimo aiḃe X yra uždara, iškila ir aprėžta. Kiekvienos iš prekiųxh, h ∈ {1, . . . , `},
kainayra realus skaičiusph lygus pinigų kiekiui reikalingam įsigyti vieną šios prekės vienetą.
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Tokiu b ūdup = (p1, . . . , p`) yra vektorius Euklidiṅeje erdv̇ejeR`
+ vadinamaskainos sistema, o

prekių rinkiniox = (x1, . . . , x`) kaina yra skaliariṅe sandaugap·x =
∑`

h=1 phxh.
Biudžeto aibę sudaro tos gėryḃes, iš kurių renkasi vartotojas. Visų pirma, šis pasirinkimas

yra apribotas rinkoje egzistuojančių gėrybių rinkiniu ir jų kiekiais. Šis ribojimas toliau išreiš-
kiamas pasirinkimu iš vartotojui prieinamos gėrybių aiḃesX ⊂ R`. Toliau visada yra tariama,
kad0 ∈ X.

Greta ġerybių išteklių kiekio fizinio ribotumo, vartotojo pasirinkimas yra ribojamas ir eko-
nomiṅemis sąlygomis. B ūtent, jo pasirinkimas yra ribojamas tomis gėryḃemis, kurias jis gali
įpirkti. Ekonomines sąlygas lemia gėrybių kainos sistemap ir vartotojo pradinis turtas≥ 0, iš-
reikštas ta pǎcia valiuta kaip ir kainos. Toliau pora(p, w) vadinamakainos–turto b ūsena. Taigi,
duotai kainos–turto b ūsenai(p, w), gėrybių rinkinysx ∈ X yra įperkamasjei jo kaina neviršija
pradinio turto, t. y.p·x ≤ w. Tokiu b ūdu fizinis ir ekonominis gėrybių rinkinių ribotumas yra
nusakomas aibe

β(p, w) = {x ∈ X: p·x ≤ w} = X ∩ p−1((−∞, w]) (3.1)

vadinamabiudžeto aibe. Pastarojoje lygyḃeje kainos sistemap tapatinama su Euklidiṅes erdv̇es
funkcionalu, t. y.p žymi tiesinę tolydžiąją funkciją apibrėžtąp(x) = p·x su visaisx ∈ R`.
Hiperplokštumap−1(w) := {x ∈ X: p·x = w} toliau vadinamabiudžeto hiperplokštuma. Kaip
buvo sakyta skyrelio pradžioje, esant duotai kainos–turto b ūsenai(p, w), vartotojo problemą
sudaro prekių rinkiniox pasirinkimas iš biudžeto aibėsβ(p, w).

Dėl paprastumo toliau tariama, kad gėrybių rinkinio ir kainos sistemos vektoriai neneigiami,
t. y. X ⊂ R`

+ ir p ∈ R`
+. Kadangi0 ∈ X, tai 0 ∈ β(p, w) su kiekvienu(p, w) ∈ R`+1

+ . Toḋel
taisykl̇e

R`+1
+ 3 (p, w) 7→ β(p, w) ⊂ X

apibṙežia atitiktįβ iš R`+1
+ į X toliau vadinamąbiudžeto atitiktimi(žr. A.1 Priedą).

Toliau tariama, kad galioja dvi prielaidos apie kainas. Pirmoji prielaida teigia, kad su kiek-
viena prekeh ∈ {1, . . . , `} egzistuoja jos kainaph ∈ R. Tokiu b ūdu su kiekvienu prekių
rinkiniu x ∈ X yra susieta kainos sistemap = (p1, . . . , p`) ∈ R` ir šio rinkinio kaina yra
skaliariṅe sandauga (1.1).

Antroji prielaida teigia, kad kainos nepriklauso nuo vartotojo. Tokia prielaida galėtų b ūti
pateisinama tais atvejais, kai kiekvieno vartotojoi ∈ {1, . . . , n} prek̇es poreikis sudaro tik
mažą dalį tos prek̇es visumiṅes paklausos.

3.1 Teorema. Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra kompakti ir iškila. Tada biudžeto

atitiktis β iš R`+1
+ į X pasižymi(a), (b) ir (c) savybėmis; čia

(a) β yra nulinės eilės teigiamai homogeniška atitiktis aibėjeR`+1
+ , t. y.β(λp, λw) = β(p, w)

su kiekvienuλ > 0 ir (p, w) ≥ 0;

(b) su kiekviena kainos-turto b ūsena(p, w) ≥ 0, biudžeto aibėβ(p, w) yra kompakti ir iškila;

(c) β yra tolydi tokioje kainos-turto b ūsenoje(p, w) ≥ 0, kurioje inf{p·x: x ∈ X} < w.

Įrodymas. Tarkime, kad(p, w) ≥ 0 ir λ > 0. Savyḃe (a) išplaukia iš lygybių

β(λp, λw) = {x ∈ X: (λp)·x ≤ (λw)} = β(p, w).

29



Savyḃes(b) įrodymui pasteḃesime, kad aiḃe p−1((−∞, w]) yra uždara ir iškila. Kadangi aibė
X yra iškila ir kompakti pagal prielaidą, tai tokia yra ir biudžeto aibė išreiškiama sankirta (3.1).

Įrodysime(c) savybę. Tarkime, kad(p0, w0) yra tokia kainos–turto b ūsena, kuriojec :=
inf{p0·x: x ∈ X} < w0. Pradžiai patikrinsime, kad biudžeto atitiktisβ yra dalinai tolydi iš
išoṙes taške(p0, w0) naudodamiesi (A.1) kriterijumi. Tarkime, kad(pn, wn) → (p0, w0) su
n → ∞ ir xn ∈ β(pn, wn) su kiekvienun. Su kiekvienun, β(pn, wn) ⊂ X ir X yra apṙežta
aibė. Toḋel apṙežta yra ir seka{xn}. Euklidinėje erdv̇eje iš apṙežtos sekos galima išrinkti
konverguojantį posekį. Tarkime, kad posekisx′n → x0 sun → ∞. Kadangipn·x′n ≤ wn su
kiekvienun, o skaliariṅe sandauga yra tolydi funkcija, taipn·x′n → p0·x0 sun → ∞. Iš čia ir
išplaukia, kadp0·x0 ≤ w0, t. y. x0 ∈ β(p0, w0). Toḋel kad biudžeto atitiktisβ yra dalinai tolydi
iš išoṙes taške(p0, w0).

Dabar patikrinsime, kad biudžeto atitiktisβ yra tolydi iš vidaus taške(p0, w0) naudodamiesi
(A.2) kriterijumi. Tarkime, kad(pn, wn) → (p0, w0) ir x0 ∈ β(p0, w0), t. y. p0·x0 ≤ w0. Reikia
rasti tokią seką{xn} ⊂ X, kadpn·xn ≤ wn su kiekvienun ir xn → x0 su n → ∞. Pirma
tarkime, kadp0·x0 < w0. Tada egzistuoja toksn0, kad pn·x0 < wn su visaisn ≥ n0. Su
kiekvienu n < n0, paimkime bet kurįxn ∈ β(pn, wn), o su kiekvienun ≥ n0 paimkime
xn := x0. Tada seka{xn} tenkina trokštamą savybę. Dabar tarkime, kadp0·x0 = w0. Kadangi
c < w0, egzistuoja toksz0 ∈ X, kad c ≤ v0 := p0·z0 < w0. Biudžeto hiperplokštumos
p−1

0 (w0) ir p−1
0 (v0) nesikerta ir yra ortogonalios vektoriuip0. Kadangi(pn, wn) → (p0, w0) su

n → ∞, egzistuoja toks numerisn0, kad su visaisn ≥ n0, biudžeto hiperplokštumap−1
n (wn)

kerta tiesę, kurioje guli atkarpa jungianti taškusx0 ∈ p−1
0 (w0) ir z0 ∈ p−1

0 (v0) vieninteliame
taškex̃n ir x̃n → x0 sun → ∞. Su kiekvienun < n0, paimkime bet kurįxn ∈ β(pn, wn), o
su kiekvienun ≥ n0 paimkimexn lygų vektoriuix̃n jei jis guli tarpz0 ir x0 (vadinasi priklauso
aibeiX) ir lygų x0 priešingu atveju. Taip apibrėžta seka{xn} tenkina trokštamą tolydumo iš
vidaus savybę. Tolydumas iš išorės ir vidaus reiškia, kad atitiktisβ yra tolydi taške(p0, w0), ką
ir reikėjo įrodyti.

Walras’o paklausos atitiktis. Vartotojo problema – pasirinkimas iš biudžeto aibės – spren-
džiama naudojantis 2 Skyriuje nagrinėtu pasirinkimu, pagrįstu vartotojo preferencijos sąryšiu.
Taigi, toliau tariama, kad ġerybių aiḃejeX ⊂ R`

+ yra apibṙežtas racionalusis preferencijos sąry-
šisº, t. y. pora(X,º) yra alternatyvų laukas, kuris toliau šiame ir kitame skyriuje vadinamas
gėrybių lauku. Be to, tariama, kad gėrybių laukas(X,º) yra tolydus. Remiantis 2.12 Teorema
toks ġerybių laukas išreiškiamas tolydžiąja naudingumo funkcijau: X → R.

Kaip ankšciau aptarta, su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) ∈ R`+1
+ vartotojas renkasi iš

biudžeto aiḃesβ(p, w) apibṙežtos (3.1) sąryšiu. Prisimenant paklausos aibėsC(B;º) apibṙeži-
mą (2.3) atvejuB = β(p, w) ir sąryšį (2.4), vartotojo paklausos aibė yra

φ(p, w) := C(β(p, w);º) = {x ∈ β(p, w): (∀ z ∈ β(p, w))[x º z]}
= {x ∈ β(p, w): u(x) ≥ u(z) su kiekvienuz ∈ β(p, w)} (3.2)

=: argmax{u(x): x ∈ β(p, w)}.
Sakysime, kad b ūsenoje(p, w) ∈ R`+1

+ vartotojo optimalaus pasirinkimo problematuri sprendi-
nį jei aibėφ(p, w) yra netuš̌cia. Toliau nurodomos sąlygos, kurioms esant vartotojo optimalaus
pasirinkimo problema turi sprendinį ir jis yra vienintelis.
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3.2 Teorema. Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra uždara ir gėrybių laukas(X,º) yra

tolydus. Tada vartotojo optimalaus pasirinkimo problema

(a) turi sprendinį su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) À 0;

(b) turi sprendinį su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) ≥ 0, jei aibėX yra aprėžta;

(c) turi vienintelį sprendinį su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) À 0, jei aibė X yra
iškila ir gėrybių laukas(X,º) yra griežtai iškilas.

Įrodymas. Tarkime, kad kainos–turto b ūsena(p, w) À 0 ir c := minh ph > 0. Biudžeto aiḃe
β(p, w) yra netuš̌cia (jai priklauso nulis), uždara ir aprėžta nes0 ≤ xh ≤ w/c su kiekvienuh ∈
{1, . . . , `}. Remiantis Weierstrass’o teorema, kompakčioje aiḃejeβ(p, w) tolydžioji funkcijau
pasiekia maksimalią reikšmę, t. y. teisinga(a) savyḃe.

Dabar tarkime, kad(p, w) ≥ 0. Remiantis (3.1) išraiška, biudžetinė aiḃe β(p, w) netuš̌cia,
apṙežta ir uždara, nes tokia yra aibėX. Toḋel, kaip ir ankšciau, teisinga(b) savyḃe.

Galiausiai tarkime, kad(p, w) À 0, aiḃe X yra iškila ir ġerybių laukas(X,º) yra griežtai
iškilas. Be to, tarkime, kad egzistuoja du skirtingi vektoriaix, y ∈ φ(p, w). Tadau(x) = u(y)
ir (x + y)/2 ∈ β(p, w) kadangi aiḃe X yra iškila. Iš kitos puṡes, kadangi ġerybių laukas
(X,º) yra griežtai iškilas,u((x + y)/2) > u(y) = u(x). Tai reiškia prieštaravimąx-o ir y-o
maksimalumui, kas ir įrodo kad aibė φ(p, w) turi vienintelį elementą, t. y. teisinga(c) savyḃe.
3.2 Teoremos įrodymas baigtas.

Jei su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) ∈ D ⊂ R`+1
+ vartotojo optimalaus pasirinkimo

problema turi sprendinį, tai taisyklė

R`+1
+ ⊃ D 3 (p, w) 7→ φ(p, w) ⊂ X

apibṙežia atitiktį φ iš D į X, kuri toliau vadinamaWalras’o paklausos atitiktimi. Tuo atveju
kai su kiekvienu(p, w) ∈ D aibęφ(p, w) sudaro vienas elementas, taiφ vadinamaWalras’o
paklausos funkcija.

3.3 Apibrėžimas. Sakykime, kadα ≥ 0. Atitiktis ψ iš aiḃesT į aibęS yra α eilės teigiamai
homogeniška, jeiψ(λs) = λαψ(s) su kiekvienuλ > 0 ir s ∈ T .

Matysime, kad Walras’o paklausos atitiktis yra nulinės eil̇es teigiamai homogeniška. Ši
savyḃe reiškia, kad vartotojo pasirinkimas nesikeičia jei kaina ir turtas kinta proporcigai.

3.4 Teorema. Sakykime, kad vartojimo aibėX ⊂ R`
+ yra kompaktas, o gėrybių laukas(X,º)

yra tolydus ir lokaliai nepasotinamas. Tada Walras’o paklausos atitiktisφ iš R`+1
+ į X pasižymi

(a), (b) ir (c) savybėmis; čia

(a) φ yra nulinės eilės teigiamai homogeniška atitiktis aibėjeR`+1
+ , t. y.φ(λp, λw) = φ(p, w)

su kiekvienuλ > 0 ir (p, w) ≥ 0;

(b) su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) À 0, φ(p, w) ⊂ p−1(w), t. y. galioja Walras’o
dėsnis: su kiekvienux ∈ φ(p, w), p·x = w;
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(c) φ yra tolydi iš išorės bet kuriame aibėsR`+1
++ taške.

Įrodymas. (a): Tarkime, kad(p, w) ≥ 0 ir λ > 0. Remiantis tokia pat savybe biudžeto aibei
β(p, w) (žr. 3.1 Teoremą) turime lygybes

φ(λp, λw) = {x ∈ β(λp, λw): ( ∀ z ∈ β(λp, λw) )[x º z] } = φ(p, w),

įrodaňcias nuliṅes eil̇es teigiamo homogeniškumo savybę atitikčiai φ.
(b): Tarkime priešingai, egzistuoja tokie(p, w) ir x ∈ φ(p, w), kadp·x < w. Tada rutulys

B(x, r) su centrux ir spinduliur := w− p·x yrax aplinka priklausanti biudžeto aibeiβ(p, w).
Remiantis ġerybių lauko(X,º) lokaliu nepasotinamumu, egzistuoja toksy ∈ B(x, r), kad
y Â x. Kadangiy ∈ β(p, w), tai prieštarauja tam, kadx º y. Toḋel φ pasižymi(b) savybe.

(c): Šią savybę įrodysime remdamiesi A.4 Teoremos išorinio tolydumo kriterijumi (A.1).
Tarkime, kad(p0, w0) À 0, (pn, wn) → (p0, w0) kai n → ∞ ir xn ∈ ψ(pn, wn) su kiekvienu
n. Kadangiψ(pn, wn) ⊂ X su kiekvienun ir X yra kompaktas, tai egzistuoja įx konver-
guojantis posekis{x′n}. Reikia parodyti, kadx ∈ φ(p0, w0), t. y. u(x) ≥ u(y) su kiekvienu
y ∈ β(p0, w0). Kadangi ġerybių laukas(X,º) yra tolydus, remiantis 2.12 Teorema, galime
tarti, kad naudingumo funkcijau yra tolydžioji. Tarkime, kady ∈ β(p0, w0). Su kiekvienun,
apibṙežkime skaǐcių

σn :=
wn

max{pn·y, wn} ∈ [0, 1].

Kadangi skaliariṅe sandauga ir maksimumo funkcija yra tolydžiosios, tai

lim
n→∞σn =

w0

max{p0·y, w0} = 1.

Su kiekvienun, yn := σny ∈ β(pn, wn), u(xn) ≥ u(yn) ir yn → y kai n → ∞. Kadangi
x′n → x kai n → ∞, iš čia išplaukia, kadu(x) ≥ u(y). Toḋel x ∈ β(p0, w0) ir atitiktis β yra
tolydi iš išoṙes taške(p0, w0), ką ir reik̇ejo įrodyti.

Paklausos aibių pavyzdžiai. Sakykime, kad(R2
+,º) yra tobulųjų pakaitalų ġerybių laukas,

apibṙežtas naudingumo funkcija (2.11) sua = b = 1. Vartotojo su tokiu ġerybių lauku optima-
lus pasirinkimas yra nusakytas sąryšiu:

φ(p, w) =





(w/p1, 0) kai p2 > p1,
p−1(w) kai p2 = p1,
(0, w/p2) kai p2 < p1,

(3.3)

su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) = (p1, p2, w) À 0. Ši optimalaus pasirinkimo prob-
lema visada turi sprendinį. Tačiau sprendinys ṅera vienintelis kai abiejų ġerybių kainos yra
lygios. Tai neprieštarauja 3.2 Teoremai kadangi tobulųjų pakaitalų gėrybių laukas ṅera griežtai
iškilas. Paklausos aibė (3.3) rodo, kad bus pasirinkta ta gėryḃe, kurios kaina yra mažesnė. Jei
abiejų ġerybių kaina vienoda, tai optimalus pasirinkimas yra visa biudžeto hiperplokštuma.
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Kitas pavyzdys. Sakykime, kad(R2
+,º) yra tobulųjų papildinių ġerybių laukas, apibrėž-

tas naudingumo funkcija (2.12) sua = b = 1. Vartotojo su tokiu ġerybių lauku optimalus
pasirinkimas yra nusakytas sąryšiu:

φ(p, w) = (w/(p1 + p2), w/(p1 + p2)) (3.4)

su kiekviena kainos–turto b ūsena(p, w) = (p1, p2, w) À 0. Pagal šį pasirinkimą abi gėryḃes
vartojamos kartu ir toḋel vartotojas išleistų visus savo pinigus gėrybių poroms, kurių kaina yra
p1 + p2.

Šiais konkrěciais dviem atvejais vartotojo optimalaus pasirinkimo problemos sprendimas
yra paprastas. Kai kuriais kitais atvejais yra naudinga pasinaudoti funkcijų ekstremumų paieš-
kos metodais.

Funkcijos ekstremumų paieška. Funkcijos ekstremumu vadinamas taškas iš jos apibrėži-
mo srities, kuriame įgyjama maksimalioji arba minimalioji reikšmė. Praḋesime nuo b ūtinos
ekstremumų egzistavimo sąlygos plokštumoje apibrėžtoms funkcijoms.

3.5 Teorema. Sakykime, kadf, g: R2 7→ R yra tolydžiai diferencijuojamos funkcijos. Tarkime,
kad maksimumą arba minimumą funkcijaf įgyja tokiame taškez ∈ {x ∈ R2: g(x) = 0},
kuriame∇g(z) 6= 0, tada egzistuoja toks realusis skaičiusλ, vadinamas Lagrange daugikliu,
kad

∇f(z) = λ∇g(z).

Ši teorema pagrindžia vadinamąjį Lagrange daugiklio metodą, kurio pagalba galima rasti
funkcijosf ekstremumą žinant, kad jis egzistuoja funkcijosg nulio aiḃeje. B ūtent toks taškas
z, jei jis egzistuoja, turi tenkinti lyǧcių sistemą:





∂L
∂x1

(z) = ∂u
∂x1

(z)− λ ∂g
∂x1

(z) = 0
∂L
∂x2

(z) = ∂u
∂x2

(z)− λ ∂g
∂x2

(z) = 0
∂L
∂λ

(z) = g(z) = 0

(3.5)

čiaL(x1, x2, λ) := f(x1, x2)−λg(x1, x2). Išsprendę sistemą atžvilgiuz1 ir z2 gauname ekstre-
mumoz koordinates.

Jei funkcijaf yraC2, tai nesunkiai galima nustatyti jos ekstremumo tipą. Tuo tikslu tarkime,
kad

∆ := D2
1f(z)D2

2f(z)− (D1D2f(z))2.

3.6 Teorema. Tegulf : R2 7→ R yra C2 funkcija taškoz aplinkoje ir ∆ 6= 0. Tada funkcijaf
turi:

(i) taškez lokalų minimumą jei∆ > 0 ir D2
1f(z) > 0,

(ii) taškez lokalų maksimumą jei∆ > 0 ir D2
1f(z) < 0,

(iii) taškasz yra balno taškas jei∆ < 0.
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Cobb’o-Douglas’o ġerybių laukas. Tarkime, kad(R2
+,º) yra ġerybių laukas apiḃežtas nau-

dingumo funkcija (2.13). Kadangi gėrybių laukas yra griežtai iškilas, remiantis 3.2 Teorema,
vartotojo optimalaus ġerybių pasirinkimo problema turi vienintelį sprendinį. Šiam sprendiniui
rasti naudosiṁes Lagrange daugiklio metodu. Tuo tikslu pakanka ištirti naudingumo funkcijos
(2.14) logaritminę transformaciją:

u(x1, x2) = a ln x1 + (1− a) ln x2, 0 < a < 1.

Kadangi Cobb’o-Douglas’o ġerybių laukas yra lokaliai nepasotinamas, remiantis 3.4 Teorema,
atitinkama paklausos atitiktisφ įgyja reikšmes:

φ(p1, p2, w) = argmax{u(x1, x2): p1x1 + p2x2 = w}.

(3.5) sistema suf := u ir g(z) := p1z1 + p2z2 − w, z = (z1, z2), įgyja pavidalą:
{

(a/z1, (1− a)/z2) = λ(p1, p2),
p1z1 + p2z2 = w.

Išsprendę šią sistemą atžvilgiuz1 ir z2, gauname ekstremumo tašką

z = (z1, z2) =

(
aw

p1

,
(1− a)w

p2

)
. (3.6)

Kadangi

D2
1u(z) = − a

z2
1

, D2
2u(z) = −1− a

z2
2

, D1D2u(z) = 0 ir ∆ =
1(1− a)

z2
1z

2
2

,

Remiantis 3.6 Teorema, (3.6) yra maksimumo taškas. Su visais(p1, p2, w) À 0 yra apibṙežta
Walras’o paklausos funkcijaφ, įgyjanti reikšmęφ(p1, p2, w) = {z}.

3.2 Išlaidos ir netiesioginis naudingumas

3.7 Apibrėžimas. Tegul (X,º) yra vertybių laukas irS ⊂ R`+1. Jei kiekvienam(p, w) ∈ S
egzistuoja toksy ∈ X, kadφ(p, w) = {y} ir p·y = w, tai yra apibṙežtospaklausos funkcija
(angl. demand function)

S 3 (p, w) 7→ x(p, w) := y ∈ X,

ir netiesioginė naudingumo funkcija(angl. indirect utility function)

S 3 (p, w) 7→ v(p, w) := u(y) = max{u(x): x ∈ X, p·x = w}.

Pagal apibṙežimą,v(p, w) = u(x(p, w)) visiems(p, w) ∈ S, tai yra netiesiogiṅe naudingu-
mo funkcijav yra paklausos funkcijosx ir naudingumo funkcijosu kompozicija, arbav = u◦x.
Jei paklausos funkcija ir netiesioginė naudingumo funkcija yra apibėžtos aiḃejeS, tai kiekvie-
name šios aiḃes taške vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi vienintelį sprendinį.
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3.8 Išvada. TegulX ⊂ R` yra uždara, iškila ir aprėžta iš apačios aibė,0 ∈ X ir tegul (X,º)
yra griežtai iškilas, lokaliai nepasotinamas ir tolydus vertybių laukas. Tada paklausos funkcija
x ir netiesioginė naudingumo funkcijav yra apibrėžtos aibėje{(p, w) ∈ R`: (p, w) > 0}.

Toliau įrodoma keletas savybių paklausos ir netiesioginio naudingumo funkcijoms.
Tegul aiḃe S yra k ūgis, tai yra kiekvienamλ > 0, λz ∈ S jei z ∈ S. Funkcijaf : S 7→ R

yra vadinamak-tos eilės homogenine funkcijajei f(λz) = λkf(z) visiemsλ > 0 ir z ∈ S.

3.9 Teorema. Tegul X ⊂ R`
+ yra uždara ir iškila aibė ir tegul(X,º) yra griežtai iškilas,

lokaliai nepasotinamas ir tolydus vertybių laukas. Tada funkcijosx, v yra apibrėžtos aibėje
S := {(p, w): p > 0, w > 0} ir abiem funkcijoms yra teisinga:

(a) yra nedidėjančios atžvilgiup ir yra nemažėjančios atžvilgiuw;

(b) nulinės eilės homogeninės funkcijos;

(c) tolydinės;

(d) kiekvienamw > 0, aibės{p ∈ R`
+: x(p, w) ¹ y}, y ∈ X, ir {p ∈ R`

+: v(p, w) ≤ c},
c ≥ 0, yra iškilos.

Įrodymas. Teiginio (a) įrodymui, tegulw > 0. Jeip′ ≥ p, tai β(p′, w) ⊂ β(p, w). Kadangi
x(p, w) º y visiemsy ∈ β(p, w), tai x(p, w) º x(p′, w) nesx(p′, w) ∈ β(p′, w). Dėl tos
pǎcios priežasties, turimev(p′, w) ≤ v(p, w). Kitos tvirtinimo dalies įrodymas yra analogiškas.

Teiginio (b) įrodymui pasteḃekime, kad biudžetinei aibei yra teisinga: kiekvienamλ > 0

β(λp, λw) = β(p, w) visiems(p, w) ∈ S.

Todėl remiantis funkcijųx ir v apibṙežimu, kiekvienamλ > 0

x(λp, λw) = x(p, w) ir v(λp, λw) = v(p, w) visiems(p, w) ∈ S.

Teiginį (c) pakanka įrodyti funkcijaix, kadangiv = u◦x o naudingumo funkcijau yra
tolydi dėl vertybių lauko tolydumo. Tarkime, kad(p, w) ∈ S ir (pn, wn) → (p, w) kai n →∞
Euklidinės erdv̇esR`+1 atstumo prasme. Pakanka parodyti, kad

xn := x(pn, wn) → x := x(p, w), kai n →∞, (3.7)

erdv̇ejeR`. Kiekvienas vektoriusxn = (xn,i) ∈ β(pn, wn), ir kiekviena jo koordinaṫe xn,i ≤
supn≥1(wn/pn,i) < ∞ kas rodo, jog seka{xn: n ≥ 1} yra apṙežta. Tokiu b ūdu tam, kad įrodyti
(3.7) pakanka parodyti, kad kiekvienas sekos{xn: n ≥ 1} posekis konverguoja įx. Apsiribosi-
me tuo atveju, kai pati seka konverguoja tarkime į kokį nors vektoriųy ∈ X. Parodysime, kad
y = x. Kiekvienamn, yra teisinga

p·y − w = (p− pn)·y + pn·(y − xn) + wn − w,

nespn·xn = wn remiantis 3.4 Teiginiu. Dešinioji šios lygybės puṡe arṫeja į nulį kain → ∞
kadangi skaliariṅe sandauga yra tolydi irsupn |pn| < ∞. Toḋel p·y = w, o u(y) ≤ u(x)

35



nesx yra maksimumo taškas biudžetinėje aiḃejeβ(p, w). Tarkime, kadε := u(x) − u(y) >
0. Kadangip > 0, kiekvienax-o aplinka turi netuš̌cią sankirtą su biudžetine aibeβ(pn, wn)
visiems pakankamai dideliemsn. TegulV yra tokiax-o aplinka, kadu(z) > u(y)+ε/2 visiems
z ∈ V . Tada bet kuriamz ∈ V ∩β(pn, wn), u(xn) < u(z) visiems pakankamai dideliemsn dėl
u tolydumo. Tai prieštaraujaxn apibṙežimui, ir tokiu b ūdo įrodo, kadu(y) = u(x). Remiantis
3.2 Teorema,x yra vienintelis ir toḋel y = x.

Teiginio (d) įrodymui tarkime, kady ∈ X ir w > 0. Tegulp′,p′′ ∈ {p ∈ R`
+: x(p, w) ¹

y}, λ ∈ [0, 1] ir p(λ) := λp′ + (1− λ)p′′. Tada

β(p(λ), w) ⊂ β(p′, w) ∪ β(p′′, w). (3.8)

Jei taip ṅera, tai egzistuoja toksx ∈ X, kadp(λ)·x ≤ w betp′·x > w ir p′′·x > w, tai yra
p(λ)·x > w. Prieštaravimas įrodo (3.8). Kadangi biudžetinės aiḃes ir dešinioji (3.8) sąryšio
puṡe yra kompaktai, tolydi funkcijau jose įgyja maksimalią reikšmę. Elementams, kuriuose
įgyjami šie maksimumai, yra teisingas sąryšis:

x(p(λ), w) = argmax{u(x): x ∈ β(p(λ), w)}
¹ argmax{u(x): x ∈ β(p′, w) ∪ β(p′′, w)} ¹ y.

Tai reiškia, kad aiḃe {p ∈ R`
+: x(p, w) ¹ y} yra iškila. Kitos aiḃes iškilumo įrodymas yra

analogiškas. 3.9 Teoremos įrodymas baigtas.

Išlaidų funkcija. Bet kuriama ∈ X, tegulXa := {x ∈ X: x º a}. TegulS ⊂ {(p, a): p ∈
R`

+, a ∈ R`}. Jei kiekvienam vektoriui(p, a) ∈ S, aiḃe

argmin{p·x: x ∈ Xa} := {x ∈ Xa: p·x ≤ p·y visiemsy ∈ Xa}

turi vienintelį elementąx, tai apibṙešimeσ(p, a) := x. Šios reikšṁes apibṙežia funkcijąσ:

S 3 (p, a) 7→ σ(p, a) ∈ X.

3.10 Teiginys. Tegul aibėX ⊂ R`
+ yra uždara ir iškila o vertybių laukas(X,º) yra griežtai

iškilas ir tolydus. Tada funkcijaσ yra apibrėžta aibėjeS := {(p, a) ∈ R`
+×R`

+: p > 0}. Jei be
to vertybių laukas yra silpnai monotoninis, tai šiai funkcijai ir vektoriui(p, a) ∈ S yra teisinga:

(a) σ(p, a) ∼ a;

(b) funkcijaσ: S 7→ X yra tolydi;

Įrodymas. Tegul (p, a) ∈ S ir tegul M(p, a) := {x ∈ Xa: p·x ≤ p·a}. Nesunku pastebėti,
kad

argmin{p·x: x ∈ Xa} = argmin{p·x: x ∈ M(p, a)}.
KadangiM(p, a) yra netuš̌cias kompaktas, tolydi funkcijax 7→ p·x šioje aiḃeje įgyja savo mi-
nimumą. Tarkime, kad minimali reikšṁe įgyjama daugiau ne viename taške, tai yra egzistuoja
du tokie vektoriaiy, z ∈ Xa ir be toz º y. Kadangi vertybių laukas(X,º) yra griežtai iškilas,
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vektorius(y + z)/2 Â a. Dėl (X,º) tolydumo, egzistuoja toksx ∈ X, kadx ≤ (y + z)/2
ir x Â a. Kadangi kainos vektoriusp > 0, p·x < p·y = p·z. Tai yra prieštaravimas mi-
nimalumui, kas įrodo minimumo vienatinumą ir tuo pačiu įrodo funkcijos reikšṁes σ(p, a)
egzistavimą bet kuriam(p, a) ∈ S.

Teiginio (a) įrodymui, tegul(p, a) ∈ S. Pagal funkcijos apibrėžimą,σ(p, a) º a. Tarkime,
kadσ(p, a) Â a. Jeiσ(p, a) = 0, tai a ≥ σ(p, a) ir, dėl silpno monotoniškumo,a º σ(p, a),
kas yra negalima. Todėl σ(p, a) ≥ 0. Dėl vertybių lauko tolydumo egzistuoja toks vektorius
x ∈ X, kadσ(p, a) ≥ x ir x Â a. Bet kadangip > 0, tai gauname prieštaravimąp·σ(p, a) >
p·x minimalumui. Toḋel teiginys(a) yra teisingas.

Tegulp ∈ R`
+ ir u ≥ 0.

e(p, u) := min{p·x: x ∈ X, u(x) ≥ u}.

Engelio ir paklausos kreivės. Paklausos funkcijąx(p1, p2, w) = (x1, x2) galima užrašyti ir
taip:

x1 = x1(p1, p2, w) ir x2 = x2(p1, p2, w).

Fiksavę(p1, p2) ir keisdamiw gauname pajamų poveikio kreivę. Ši kreivė nupiešta koordinǎcių
sistemoje(x1, w) vadinamaEngelio kreive. Fiksavę(p2, w) ir keisdamip1 gauname kainos
poveikio kreivę. Ši kreiv̇e nupiešta koordinǎcių sistemoje(x1, p1) vadinamapaklausos kreive.
Šių kreivių pavyzdžius ir iliustracijas galima rasti [17] knygos aštuntame skyriuje.

3.3 Vartotojo paklausos ḋesnis

Vartotojo paklausos ḋesniu vadinamas paklausos ir kainos kitimas priešingomis kryptimis, t. y.
didėjant kainai paklausa mažėja ir atvirkš̌ciai. Šiame skyrelyje parodoma, kad tam tikromis
sąlygomis vartotojo paklausos dėsnis galioja kompensuotiesiems kainos pokyčiams.

Toliau šiame skyrelyje tariama, kad Walras’o paklausos atitiktis pasižymi nulinės eil̇es ho-
mogeniškumu ir išpildo Walras’o dėsnį.

Silpnoji atskleistosios preferencijos aksioma.

3.11 Apibrėžimas. Walras’o paklausos funkcijaiφ galioja SAPA, jei su bet kuriomis dviem
kainos–turto b ūsenomis(p, w) ir (p′, w′) teisinga implikacija:

jei p·φ(p′, w′) ≤ w ir φ(p, w) 6= φ(p′, w′) tai p′·φ(p, w) > w′. (3.9)

Parodysime, kad SAPA paklausos funkcijai yra atskiras SSPA atvejis pasirinkimo strukt ūrai
(žr. 2.27 Apibṙežimą). Sakykime, kadφ yra Walras’o paklausos funkcija,B := {β(p, w): p À
0, w > 0} ir su kiekvienu(p, w) ∈ R`+1

++ C(β(p, w)) := φ(p, w). Tada(B, C(·)) yra X ⊂ R`
+

pasirinkimo strukt ūra. Nesunku patikrinti, kad(B, C(·)) galioja SAPA tada ir tik tada, kaiφ
galioja SAPA.
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Iš tikrųjų, tarkime, kad SAPA galioja funkcijaiφ. Taip pat tarkime, kadB = β(p, w),
B′ = β(p′, w′), x ºB y, x ∈ B′ ir y ∈ C(B′). Tada

x = φ(p, w), y = φ(p′, w′), p·φ(p′, w′) ≤ w ir p′·φ(p, w) ≤ w′. (3.10)

Kadangiφ yra funkcija, taix ∈ C(B′) tada ir tik tada, kaix = y. Jeix 6= y, tai remiantis (3.9),
teisinga griežta nelygyḃe p′·φ(p, w) > w′ - prieštaravimas (3.10), įrodantis, kad SKA galioja
pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)).

Dabar tarkime, kad SAPA galioja pasirinkimo strukt ūrai(B, C(·)). Taip pat tarkime, kad
(p, w), (p′, w′) ∈ R`+1

++ , x := φ(p, w), y ∈ φ(p′, w′), x 6= y ir p·y ≤ w. Tada

x ∈ C(β(p, w)), y ∈ β(p, w) ir y ∈ C(β(p′, w′)).

Remiantis pirmais dviem sąryšiais,x º∗ y. Be to, remiantis SAPA pasirinkimo strukt ūrai, jei
x ∈ β(p′, w′), tai x ∈ C(β(p′, w′)). Toḋel x = y – prieštaravimas, įrodantis, kadx 6∈ β(p′, w′),
t. y. p′·φ(p, w) > w′. Tokiu b ūdu SAPA galioja funkcijaiφ.

3.12 Lema. Sakykime, kadφ yra tokia Walras’o paklausos funkcija, kuriai galioja Walras’o
dėsnis. Funkcijaiφ galioja SAPA tada ir tik tada, kai ji galioja su visais kompensuotaisiais
kainos pokyčiais.

Įrodymas. Pakanka parodyti, kad negaliojant SAPA egzistuoja tokie kompensuotieji kainos
pokyčiai, kuriems taip pat SAPA negalioja. Tarkime, kad(p′, w′) ir (p′′, w′′) yra dvi tokios
kainos–turto b ūsenos kurioms SAPA negalioja, t. y.φ(p′, w′) 6= φ(p′′, w′′),

p′′·φ(p′, w′) ≤ w′′ ir p′·φ(p′′, w′′) ≤ w′.

Jei bent viename iš šių sąryšių teisinga lygybė, taip′′− p′ yra kompensuotasis kainos pokytis ir
lemos įrodymas baigtas. Todėl tarkime, kad

p′′·φ(p′, w′) < w′′ ir p′·φ(p′′, w′′) < w′. (3.11)

Tada egzistuoja (koḋel?) toksλ ∈ (0, 1), kad

(λp′ + (1− λ)p′′)·φ(p′, w′) = (λp′ + (1− λ)p′′)·φ(p′′, w′′).

Pažyṁekimep := λp′ + (1 − λ)p′′ ir w := p·φ(p′, w′). Remiantis Walras’o ḋesnio išvada,
w′ = p′·φ(p′, w′). Tada naudodamiesi pimąja (3.11) nelygybe, gauname

λw′ + (1− λ)w′′ > λp′·φ(p′, w′) + (1− λ)p′′·φ(p′, w′) = w

Walras’o ḋesnis = p·φ(p, w)

= λp′·φ(p, w) + (1− λ)·φ(p, w)

Todėl arbap′·φ(p, w) < w′ arbap′′·φ(p, w) < w′′. Tarkime, kad galioja pirmoji alternatyva.
Tadaφ(p, w) 6= φ(p′, w′), p·φ(p′, w′) = w ir p′·φ(p, w) < w′, o tai prieštarauja SAPA kom-
pensuotam kainos pokyčiui iš (p′, w′) į (p, w). Galiojant antrajai alternatyvai, prieštaravimas
gaunamas simetriniu b ūdu. Lemos įrodymas baigtas.
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Kompensuotieji kainos poky̌ciai. Toliau įrodoma, kad skyrelio pradžioje minėtasis vartotojo
paklausos ḋesnis galioja kompensuotiems kainos pokyčiams. B ūtent, kainos pokytį pažymėjus
∆p := p′ − p, o paklausos pokytį pažyṁejus∆φ := φ(p′, w′)− φ(p, w), nelygybę∆p·∆φ ≤ 0
galima interpretuoti kaip kainos ir paklausos kitimą priešingomis kryptimis.

3.13 Teorema.Sakykime, kadφ yra tokia nulinės eilės homogeninė Walras’o paklausos funk-
cija, kuriai galioja Walras’o dėsnis. Funkcijaiφ galioja SAPA tada ir tik tada, kai su kiekvienu
kompensuotu kainos pokyčiu iš pradinės kainos–turto b ūsenos(p, w) į naująją b ūseną(p′, w′),
galioja nelygybė

∆p·∆φ = (p′ − p)·[φ(p′, w′)− φ(p, w)] ≤ 0 (3.12)

ir ši nelygybė yra griežta jeiφ(p, w) 6= φ(p′, w′).

Įrodymas. Sakykime, kad funkcijaiφ galioja SAPA. Pakanka įrodyti (3.12) su griežta nelygybe
kai φ(p, w) 6= φ(p′, w′), nes priešingu atveju akivaizdžiai teisinga lygybė. Taigi, tarkime, kad
φ(p, w) 6= φ(p′, w′). Kadangi kainos pokytis išp į p′ yra kompensuotas, taip′·φ(p, w) = w′. Be
to, remiantis Walras’o ḋesnio išvada,p′·φ(p′, w′) = w′. Iš čia išplaukia, kad

p′·[φ(p′, w′)− φ(p, w)] = 0. (3.13)

Dar kartą pasinaudojus kompensuoto turto apibrėžimuw′ = p′·φ(p, w) gauname, kad prekių
rinkinys φ(p, w) yra įperkamas esant(p′, w′) kainos–turto lygmeniui. Toḋel remiantis SAPA,
kitas prekių rinkinysφ(p′, w′) negali b ūti įperkamas esant(p, w) kainos–turto lygmeniui, t. y.
p·φ(p′, w′) > w. Pastaroji nelygyḃe kartu su kita Walras’o ḋesnio išvadap·φ(p, w) = w, leidžia
teigti, kad

p·[φ(p′, w′)− φ(p, w)] > 0. (3.14)

Iš (3.13) ir (3.14) išplaukia (3.12) su griežta nelygybe.
Dabar tarkime priešingai, kad (3.12) su griežta nelygybe galioja bet kuriam kompensuotam

kainos poky̌ciui iš (p, w) į (p′, w′) jei φ(p, w) 6= φ(p′, w′). Jei funkcijaiφ SAPA negalioja,
tai remiantis 3.12 Lema, egzistuoja toks kompensuotas kainos pokytis iš(p, w) į (p′, w′), kad
φ(p, w) 6= φ(p′, w′), p·φ(p′, w′) = w ir p′·φ(p, w) ≤ w′. Iš čia ir Walras’o ḋesnio ḋeka, gauname

p·[φ(p′, w′)− φ(p, w)] = 0 ir p′·[φ(p′, w′)− φ(p, w)] ≥ 0.

Tokiu b ūdu

φ(p, w) 6= φ(p′, w′) ir (p′ − p)·[φ(p′, w′)− φ(p, w)] ≥ 0,

o tai prieštarauja prielaidai (3.12) su griežta nelygybe. Todėl funkcijai φ galioja SAPA. Teore-
mos įrodymas baigtas.

3.4 Mainų bendroji pusiausvyra

Paskutiniame skyrelyje nagrinėjome rinką, sudarytą iš vieno vartotojo, kuris, kaip paprastai, yra
tapatinamas su savo vertybių lauku. Šiame skyrelyje nagrinėjama rinka, kurią sudaro baigtinis
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vartotojų kiekis. Esant duotai vertybių kainai, kiekvienas vartotojas gali pasirinkti tokį optimalų
vertybių rinkinį, kurį jam leidžia asmeninis biudžetas. Gali atsitikti taip, kad visi vartotojai pasi-
renka optimaliai pasidalindami tarp savęs visas įmanomas vertybes. Tokia b ūsena yra vadinama
daline pusiausvyrakadangi ...?

Tarkime, kad rinkoje yran vartotojų pažyṁetų indeksaisi ∈ {1, . . . , n}, kurie gali rinktis
tarp ` vertybių pažyṁetų indeksaisj ∈ {1, . . . , `}. Vertybių rinkinių aiḃe X ⊂ R`

+ viesiems
vartotojams yra ta pati, tačiau kiekvieno vartotojo pasirinkimas yra individualus iri-tasis var-
totojas yra pilnai nusakytas savo vertybių lauku(X,ºi), i = 1, . . . , n. Ankšciau rinkos kainos
vektoriusp = (p1, . . . , p`) ∈ R`

+ buvo duotas ir nekintamas, tai yra kaina buvo egzogeninis
kintamasis. Dabar laikysime jį endogeniniu kintamuoju ir todėl vartotojo pradinis turtas pri-
klausys nuo esamo kainos vektoriausp. Dėl šios priežastiesi-tojo vartotojo pradinis turtas bus
užduodamas pradiniu įnašu (angl. initial endowment)ei = (ei,1, . . . , ei,`) ∈ X, ir tokiu b ūdu
pradinis turtaswi = p·ei =

∑`
j=1 pjei,j. priklauso nuo rinkos kainos.

Esant duotam kainos vektoriuip, i-tasis vartotojas renkasi spręsdamas optimalaus pasirin-
kimo problemą, tai yra jo paklausos aibė yra

φi(p,p·ei) = argmax{ui(xi): xi ∈ βi(p,p·ei)},
čia kaip ir ankšciau βi(p, wi) = {xi ∈ X: p·xi ≤ wi} yra biudžetiṅe aiḃe, o ui yra verty-
bių lauko (X,ºi) naudingumo funkcija. Esant jau nustatytoms sąlygoms bet kuriam kainos
vektoriui p > 0 kiekvieno vartotojo optimalaus pasirinkimo problema turi vienintelį sprendi-
nį xi = (xi,1, . . . , xi,`) := xi(p,p·ei) ∈ β(p,p·ei). Šiuo atveju atsiranda problema: ar visų
vartotojų pasirinktas vertybių vektorius

∑n
i=1 xi atitinka esamus išteklius, ribojamus pradinių

įnašų suma
∑n

i=1 ei? Pasteḃekime, kad biudžetiṅe aiḃe riboja tik pasirenkamų vertybių kainą,
ir šios kainos ribose galima perskirstyti savo turimas vertybes ir mainytis vertybėmis tarp skir-
tingų vartotojų. Ḋel to tokia rinka vadinamagrynaisiais mainais(angl. pure exchange) - joje
nevyksta vertybių gamyba.

Vertybių paskirstymu(angl. allocation) yra vadinamas vektorius

x = (x1, . . . ,xn) = {xi}n
i=1 ∈ Xn := X × · · · ×X,

nusakantis vertybių pasiskirstymą tarp visų vartotojų esant duotai kainai. Vertybių paskirstymas
{xi}n

i=1 yra vadinamasleistinu(angl. feasible allocation) jei

Z(x) ≡ Z({xi}n
i=1) :=

n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

ei ≤ 0.

Tai yra jei kiekvienai vertybeij ∈ {1, . . . , `}, ∑n
i=1 xi,j ≤ ∑n

i=1 ei,j. Grynųjų mainų problema
yra klausimas: ar egzistuoja toks kainos vektoriusp, kuriam esant kiekvienas vartotojas renkasi
optimaliai ir visų pasirinktų vertybių paskirstymas yra leistinas. Tai yra bendrosios pusiausvy-
ros problema.

3.14 Apibrėžimas. Tarkime, kadP ⊂ R`
+ \ {0} yra k ūgis. Grynųjų mainų rinkos b ūsena

(p∗,x∗) ∈ P ×Xn yra vadinamaWalraso pusiausvyra, jei yra teisinga(a) ir (b), čia

(a) x∗i = xi(p
∗,p∗·ei) su kiekvienui ∈ {1, . . . , n};
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(b) Z(x∗) ≤ 0.

Tokiu b ūdu, b ūsena(p∗,x∗) yra Walraso pusiausvyra, jei vartotojams renkantis optimaliai
vertybių paskirstymas yra leistinas.

3.15 Apibrėžimas. o aibėjeP × (0,∞) yra apibrėžta paklausos funkcijų sistema{xi}n
i=1.

Kiekvienam kainos vektoriuip ∈ P ir kiekvienam pradinių įnašų rinkiniui{ei}n
i=1, apibrėšime

skaičius

zi,j(p) := xi,j(p,p·ei)− ei,j, Ej(p) :=
n∑

i=1

zi,j(p),

visiemsi = 1, . . . , n, j = 1, . . . , `, ir erdvėsR` vektorius

zi(p) := xi(p,p·ei)− ei = {xi,j(p,p·ei)− ei,j}`
j=1 = {zi,j(p)}`

j=1, i = 1, . . . , n.

Šios reikšmės aibėjeP apibrėžia vektorinių funkcijų šeimą{zi}n
i=1 vadinamąpertekliṅes pa-

klausos sistema, funkcijąEj vadinamąj-tosios vertybėspertekline paklausa, ir vektorinę funk-
ciją

z :=
n∑

i=1

zi = {Ej}`
j=1: P 7→ R`

vadinamąvisumine pertekline paklausa(angl. aggregate excess demand). Kainos vektorius
p∗ ∈ P yra vadinamasWalraso pusiausvyra, jei z(p∗) ≤ 0, tai yra Ej(p

∗) ≤ 0 kiekvienam
j ∈ {1, . . . , `}.

Walraso pusiausvyros egzistencija. Parodysime, kad Walraso pusiausvyra egzistuoja esant
išpildytoms pakankamai bendroms sąlygoms. Pirmoji sąlyga yra taip vadinamas Walraso dės-
nis:

3.16 Apibrėžimas. Sakoma, kad aiḃejeP apibṙežtai visuminei perteklinei paklausaiz yra tei-
singas Walraso ḋesnis jeip·z(p) = 0 visiems kainos vektoriamsp ∈ P .

Walraso ḋesnis reiškia, kad visuminės pertekliṅes paklausosz(p) kaina yra nulis bet kuriam
kainos vektoriuip. Kaip vėliau bus matyti, šią sąlygą galima interpretuoti kaip mainų ekono-
mikos paklausos suderinamumą su pasi ūla. Tai yra visos ekonomikos biudžeto apribojimas,
reiškiantis, kad visada paklausos vertė turi sutapti su pasi ūlos verte. Toliau parodoma, kad Wal-
raso ḋesnis yra teisingas kai visų vartotojų optimalaus pasirinkimo problemos sprendinys yra
ant biudžetiṅes aiḃes krašto.

3.17 Teiginys. TegulX ⊂ R`
+ yra uždara ir iškila aibė, ir tegulP ⊂ R` yra griežtai teigiamas

k ūgis. Tarkime, kad kiekvienas iš vertybių laukų(X,ºi), i = 1, . . . , n, yra griežtai iškilas,
lokaliai nepasotinamas ir tolydus, ir0 6= ei ≥ 0, i = 1, . . . , n, yra pradiniai įnašai. Tada
aibėjeP yra apibrėžta visuminė perteklinė paklausaz ir jai yra teisingas Walraso dėsnis.
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Įrodymas. Remiantis 3.2 Teorema ir 3.4 teiginiu, aibėjeP × (0,∞) yra apibṙežtos paklausos
funkcijosxi, i = 1, . . . , n ir lygybėp·xi(p,p·ei) = p·ei yra teisinga kiekvienami = 1, . . . , n
ir visiems kainos vektoriamsp ∈ P . Toḋel visiemsp ∈ P yra teisinga lygyḃe

p·z(p) =
n∑

i=1

[p·xi(p,p·ei)− p·ei] = 0,

ką ir reikėjo įrodyti.

Walraso pusiausvyros egzistencijai įrodyti remsimės Brouwerio nejudamo taško teorema:

3.18 Teorema. (Brouwer) TegulS ⊂ R` yra netuščia, kompakti ir iškila aibė, ir tegulf : S 7→
S yra tolydi funkcija. Tadaf turi nejudamą tašką, tai yra egzistuoja toksx ∈ D, kadf(x) = x.

3.19 Teorema.Tarkime, kad visuminė perteklinė paklausaz: P 7→ R` yra tolydi, nulinės eilės
homogeninė funkcija ir jai yra teisingas Walraso dėsnis. Tada egzistuoja Walraso pusiausvyra,
tai yra egzistuoja toks kainos vektoriusp∗ ∈ P , kadz(p∗) ≤ 0.

Įrodymas. Kadangi visumiṅe pertekliṅe paklausaz yra nuliṅes eil̇es homogeniṅe funkcija,
z(λp) = z(p) bet kuriam kainos vektoriuip ∈ P ir kiekvienamλ > 0. Toḋel pusiausvyros
kainą pakanka surasti tarp tųp = (p1, . . . , p`) ∈ P , kuriems

∑`
j=1 pj = 1, tai yra galime

tarti, kad funkcijaz yra apibṙežta simplekseS`−1 := {p ∈ P :
∑`

j=1 pj = 1}. Tegul g =
(g1, . . . , g`): S`−1 7→ S`−1 yra atvaizdis apibṙežtas taip: kiekvienamp = (p1, . . . , p`) ∈ S`−1,

gj(p) :=
pj + max{0, Ej(p)}

1 +
∑`

l=1 max{0, El(p)} , j = 1, . . . , `.

AibėS`−1 ir funkcija g tenkina Brouwerio nejudamo taško teoremos sąlygas ir todėl egzistuoja
toks kainos vektoriusp∗ ∈ S`−1, kadg(p∗) = p∗, tai yra

p∗j + max{0, Ej(p
∗)}

1 +
∑`

l=1 max{0, El(p∗)}
= p∗j , j = 1, . . . , `. (3.15)

Parodysime, kadz(p∗) ≤ 0.
Pertvarkę (3.15) lygybę, turime

max{0, Ej(p
∗)} = p∗j

∑̀

l=1

max{0, El(p
∗)}, j = 1, . . . , `.

Kiekvieną lygybę padauginę išEj(p
∗) ir visas jas suḋeję, gauname

∑̀

j=1

Ej(p
∗) max{0, Ej(p

∗)} = p∗·z(p∗) ∑̀

l=1

max{0, El(p
∗)} = 0

remiantis Walraso ḋesniu. Kiekvienas kairiosios sumos narys yra arba0 arba(Ej(p
∗))2. Jei

bent vienas išEj(p
∗) > 0 tai gauname prieštaravimą tam, kad suma yra lygi nuliui. Vadinasi

Ej(p
∗) ≤ 0 visiemsj = 1, . . . , `, tai yraz(p∗) ≤ 0, ką ir reik̇ejo įrodyti.
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3.20 Išvada. TegulX ⊂ R`
+ yra uždara ir iškila aibė, ir tegulP ⊂ R` yra griežtai teigiamas

k ūgis. Tarkime, kad kiekvienas iš vertybių laukų(X,ºi), i = 1, . . . , n, yra griežtai iškilas,
lokaliai nepasotinamas ir tolydus, ir0 6= ei ≥ 0, i = 1, . . . , n, yra pradiniai įnašai. Tada
aibėjeP yra apibrėžta visuminė perteklinė paklausaz ir jai egzistuoja Walraso pusiausvyra.

Įrodymas. Pagal 3.17 Teiginį, visumiṅe pertekliṅe paklausaz yra apibṙežta aiḃejeP ir jai yra
teisingas Walraso ḋesnis. Remiantis 3.9 Teoremos(c) teiginiu, kompozicija

p 7→ (p,p·ei) 7→ xi(p,p·ei)

yra tolydi aiḃejeP kiekvienami ∈ {1, . . . , n}. Toḋel šioje aiḃeje yra tolydi ir visumiṅe pertek-
linė paklausaz. Ji taip pat yra nuliṅes eil̇es homogeniṅe funkcija pagal tos pǎcios 3.9 Teoremos
teiginį (b). Tokiu b ūdu yra išpildytos visos 3.19 Teoremos sąlygos, iš kurios ir išplaukia trokš-
tama išvada.

Pasi ūlos ir paklausos lygyḃe. LygybęEj(p) = 0 galima interpretuoti kaipj-tosios vertyḃes
pasi ūlos

∑n
i=1 ei,j lygybę paklausai

∑n
i=1 xi,j esant kainaip. Čia panagriṅesime, kada pasi ūla

lygi paklausai esant Walraso pusiausvyros kainai.

3.21 Teiginys. Tarkime, kad k ūgyjeP ⊂ R`
+ \ {0} yra apibrėžta tokia visuminė perteklinė

paklausaz, kuriai egzistuoja Walraso pusiausvyra ir yra teisingas Walraso dėsnis. Jeip∗ ∈ P
yra Walraso pusiausvyros kaina, taiEj(p

∗) = 0 visoms toms vertybėmsj ∈ {1, . . . , `}, kurioms
p∗j > 0.

Įrodymas. Tegulp∗ ∈ P yra Walraso pusiausvyros kaina. Dėl Walraso ḋesnio, yra teisinga
lygybė

p∗j′Ej′(p
∗) = − ∑

j 6=j′
p∗jEj(p

∗). (3.16)

Kadangi visiemsj = 1, . . . , `, p∗j ≥ 0 ir Ej(p
∗) ≤ 0, dešinioji (3.16) lygyḃes puṡe yra nenei-

giama. Kadangip∗j′ > 0, iš čia išplaukia, kadEj′(p
∗) = 0, ką ir reik̇ejo įrodyti.

Kitą teiginį galima interpretuoti taip, kad esant Walraso pusiausvyros kainai, jei egzistuoja
j-tosios vertyḃes perteklius, tai yraEj(p

∗) < 0, tai ši vertyḃe nieko nekainuoja.

3.22 Teiginys. Tarkime, kad k ūgyjeP ⊂ R`
+ \ {0} yra apibrėžta tokia visuminė perteklinė

paklausaz, kuriai egzistuoja Walraso pusiausvyra ir yra teisingas Walraso dėsnis. Jeip∗ ∈ P
yra Walraso pusiausvyros kaina irEj(p

∗) < 0, tai p∗j = 0.

Įrodymas. Įrodymas išplaukia remiantis (3.16) lygybe ir analogišku argumentu kaip ir 3.21
Teiginio įrodyme.

Sakysime, kadj-toji vertybė yratrokštama, jei Ej(p) > 0 esant jos kainaipj = 0.

3.23 Teiginys. Tarkime, kad k ūgyjeP ⊂ R`
+ \ {0} yra apibrėžta tokia visuminė perteklinė

paklausaz, kuriai egzistuoja Walraso pusiausvyra ir yra teisingas Walraso dėsnis. Jeip∗ ∈ P
yra Walraso pusiausvyros kaina ir visos vertybės yra trokštamos, taiz(p∗) = 0.
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Įrodymas. Tarkime, kadEj(p
∗) < 0 kuriam norsj ∈ {1, . . . , `}. Remiantis 3.22 Teiginiu,

p∗j = 0. Bet kadangi visos vertybės yra trokštamos, taiEj(p
∗) > 0. Šis prieštaravimas įrodo,

kad prielaida negalima, tai yraz(p∗) = 0.

Cobbo-Douglaso rinkos mainai. Tarkime, kad rinkoje yra dvi vertyḃes ir du vartotojai, ku-
rių vertybių laukai apibṙežti naudojant Cobbo-Douglaso naudingumo funckijas. Tarkime, kad
pirmojo vartotojo naudingumo funckija yrau1(x1,1, x1,2) = (x1,1,)

a(x1,2)
1−a, 0 < a < 1, ir

pradinis įnašas yrae1 = (1, 0), o antrojo vartotojo naudingumo funckija yrau2(x2,1, x2,2) =
(x2,1,)

b(x2,2)
1−b, 0 < b < 1, ir pradinis įnašas yrae2 = (0, 1). Pirmojo vartotojo paklausos

funkcija yra apibṙežta kiekvienamp = (p1, p2) > 0:

x1,1(p,p·e1) = (ap·e1)/p1 = a, x1,2(p,p·e1) = ((1− a)p·e1)/p2 = ((1− a)p1)/p2.

Tadaz1(p) = {a − 1, (1 − a)p1/p2} ir p·z1(p) = p1(a − 1) + p2(1 − a)p1/p2 = 0. Antrojo
vartotojo paklausos funkcija yra apibrėžta kiekvienamp = (p1, p2) > 0:

x2,1(p,p·e2) = (bp·e2)/p1 = bp2/p1, x2,2(p,p·e2) = ((1− b)p·e2)/p2 = 1− b.

Tadaz2(p) = {bp2/p1,−b} ir p·z2(p) = p2b − p2b = 0. Tokiu b ūdu visumiṅe pertekliṅe
paklausaz = z1 + z2 yra apiḃežta visame giežtai teigiamame k ūgyje, ir yra teisingas Walraso
dėsnis. Walraso pusiausvyros kainą gausime išsprendę sistemą

{
E1(p) = z1,1(p) + z2,1(p) = a− 1 + bp2/p1 = 0,
p1 + p2 = 1.

Taigi Cobb-Douglaso rinkos mainų Walraso pusiausvyros kaina yrap∗1 = (1 − a)/(b + 1 − a)
ir p∗2 = 1− p∗1.
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Skyrius 4

Konkurencinės rinkos pusiausvyra

Šiame skyriuje ekonomiṅes pusiausvyros egzistencija nagrinėjama tokioje rinkoje, kurioje be
gėrybių vartojimo taip pat vyksta gėrybių gamyba.

4.1 Gamyba

Technologija. Individuali gamybiṅe firma naudodama vienas vertybes, vadinamas gamybos
sąnaudomis, sukuria kitas vertybes, vadinamas gamybos produktais. Šie alternatyv ūs k ūrimo
b ūdai ar metodai ir sudaro gamybos technologiją. Tarkime, kad firma turi reikalą sum abiejų
r ūšių vertyḃemis toliau žymimas indeksuk ∈ {1, . . . , m}. Jeik-toji vertybė yra skirta gamybos
sąnaudoms, tai ji yra vadinama gamybos veiksniu (angl. factor of production), o jos suvartojamą
kiekį žymėsime neigiamu skaičiumi yk ≤ 0. Gamybos veiksniais gali b ūti: žemė, darbas,
kapitalas ir žaliavos. Jeik-toji vertybė yra firmos gaminys, tai šios vertybės pagamintą kiekį
žymėsime teigiamu skaičiumi yk ≥ 0. Visų tokių vertybių vektoriusy = (y1, . . . , ym) =
{yk}m

k=1 vadinamasgamybos planu. Visi technologiškai įmanomi gamybos planai sudaro aibę
Y ⊂ Rm vadinamągamybos aibe.

Gamybos planasy ∈ Y vadinamas (technologiškai) efektyviu, jei nėra tokio gamybos plano
y′ ∈ Y , kady′ ≥ y ir y′ 6= y. Kitaip tariant gamybos planas yra efektyvus jei nėra b ūdu
pagaminti daugiau esant toms pačioms sąnaudoms arba pagaminti tiek pat naudojant mažiau
sąnaudų. Tam, kad iliustruoti šią sąvoką tarkime, kad gamybos produktu yra tik viena vertybė,
tai yra kiekvienamy ∈ Y , ym ≥ 0 ir y1 ≤ 0, . . . , ym−1 ≤ 0. Duotamy ≥ 0, tegul

V (y) := {x ∈ Rm−1
+ : (−x, y) ∈ Y }

ir V (y) := ∅ jei gamybos veiksnių reikalingų pagamintiy vienetų ṅera. Aiḃe

Q(y) := {x ∈ Rm−1
+ : x ∈ V (y) ir x 6∈ V (y′) jei y′ > y}

yra vadinama izokvanta. Izokvanta apibrėžia aibę gamybos veiksnių reikalingų pagaminti lygiai
y vienetų. Izokvantos visų gamybos veiksnių aibę suskaido į nesikeratnčias aibes - ekvivalen-
tumo klases. Toḋel yra galima apibṙežti funkciją

f(x) :=

{
y jei x ∈ Q(y),
+∞ jei x 6∈ ∪y≥0Q(y).
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Pagal apibṙežimą, kiekvienamx ∈ ∪y≥0Q(y), vektorius(x, f(x)) yra efektyvus gamybos pla-
nas.

Technologijų pavyzdžiai. Tarkime, kad0 < a < 1. Cobbo-Douglaso technologijos gamybos
aibė erdv̇ejeR3 yra apibṙežiama taip:

Y = {(−x1,−x2, y): x1 > 0, x2 > 0, y > 0, y ≤ xa
1x

1−a
2 }.

Šios technologijos gamybos funkcija yraf(x1, x2) = xa
1x

1−a
2 visiems(x1, x2) > 0.

Tarkime, kada > 0 ir b > 0. Leontievo technologijos gamybos aibė erdv̇ejeR3 yra apibṙe-
žiama taip:

Y = {(−x1,−x2, y): x1 > 0, x2 > 0, y > 0, y ≤ min{ax1, bx2}}.

Šios technologijos gamybos funkcija yraf(x1, x2) = min{ax1, bx2} visiems(x1, x2) > 0.
Paprastai neoklasikinėje gamybos teorijoje laikoma, kad gamybos aibė Y išpildo tokias

sąlygas:

(a) Y yra uždara, tai yra jei seka{yi} ⊂ Y ir yi → y ∈ Rm, tai y ∈ Y ;

(b) Y yra iškila, tai yra jeiy′,y′′ ∈ Y ir λ ∈ [0, 1], tai λy′ + (1− λy′′) ∈ Y ;

(c) Y yra monotoniṅe, tai yra jeiy ∈ Y ir y′ ≤ y, tai y′ ∈ Y .

Dėl sutarto ženklo vartojimo gamybos plano vektoriaus koordinatėms, aiḃesY monotonišku-
mas reiškia, kad lyginant su gamybos planuy, pagal gamybos planąy′ produkcijos yra paga-
minama mažiau arba tiek pat naudojant tiek pat arba daugiau išteklių.

Pelno maksimizavimas. Firmos ekonominiu pelnu yra laikomas skirtumas tarp pajamų ir
kaštų. Pajamos ir kaštai priklauso nuo firmos veiksmų: gamybinė veikla, gamybos sąnaudų
pirkimas, reklamos pirkimas it t.t. Pažymėjus veiksmus(v1, . . . , vn), pajamasP (v1, . . . , vn) ir
kaštusK(v1, . . . , vn), pelno maksimizavimo problema įgyja išraišką

max
v1,...,vn

{P (v1, . . . , vn)−K(v1, . . . , vn)}. (4.1)

Pajamos ir kaštai priklauso nuo vertybių kainos, už kurią parduodami gaminiai ir už kurią per-
kamos sąnaudos. Firma negali savavališkai nustatyti kainos. Tam, kad optimizuoti savo veiklą,
firma turi atsižvelgti į dviejų r ūšių apribojimus: technologinius apribojimus ir rinkos apribo-
jimus. Pirnieji - technologiniai - apribojimai yra išreikšti gamybos aibeY . Antrieji - rinkos
- apribojimai yra susiję su kaina, kurią firmos gaminių vartotojai ir gamybos sąnaudų tiekėjai
sutinka mok̇eti už vertybes reikalingas gamybos planuiy ∈ Y . Aplamai optimalus pelno mak-
simizavimo problemos sprendimas reikalauja nagrinėti abu apribojimus kartu. Tačiau paprastai
gamybos modelyje pelno maksimizavimo problema yra nagrinėjama esant duotai kainai, tai
yra kaina laikoma egzogeniniu kintamuoju. Taigi firma pelną maksimizuoti gali rinkdamasi tik
gamybos aiḃes ribose. Toks firmos modelis yra vadinamaskonkurencine firma.
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Toliau nagriṅejama konkurenciṅes firmos pelno maksimizavimo problema. Teguly =
(y1, . . . , ym) ∈ Y yra gamybos planas, op = (p1, . . . , pm) yra kainos vektorius sudarytas
iš vertybių esaňcių gamybos planey vienetų kainų. Kadangi gamybos planey = (y1, . . . , ym)
teigiami skaǐciai išreiškia gamybiṅes veiklos sukurta vertybes, o neigiami skaičiai išreiškia su-
vartojamas vertybes, tai skaliarinė sandaugap·y yra lygi pajamų ir kaštų skirtumui, tai yra
firmos pelnui esant kainaip. Tokiu b ūdu pelno maksimizavimo problema (4.1) konkurencinės
firmos atveju įgyja išraišką

π(p, Y ) ≡ π(p) = sup{p·y: y ∈ Y }.

Toliau sakysime, kad aibėjeP yra apibṙežta konkurenciṅes firmospelno funkcijaπ ≡ πY , jei
aibė

ψ(p, Y ) ≡ ψ(p) := argmax{p·y: y ∈ Y } = {y ∈ Y : p·y ≥ p·z ∀ z ∈ Y }
yra netuš̌cia. Nesunku pastebėti, kadπ(p) = p·y visiemsy ∈ ψ(p).

4.1 Teiginys. Tarkime, kadY ⊂ Rm yra gamybos aibė ir k ūgyjeP ⊂ Rm
+ yra apibrėžta pelno

funkcijaπY . Tadaψ(λp) = ψ(p) visiemsλ > 0 ir p ∈ P , o πY yra:

(a) pirmos eilės homogeninė funkcija, tai yraπ(λp) = λπ(p) visiemsλ > 0 ir p ∈ P ;

(b) iškila funkcija jeiP yra iškila aibė;

(c) tolydi iš apačios.

Įrodymas. Tegulp ∈ P ir y ∈ ψ(p). Tadap·y ≥ p·z visiemsz ∈ Y . Iš čia išplaukia, kad

(λp)·y = λ(p·y) ≥ λ(p·z) = (λp)·z

visiemsz ∈ Y ir λ > 0. Toḋel y ∈ ψ(λp) ir π(λp) = λπ(p) visiemsλ > 0, kas įrodo lygybę
ψ(λp) = ψ(p) ir tvirtinimą (a).

Tarkime, kadp′,p′′ ∈ P ir λ ∈ [0, 1]. Kadangi aiḃeP yra iškila,p := λp′+(1−λ′′)p′′ ∈ P
ir todėl egzistuojay ∈ ψ(p). Dėl skaliariṅes sandaugos tiesiškumo yra teisinga nelygybė

π(p) =
(
λp′ + (1− λ)p′′

)
·y = λp′·y + (1− λ)p′′·y ≤ λπ(p′) + (1− λ)π(p′′).

Tai reiškia, kad pelno funkcijaπ yra iškila ir yra teisingas tvirtinimas(b).
Tarkime, kadp0 ∈ P ir ε > 0, ir tegul vektoriusy0 ∈ ψ(p0). Tada ḋel skaliariṅes sandaugos

tolydumo,p·y0 ≥ p0·y0 − ε visiemsp esantiems pakankamai artip0, Tuo labiau yra teisinga
nelygyḃeπ(p) ≥ π(p0)− ε visiemsp esantiems pakankamai artip0, kas ir įrodo tvirtinimį(c).

Yra teisingas stipresnis pastarojo teiginio tvirtinimas(c) jei papildomai gamybiṅe aiḃe Y
yra kompakti, tai yra tuo atveju pelno funkcijaπY yra tolydi savo apibṙežimo aiḃeje.

4.2 Lema. Jei Y yra Euklidinės erdvėsRm netuščias kompaktas, oP ⊂ Rm, tai funkcija
πY : P → R yra tolydi iš viršaus.
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Įrodymas. Tarkime, kadp0 ∈ P ir ε > 0. Kadangi skaliariṅe sandauga yra tolydi dviejų
argumentų funkcija, kiekvienamy ∈ Y egzistuoja tokia vektoriausp0 atvira aplinkaU(y) ir
tokia vektoriausy atvira aplinkaV (y), kadp·z ≤ p0·y + ε visiemsp ∈ U(y) ir z ∈ V (y).
Atviros aplinkos{V (y): y ∈ Y } sudaro aiḃesY atvirą padengimą. KadangiY yra kompaktas,
tai egzistuoja baigtinisY padengimasV (y1), . . . , V (yk). TegulU := ∩k

i=1U(yi). TadaU yra
vektoriausp0 atvira aplinka. Tegulp ∈ U ir tegul y ∈ Y yra laisvai parinktas vektorius.
Egzistuoja toksi ∈ {1, . . . , k}, kady ∈ V (yi). Kadangip ∈ U(yi), tai

p·y ≤ p0·yi + ε ≤ π(p0) + ε.

Kadangiy ∈ Y yra laisvai pasirinktas, taiπ(p) ≤ π(p0) + ε, ką ir reik̇ejo įrodyti.

4.2 Rinkos bendroji pusiausvyra

Šiame skyrelyje yra nagrinėjama rinka sudaryta iš vartotojų ir gamintojų. Kaip ir rinkos, ku-
rią sudaro tik vartotojai atveju, yra nustatomos pusiausvyros egzistavimo sąlygos. Iš pradžių
pusiausvyros egzistavimas bus įrodytas šiek tiek bendresnei sistema negu minėta rinka. Kiek-
vienas iš šios sistemos narių vertybes renkasi optimaliai. Nagrinėjamas socialiṅes sistemos
modelis ir jos pusiausvyros egzistavimo įrodymas buvo pasi ūlyti G. Debreu [4] ir todėl ją va-
dinsime Debreu socialine sistema.

Debreu socialinę sistemą gali sudaryti bet kokia baigtinė aiḃe narių besielgiaňcių optimaliai
ir tam tikru b ūdu priklausomai nuo vienas kito pasirinkimų. Tarkime, kad socialinės sistemos
nario aplinką sudaro visi kiti sistemos nariai. Ta sistemos nario aplinka yra nusakyta aibėsX
elementux, o jo visų galimų veiksmų aiḃe yraY . Apriori šis narys gali rinktis bet kurį aiḃesY
elementąy. Aplinkos poveikis sistemos nario pasirinkimui reiškia, kad jo veiksmai yra ribojami
poaibiuφ(x) ⊂ Y , kuris gali priklausyti nuo to, kokį elementąx ∈ X pasirenka aplinka, tai
yra likę sistemos nariai. Ir tuo atveju, kai sistemos nario pasirinkimas yray ∈ φ(x), tai tokį
jo pasirinkimo optimalumą charakterizuoja funkcijosf : X × Y 7→ R reikšṁe f(x, y). Duotai
aplinkos realizacijaix ∈ X, nagriṅejamos sistemos narys ieško tokio elementoy ∈ φ(x), kuris
maksimizuoja funkcijąf(x, ·). Tarkime, kad visų tokių optimalių veiksmų aibė yra

µ(x) = {y ∈ φ(x): f(x, y) = sup
z∈φ(x)

f(x, z)}, x ∈ X. (4.2)

Tuo atveju, kai sistemos narys yra vartotojas, jo optimalaus pasirinkimo problema paprastai tu-
ri vienintelį sprendinį. Tǎciau, kai sistemos narys yra gamintojas, tai optimalaus pasirinkimo
problema gali tuṙeti ne vieną sprendinį ir toḋel µ gali tuṙeti ne vieną elementą, tai yraµ gali ne-
b ūti funkcija. Nagriṅejamos socialiṅes sistemos pusiausvyros egzistavimo įrodyme parodoma,
kad aiḃe (4.2) tolydžiai priklauso nuox ir tuo tikslu naudojamas „daugiareikšmių funkcijų",
vadinamų atitiktimis, aparatas.

Debreu socialiṅes sistemos pusiausvyra. Tarkime, kadS ir T yra aiḃes. Taisyklę, kuri kiek-
vienam aiḃesS elementuix priskiria netuš̌cią aiḃesT poaibįφ(x), vadinsimeatitiktimi iš S į T
(angl. correspondence), tai yra atitktisφ yra atvaizdavimas išS į aibėsT visų poaibių šeimą2T .
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Atitiktis φ vadinamaiškila, jei T yra reali vektoriṅe erdv̇e ir kiekvienamx ∈ S, aiḃeφ(x) ⊂ T
yra iškila. Yra sakoma, kad atitiktisφ iš vieno Euklidiṅes erdv̇es poaibioS į kitą Euklidinės
erdv̇es poaibįT yra pusiautolydi iš viršaus taškex ∈ S (angl. upper hemicontinuous), jeiφ
yra apṙežta kurioje norsx-o aplinkoje ir visoms tokioms sekoms{xn} ⊂ S ir {yn} ⊂ T , ku-
riomsyn ∈ φ(xn) visiemsn ir kurios konverguoja atitinkamai įx0 ∈ S ir y0 ∈ T , yra teisinga
y0 ∈ φ(x0). Glaustai tariant:

{xn → x0, yn → y0, yn ∈ φ(xn)} ⇒ {y0 ∈ φ(x0)} . (4.3)

Atitiktis φ iš S į T yra vadinama pusiautolydžia iš viršaus aibėje S, jei ji yra pusiautolydi iš
viršaus kiekviename taškex ∈ S. Tarkime, kad atitiktisφ iš S į T yra pusiautolydi iš viršaus
aibėjeS, ir tegul x ∈ S. Pirma, pagal apibrėžimą,φ(x) yra apṙežta. Antra, apibṙežime (4.3)
pȧemę trivialią seką{xn ≡ x} ∈ S, gauname, kad aibė φ(x) yra uždara. Toḋel φ(x) yra
kompaktas Euklidiṅes erdv̇es poaibyjeT .

Dabar galime suformuluoti Bouwerio teoremos apie nejudamą tašką apibendrinimą atitik-
tims. Jeiµ yra atitiktis iš S į pačią savę, tai elementasx ∈ S yra vadinamas atitiktiesµ
nejudamu tašku, jei x ∈ µ(x).

4.3 Teorema. (Kakutani) Tarkime, kadS yra Euklidinės erdvės netuščias, kompaktus ir iškilas
poaibis, oµ yra pusiautolydi iš viršaus ir iškila atitiktis išS į S. Tadaµ turi nejudamą tašką.

Toliau bus reikalinga ir atitikties tolydumo sąvoka. Yra sakoma, kad atitiktisφ iš vieno
Euklidinės erdv̇es poaibioS į kitą Euklidinės erdv̇es poaibįT yrapusiautolydi iš apačios taške
x ∈ S (angl. lower hemicontinuous), jei kiekvienai sekai{xn} ⊂ S konverguojaňciai į elemen-
tą x0 ∈ S ir kiekvienamy0 ∈ φ(x0), egzistuoja tokia seka{yn} ⊂ T konverguojanti įy0, kad
yn ∈ φ(xn) kiekvienamn. Glaustai tariant:

{xn → x0, y0 ∈ φ(x0)} ⇒ {∃ {yn}: yn → y0, yn ∈ φ(xn)} .

Atitiktis φ iš S į T yra vadinama pusiautolydžia iš apačios aiḃejeS, jei ji yra pusiautolydi iš
apǎcios kiekviename taškex ∈ S. Na o atitikties tolydumas taške arba aibėje yra apibṙežiamas
kaip tos atitikties viršutinis ir apatinis pusiautolydumas atitinkamai taške arba aibėje.

4.4 Lema. TegulX ir Y yra Euklidinių erdvių poaibiai, funkcijaf : X × Y 7→ R ir atitiktis φ
iš X į Y . Jeif ir φ yra tolyd ūs, tai(4.2) lygybe apibrėžta atitiktisµ yra pusiautolydi iš viršaus
aibėjeX.

Įrodymas. Tarkime, kad seka{xn} ⊂ X konverguoja įx ∈ X, seka{yn} ⊂ Y konverguoja į
y ∈ Y , o yn ∈ µ(xn) kiekvienamn. Reikia parodyti, kady0 ∈ µ(x0). Kadangiyn ∈ φ(xn) ir
atitiktis φ yra pusiautolydi iš viršaus,y0 ∈ φ(x0). Toḋel pakanka parodyti nelygybę

f(x0, y0) ≥ f(x0, z) visiemsz ∈ φ(x0). (4.4)

Tegulz ∈ φ(x0). Kadangi atitiktisφ yra pusiautolydi iš apǎcios, egzistuoja tokia seka{zn} ⊂
Y , kuri konverguoja įz ir zn ∈ φ(xn) kiekvienamn. Toḋel kiekvienamn yra teisinga nelygyḃe
f(xn, yn) ≥ f(xn, zn). Šioje nelygyḃeje peṙeję prie ribos kain →∞ gauname, kad yra teisinga
(4.4) nelygyḃe, ką ir reik̇ejo įrodyti.
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Tarkime, kad kiekvienami ∈ N := {1, . . . , N}, Vi yra netuš̌cias Euklidiṅes erdv̇es poaibis,
o V := V1 × · · · × VN . Kiekvienamv = (v1, . . . , vi, . . . , vN) ∈ V , tegul

ui := vN\i := (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vN) ∈ Ui := V1 × . . .× Vi−1 × Vi+1 × . . .× VN .

Kiekvienami ∈ N , tegulfi: Ui×Vi 7→ R yra funkcija, oφi yra atitiktis išUi į Vi. Taip sudarytas
rinkinys {Vi, fi, φi}i∈N yra vadinamasDebreu socialine sistema. Šios sistemos pusiausvyra
laikysime tokį elementąv∗ = (v∗i )i∈N ∈ V , kurio kiekviena koordinatė v∗i yra aplinkosv∗N\i
poveikio aiḃejeφi(v

∗
N\i) ir be to šioje aiḃeje maksimizuoja funkcijąfi(v

∗
N\i, ·). Toliau yra šios

sąvokos formalus apibrėžimas.

4.5 Apibrėžimas. Sakoma, kad egzistuojaDebreu socialinės sistemos{Vi, fi, φi}i∈N pusiau-
svyra, jei egzistuoja toks elementasv∗ ∈ V , kadv∗i ∈ µi(v

∗
N\i) kiekvienami ∈ N , čia

µi(ui) := {x ∈ φi(ui): fi(ui, x) = sup
z∈φi(ui)

fi(ui, z)} ⊂ Vi, ui ∈ Ui. (4.5)

Tada elementasv∗ ∈ V yra vadinamas Debreu socialinės sistemos pusiausvyra.

Tokios sistemos pusiausvyros egzistavimą įrodysime remdamiesi Kakutani teorema apie
atitikčių nejudamą tašką. Tolesnės teoremos viena iš sąlygų, funkcijos kvazi-įgaubtumas, yra
nusakyta 2.18 Apibṙežime.

4.6 Teorema. Tarkime, kad kiekvienami ∈ N , Vi yra netuščias, kompaktus ir iškilas Eukli-
dinės erdvės poaibis, funkcijafi: Ui × Vi → R yra tolydi ir kvazi-įgaubta pagal antrąjį argu-
mentą, o atitiktisφi iš Ui į Vi yra tolydi ir iškila. Tada egzistuoja Debreu socialinės sistemos
{Vi, fi, φi}i∈N pusiausvyra.

Įrodymas. Tarkime, kadi ∈ N . Kadangiφi yra pusiautolydi iš viršaus atitiktis,φi(ui) yra
kompaktas kiekvienamui ∈ Ui. Toḋel tolydi funkcijafi(ui, ·) maksimumą aiḃejeφi(ui) įgyja
kuriame nors taškex ∈ φi(ui), o µi(ui), apibṙežta (4.5) sąryšiu, yra visų tokių taškų aibė.
Kadangi aiḃesµi(ui) ⊂ Vi, ui ∈ Ui, yra netuš̌cios, tai jos apibṙežia atitiktį išUi į Vi kiekvienam
i ∈ N . Kiekvienamv = (v1, . . . , vN) ∈ V , apibṙežę aibę

µ(v) := (µ1(vN\1), . . . , µN(vN\N)) ⊂ V,

gauname atitiktį išV į V . Pagal apibṙežimą, elementasv∗ ∈ V yra {Vi, fi, φi}i∈N pusiausvyra
tada ir tik tada, kaiv∗ ∈ µ(v∗), tai yra tada ir tik tada, kaiv∗ yra atitiktiesµ nejudamas taškas.
Parodysime, kad atitiktisµ išpildo Kakutani nejudamo taško teoremos sąlygas.

Aibė V = V1 × · · · × VN yra netuš̌cias, kompaktus ir iškilas Euklidinės erdv̇es poaibis,
kadangi tokia yra kiekviena iš aibiųVi, i ∈ N . Kadangi atitiktisφi ir funkcija fi išpildo
4.4 Lemos sąlygas, atitiktisµi yra pusiautolydi iš viršaus aibėje Ui kiekvienami ∈ N . Te-
gul µ̃i(v) := µi(vN\i) kiekvienami ∈ N . Tada kiekviena atitiktis̃µi iš V į Vi yra taip
pat pusiautolydi iš viršaus aibėje V nesµ̃i yra formalusµi pratęsimas. Panašiai tiesiog tik-
rinant apibṙežimą nesunku įsitikinti, jog atitiktisµ = (µ̃1, . . . , µ̃n) taip pat yra pusiautoly-
di iš viršaus aiḃeje V . Kiekvienami ∈ N ir v ∈ V , aiḃe µ̃i(v) yra dviejų aibiųφi(ui) ir
{x ∈ Vi: fi(ui, x) ≥ supz∈φi(ui)

fi(ui, z)} sankirta. Pirmoji aiḃe yra iškila pagal prielaidą, o
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antroji yra iškila nesfi(ui, ·) yra kvazi-įgaubta funkcija. Toḋel iškilomis yra jų sankirtos̃µi(v),
i ∈ N , bei aiḃeµ(v) = (µ̃1(v), . . . , µ̃N(v)) kiekvienamv ∈ V . Tokiu b ūdu yra išpildytos visos
4.3 Teoremos sąlygos, ir todėl remiantis šia teorema atitiktisµ turi nejudamą tašką, ką ir reikėjo
įrodyti.

Šia teorema pasinaudosime toliau įrodant rinkos bendrosios pusiausvyros egzistavimą.

Arrow-Debreu ekonomikos pusiausvyra. Skyrelio pradžioje miṅeta vartotojų ir gamintojų
rinka yra toliau nagriṅejama kaip atskiras Debreu socialinės sistemos atvejis. Tokios rinkos
pusiausvyros egzistavimą pirmieji tyrė K. J. Arrow ir G. Debreu darbe [1] ir dėl to ši rinka
toliau yra vadinama Arrow-Debreu ekonomika.

Visi Arrow-Debreu ekonomikos dalyviai gamina, maino ir vartoja tą pačią vertybių rinkinių
aibę sutapatintą su Euklidinės erdv̇esR` poaibiu. Kaip jau miṅeta, rinkos dalyviai yra dviejų ti-
pų: vartotojai žymimi indeksaisi ∈ {1, . . . , n} ir gamintojai žymimi indeksaisj ∈ {1, . . . , m}.
i-tasis vartotojas gali rinktis vertybių rinkinįxi iš individualios vartojimo aiḃesXi ⊂ R`. Šio
vartotojo pasirinkimo optimalumas priklauso nuo jo vertybių lauko(Xi,ºi) ir yra ribojamas
biudžetiṅes aiḃesβi(p, wi) = {x ∈ Xi: p·x ≤ wi}, čia kaip ir ankšciau p ∈ P ⊂ R`

+ yra
kainos vektorius owi yra pradinis turtas. Tǎciau skirtingai nei ankšciau dabar pradinis turtas
wi, be pradinio įnašoei, taip pat priklausys ir nuo gamintojų gaunamo pelno tokiu b ūdu. Tar-
kime, kad{θij} = {θij: i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m} yra tokie real ūs neneigiami skaičiai,
kad

∑n
i=1 θij = 1 kiekvienamj ∈ {1, . . . , m} - sąlyga, kurios interpretacija yra ta, kad visa

firmos nuosavyḃe yra privati, priklauso vartotojams. Pažymėjęj-tojo gamintojo gautą pelnąrj,
laikysime, jogi-tojo vartotojo pradinis turtas yrawi(p) = p·ei +

∑m
j=1 θijrj. Kaip jau buvo

aptarta ankstesniame skyrelyje gamintojas maksimizuoja savo pelną visų galimų technologijų
atžvilgiu esant duotai kainai. Prisiminkime, kadj-tojo gamintojo-firmos gamybos aibėYj ⊂ R`

yra sudaryta iš vertybių vektoriųyj taip, kad suvartojama vertybė yra su neigiamu ženklu, o
pagaminama vertyḃe yra su teigiamu ženklu. Tokiu b ūdu duotam kainos vektoriuip ∈ P , ką
tik pamiṅetasj-tojo gamintojo pelnas yrarj = πj(p) = sup{p·y: y ∈ Yj}, ir todėl

wi(p) = p·ei +
m∑

j=1

θijπj(p), kiekvienami ∈ {1, . . . , n}. (4.6)

Apibendrinant tai kas išḋestyta,Arrow-Debreu ekonomikayra laikomas vartotojų pasirinki-
mus nusakantis rinkinys{Xi,ºi, ei}n

i=1, vartotojų pelno paskirstymo rinkinys{θij}, gamybos
aibių rinkinys{Yj}m

j=1 ir kainos vektorių aiḃe P , arba glaustai Arrow-Debreu ekonomika yra
rinkinys

E = ({Xi,ºi, ei}, {θij}, {Yj}, P ). (4.7)

Tokios ekonomikosE b ūsenayra vadinamas vartotojo pasirinktų vertybių vektorius{xi}n
i=1,

gamybos planų vektorius{yj}m
j=1 ir kainos vektoriusp ∈ P , arba glaustai b ūsena yra rinkinys

({xi}, {yj},p). Arrow-Debreu ekonomikos visuminė pertekliṅe paklausa yra

Z ≡ Z({xi}, {yj}) :=
n∑

i=1

xi −
m∑

j=1

yj −
n∑

i=1

ei.
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Dėl ženklo susitarimo vektoriujeyj, visos suvartojamos vertybės yra su pliuso ženklu, o visos
sukuriamos vertyḃes yra su minuso ženklu. Tokiu b ūdu vektoriausZ koordinaṫe yra neigia-
ma, jei atitinkamos vertyḃes rinkoje yra perteklius, ir yra teigiama, jei tos vertybės rinkoje yra
nepakankamai. Taigi rinka bus subalansuota, jeiZ ≤ 0.

4.7 Apibrėžimas. Sakysime, kad rinkiniu (4.7) nusakytos Arrow-Debreu ekonomikosE b ūse-
na({x∗i }, {y∗j},p∗) yrapusiausvyra, jei

(a) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, x∗i = xi(p
∗, wi(p

∗)), tai yra vartojimo lauką(Xi,ºi) ir
biudžeto aibęβi(p

∗, wi(p
∗)) atitinkantis vienintelis optimalaus pasirinkimo problemos

sprendinys;

(b) kiekvienamj ∈ {1, . . . , m}, y∗j ∈ ψj(p
∗, Yj), tai yra gamybos laukeYj esant kainaip∗

pelną maksimizuojantis gamybos planas;

(c) visumiṅe pertekliṅe paklausaZ({x∗i }, {y∗j}) ≤ 0 ir šio vektoriausk-toji koordinaṫe yra
lygi nuliui jei p∗k > 0.

4.8 Teorema. Tarkime, kad Arrow-Debreu ekonomikąE nusako toks rinkinys(4.7), kad

(a) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, aibėXi yra netuščia, iškila, kompakti ir egzistuoja toksx̃i ∈
Xi, kadx̃i < ei

(b) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, vertybių laukas(Xi,ºi) yra tolydus, iškilas ir lokaliai nepa-
sotinamas;

(c) kiekvienamj ∈ {1, . . . , m}, gamybos aibėYj yra iškila, kompakti ir0 ∈ Yj;

(d) P ⊂ R`
+ \ {0} yra k ūgis.

EkonomikaE turi tokią pusiausvyrą({x∗i }, {y∗j},p∗), kad jos visuminės perteklinės paklausos
kainap∗·Z({x∗i }, {y∗j}) = 0.

Įrodymas. Jei ({x∗i }, {y∗j},p∗) yra pusiausvyra irλ > 0, tai remiantis 3.9 Teoremos teiginiu
(b) ir 4.1 Teiginiu, b ūsena({x∗i }, {y∗j}, λp∗) taip pat yra pusiausvyra su ta pačia visumine
pertekline paklausaZ({x∗i }, {y∗j}). Toḋel galima tarti, kadP yra simpleksas

S`−1 = {p = {pk}`
k=1 ∈ R`

+:
∑

k

pk = 1}.

Toliau parodysime, kad Arrow-Debreu ekonomikąE galima laikyti Debreu socialine sistema
sudarytą išn vartotojų,m gamintojų ir vieno fiktyvaus rinkos dalyvio, kuris renkasi kainą.

Apibrėšime tokią Debreu socialinę sistemą(Vi, fi, φi)i∈N , kadN = {1, . . . , m + n + 1},
Vi = Xi visiemsi = 1, . . . , n, Vi = Yi−n visiemsi = n + 1, . . . , n + m ir Vn+m+1 = P . Visos
šios aiḃes yra netušti, kompakt ūs ir iškili Euklidinės erdv̇es poaibiai, tai yra jos išpildo 4.6 Teo-
remos reikalavimus. Toliau yra apibrėžiama socialiṅes sistemos dalyvio pasirinkimo optimalu-
mą įvertinanti funkcijafi kiekvienai ekonomikos b ūsenaiwN = {wi}i∈N := ({xi}, {yj},p).
Jeii ∈ {1, . . . , n}, tai

fi(wN\i,xi) := ui(xi), xi ∈ Xi, (4.8)
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čiaui yra vertybių lauko(Xi,ºi) tolydi naudingumo funkcija egzistuojanti remiantis 2.12 Teo-
rema. Taigi funkcijafi yra tolydi, nes nepriklauso nuo pirmojo argumento ir yra kvazi-įgaubta
pagal antrąjį argumentą remiantis 2.18 Teiginiu. Toliau, jeii ∈ {n + 1, . . . , n + m}, tai

fi(wN\i,yi−n) := p·yi−n, yi−n ∈ Yi−n. (4.9)

Ši funkcija yra bitiesiṅe ir toḋel yra tolydi bei kvazi-įgaubta pagal antrąjį argumentą. Pagaliau,
jei i = n + m + 1, tai

fi(wN\i,p) := p·Z({xi}, {yj}), p ∈ P. (4.10)

Pastarosios funkcijos maksimizavimas reiškia, kad kaina yra didinama tos vertybės, kurios pa-
klausa yra didesṅe už pasi ūlą (perteklinė pasi ūla yra teigiama) ir kaina yra mažinama tos verty-
bės, kurios paklausa yra mažesnė už pasi ūlą (perteklinė pasi ūla yra neigiama). Kadangi funkcija
Z yra tiesiṅe atžvilgiu savo argumentų, tai funkcijafn+m+1 yra bitiesiṅe ir toḋel taip pat yra to-
lydi bei kvazi-įgaubta pagal antrąjį argumentą.

Lieka apibṙežti kiekvienam šios sistemos dalyviui jo galimų pasirinkimų aibę po to kai
pasirenka visi kiti sistemos dalyviai. Gamintojų ir fiktyvaus sistemos nario pasirinkimų aibės
yra Yj ir P nepriklausomai nuo „aplinkos poveikio". Tai reiškia, kad kiekviena iš atitikčių φi,
i ∈ {n + 1, . . . , n + m + 1} yra iškila ir nekintanti (konstanta), o todėl ir tolydi. Kitaip yra su
vartotojų pasirinkimais. Kiekvienami ∈ {1, . . . , n} ir p ∈ P , tegul

φi(p) := βi(p, wi(p)) = {x ∈ Xi: p·x ≤ wi(p)}, (4.11)

čia wi(p) yra apibṙežta lygybe (4.6). Tai reiškia, kad vartotojo biudžetinė aiḃe ribojanti jo
pasirinkimą priklauso nuo kainos. Kadangi0 ∈ Yj, tai gamintojo pelnasπj(p) ≥ 0 kiekvienam
kainos vektoriuip ∈ P . Be to, kadangĩxi < ei, tai p·x̃i < p·ei taip pat kiekvienam kainos
vektoriuip ∈ P . Toḋel kiekvienamp ∈ P , yra teisinga nelygyḃe

inf{p·x: x ∈ Xi} < wi(p) (4.12)

kiekvienami ∈ {1, . . . , n}. Iš čia išplaukia, kad aiḃe (4.11) yra netuš̌cia kiekvienami ∈
{1, . . . , n} ir p ∈ P , tai yraφi yra atitiktis išP į Xi. Kadangi skaliariṅe sandauga yra bitiesinė
funkcija, atitiktisφi yra iškila. Atitiktiesφi tolydumui parodyti pasteḃesime, kad

P 3 p 7→ (p, wi(p)) 7→ βi(p, wi(p)) = φi(p) ⊂ Xi, (4.13)

tai yra atitiktisφi yra atitiktiesP × [0,∞) 3 (p, w) 7→ βi(p, w) ir funkcijos p 7→ (p, wi(p))
kompozicija. Kadangi pelno funkcijaπj yra tolydi aiḃejeP kiekvienamj remiantis 4.1 Teiginiu
ir 4.2 Lema, tai funkcijap 7→ wi(p), apibṙežta (4.6) lygybe, yra tolydi aiḃeje P . Tai, kad
atitiktis βi yra tolydi taške(p, wi(p)) parodoma toliau.

4.9 Lema. Tarkime, kad Euklidinės erdvės poaibisXi yra netuščias, kompaktus ir iškilas, o
p0 ∈ P ir w0 > 0 yra tokie, kadc := inf{p0·x: x ∈ Xi} < w0. Tada atitiktisβi iš P × [0,∞)
į Xi yra tolydi taške(p0, w0).
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Įrodymas. Nesunku patikrinti, kadβi yra pusiautolydi iš viršaus taške(p0, w0). Iš tikro, jei
(pn, wn) → (p0, w0), xn → x0 ir pn·xn ≤ wn kiekvienamn, tai peṙejus prie ribos kain →∞
yra teisingap0·x0 ≤ w0.

Parodysime, kadβi yra pusiautolydi iš apǎcios taške(p0, w0). Tuo tikslu tarkime, kad
(pn, wn) → (p0, w0) ir x0 ∈ βi(p0, w0), tai yrap0·x0 ≤ w0. Reikia rasti tokią seką{xn} ⊂ Xi,
kadpn·xn ≤ wn kiekvienamn ir xn → x0. Jeip0·x0 < w0, tai pn·x0 < wn visiems pakanka-
mai dideliemsn. Tada pastovi seka{xn ≡ x0} tenkina trokštamą savybę. Priešingu atveju tu-
rime lygybęp0·x0 = w0. Kadangic < w0, egzistuoja toksz0 ∈ Xi, kadc ≤ v0 := p0·z0 < w0.
Aibėsp−1

0 (w0) ir p−1
0 (v0) yra nesikertaňciosR` hiperplokštumos ortogonalios vektoriuip0. To-

dėl visiems pakankamai dideliemsn, hiperplokštumap−1
n (wn) kerta tiesę, kurioje guli atkarpa

jungianti taškusz0 ir x0, vieninteliame taškẽxn. Kai n →∞, x̃n → x0. Apibrėžkime vektorių
xn lygų x̃n jei pastarasis guli tarpz0 ir x0 (vadinasi priklauso aibeiXi) ir lygų x0 priešingu
atveju. Taip apibṙežta seka{xn} tenkina trokštamą savybę. Todėl atitiktis βi yra tolydi taške
(p0, w0), ką ir reik̇ejo įrodyti.

Kadangi taškas(p, wi(p)) tenkina šios lemos sąlygą dėka (4.12) nelygyḃes, atitiktisβi yra
tolydi šiame taške, ir toḋel yra tolydi kompozicija (4.13) (įrodyti), tai yra tolydi atitiktisφi

kiekvienami ∈ {1, . . . , n}. Tokiu b ūdu yra išpildytos visos 4.6 Teoremos sąlygos, kas reiškia,
jog sukonstruota Debreu socialinė sistema(Vi, fi, φi)i∈N turi pusiausvyrą.

Tegulv∗ = ({x∗i }, {y∗j},p∗) ∈ V = (Vi)i∈N yra aukš̌ciau apibṙežtos Debreu socialinės sis-
temos pusiausvyra. Parodysime, kad b ūsenav∗ yra Arrow-Debreu ekonomikosE pusiausvyra.
Kiekvienamj ∈ {1, . . . , m}, y∗j maksimizuoja (4.9) funkciją aiḃejeYj ir todėl p∗·y∗j = πj(p

∗),
tai yra išpildyta 4.7 Apibṙežimo(b) sąlyga. Kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, x∗i maksimizuoja (4.8)
funkciją aiḃejeβi(p

∗, wi(p
∗)). Remiantis 3.2 Teorema ir (4.12) įverčiu,x∗i yra vienintelis mak-

simumo taškas, tai yrax∗i = xi(p
∗, wi(p

∗)), kas reiškia, kad yra išpildyta 4.7 Apibrėžimo(a)
sąlyga. Be to, remiantis 3.4 Teiginiu,x∗i randasi ant biudžeto aibės krašto, tai yra

p∗·x∗i = wi(p
∗) = p∗·ei +

m∑

j=1

θijp
∗·y∗j , kiekvienami ∈ {1, . . . , n}.

Sumuodami pagali ir keisdami sumavimo tvarką, kadangi
∑

i θij = 1 kiekvienamj, gauname,
kad

n∑

i=1

p∗·x∗i =
n∑

i=1

p∗·ei +
m∑

j=1

p∗·y∗j , tai yra p∗·Z({x∗i }, {y∗j}) = 0.

Kadangip∗ maksimizuoja (4.10) funkciją, iš paskutinės lygyḃes išplaukia, kad

p·Z({x∗i }, {y∗j}) ≤ 0 kiekvienamp ∈ P.

Jei bent vienos iš vertybių visuminė pertekliṅe paklausa yra griežtai teigiama, tai paėmę šios
vertyḃes kainą lygią vienetui, o visų kitų vertybių kainą lygią nuliui, gautumę prieštaravimą
nelygybei paskutiṅeje išnašoje. Toḋel Z({x∗i }, {y∗j}) ≤ 0, tai reiškia, kad yra išpildyta 4.7 Api-
brėžimo(c) sąlygos pirmoji dalis. Antroji dalis išplaukia iš to, kad bet kuriamk ∈ {1, . . . , `}

p∗kZk({x∗i }, {y∗j}) = −∑

l 6=k

p∗l Zl({x∗i }, {y∗j}) ≥ 0.

Tokiu b ūdu b ūsenav∗ yra tokia Arrow-Debreu ekonomikosE pusiausvyra, kurios visuminės
pertekliṅes paklausos kaina yra nulis, ką ir reikėjo įrodyti.
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4.3 Pareto efektyvumas ir pusiausvyra

Praeitame skyrelyje nustatytos sąlygos tam, kad Arrow-Debreu ekonomikoje egzistuotų pu-
siausvyra. Tǎciau visų pusiausvyros b ūsenų aibė, jei ji yra netuš̌cia, gali tuṙeti ne vienintelį
elementą. Be to, kai kurios pusiausvyros b ūsenos galėtų b ūti „geresṅemis" už kitas pusiau-
svyros b ūsenas ta prasme, kad vieniems vartotojams suteikia daugiau vertybių nesumažinant
jų kitiems vartotojams. Šiame skyrelyje parodoma, kad tokių išskirtinių pusiausvyros b ūsenų
paprastai negali b ūti.

Toliau šiame skyrelyje laikysime, kad Arrow-Debreu ekonomika (4.7) yra tokia, kad

(a) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, aibėXi yra netuš̌cia ir iškila

(b) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, vertybių laukas(Xi,ºi) yra tolydus ir griežtai iškilas;

(c) kiekvienamj ∈ {1, . . . , m}, gamybos aiḃeYj yra netuš̌cia ir iškila.

Žvilgterėjus į 4.8 Teoremą nesunku pastebėti, kad išvardintos sąlygos negarantuoja pusiausvy-
ros b ūsenos egzistavimą.

4.10 Apibrėžimas. Tarkime, kad Arrow-Debreu ekonomika yra nusakyta (4.7) rinkiniu. Ver-
tybių rinkinys ({xi}, {yj}) yra vadinamasleistinu, jei xi ∈ Xi kiekvienami ∈ {1, . . . , n},
yj ∈ Yj kiekvienamj ∈ {1, . . . ,m} ir visuminė pertekliṅe paklausaZ({xi}, {yj}) ≤ 0. Saky-
sime, kad leistinas vertybių rinkinys({xi}, {yj}) yra geresnisuž kitą leistiną vertybių rinkinį
({x∗i }, {y∗j}), jei

xi ºi x∗i kiekvienami ∈ {1, . . . , n} ir (4.14)

xi Âi x∗i kuriam norsi ∈ {1, . . . , n}. (4.15)

Leistinas vertybių rinkinys yra vadinamasPareto efektyviu, jei neegzistuoja geresnio leistino
vertybių rinkinio.

Pareto efektyvumas išreiškia jau skyrelio pradžioje minėtą nuostatą, pagal kurią vertybių
perskirstymas laikomas geru jei kam nors galima padaryti geriau nepabloginant visų kitų padė-
ties.

4.11 Teorema.Tarkime, kad Arrow-Debreu ekonomikosE kiekvienas vertybių laukas yra nepa-
sotinamas(žr. 2.23Apibrėžimą). Jei šios ekonomikos b ūsena({x∗i }, {y∗j},p∗) yra pusiausvyra,
tai vertybių rinkinys({x∗i }, {y∗j}) yra leistinas ir Pareto efektyvus.

Įrodymas. Tegulv∗ = ({x∗i }, {y∗j},p∗) yra Arrow-Debreu ekonomikos pusiausvyros b ūsena.
Vertybių rinkinys({x∗i }, {y∗j}) yra leistinas pagal šios ekonomikos pusiausvyros apibrėžimą.
Tarkime, kad jis ṅera Pareto efektyvus. Tada egzistuoja geresnis vertybių rinkinys({xi}, {yj}),
tai yra šis vertybių rinkinys yra leistinas ir yra teisinga (4.14) ir (4.15). Kadangi kiekvienas
vertybių laukas(Xi,ºi) yra nepasotinamas egzistuoja tokie vertybių vektoriaix̃i ∈ Xi, kad
x̃i Âi xi kiekvienami. Be to, kadangi kiekvienas vertybių laukas(Xi,ºi) yra griežtai iškilas,
tai

xi(λ) := λx̃i + (1− λ)xi Âi xi ºi x∗i kiekvienami ir visiemsλ ∈ (0, 1).
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Remiantis 2.2 Lema, yra teisinga

xi(λ) Âi x∗i kiekvienami ir visiemsλ ∈ (0, 1). (4.16)

Kadangi b ūsena({x∗i }, {y∗j},p∗) yra pusiausvyra, kiekvienas vertybių vektoriusx∗i yra vertin-
giausias biudžetiṅeje aiḃejeβi(p

∗, wi(p
∗)) (žr. sąlygą(a) 4.7 Apibṙežime). Toḋel ir dėl (4.16),

xi(λ) 6∈ βi(p
∗, wi(p

∗)), tai yra

λp∗·x̃i + (1− λ)p∗·xi = p∗·xi(λ) > wi(p
∗) = p∗·ei +

m∑

j=1

θijπj(p
∗)

kiekvienami ir visiemsλ ∈ (0, 1). Šioje nelygyḃeje peṙeję prie ribos kaiλ ↓ 0 gauname, kad
yra teisinga nelygyḃe

p∗·xi ≥ p∗·ei +
m∑

j=1

θijπj(p
∗) kiekvienami.

Dėl (4.15), bent viena iš šių nelygybių privalo b ūti griežta. Todėl suḋeję šias nelygybes ir
sukeitę sumavimo tvarką gauname, kad

p∗·
( n∑

i=1

xi

)
> p∗·

( n∑

i=1

ei

)
+

m∑

j=1

πj(p
∗).

Dar kartą pasinaudoję tuo, kad b ūsena({x∗i }, {y∗j},p∗) yra pusiausvyra, galime tvirtinti, kad
πj(p

∗) ≥ p∗·yj kiekvienamj ∈ {1, . . . , m} (žr. (b) sąlygą 4.7 Apibṙežime). Toḋel yra teisinga
nelygyḃe

p∗·
( n∑

i=1

xi

)
> p∗·

( n∑

i=1

ei

)
+ p∗·

( m∑

j=1

yj

)
.

Iš kitos puṡes, kadangi vertybių rinkinys({xi}, {yj}) yra leistinas, jo visumiṅe pertekliṅe pa-
klausaZ({xi}, {yj}) ≤ 0. Padauginę skaliariškai abi pastarosios nelygybės puses išp∗, gau-
name priešingą nelygybę

p∗·
( n∑

i=1

xi

)
≤ p∗·

( n∑

i=1

ei

)
+ p∗·

( m∑

j=1

yj

)
.

Šis prieštaravimas įrodo, kad ankstesnė prielaida apie geresnio vertybių rinkinio egzistavimą
yra neteisinga. Toḋel vertybių rinkinys({x∗i }, {y∗j}) yra Pareto efektyvus, ką ir reikėjo įrodyti.

Toliau parodoma, jog yra teisingas atvirkščias teiginys. Tai yra egzistuoja tokia kaina, kuriai
esant Pareto efektyvus vertybių rinkinys tampa pusiausvyros b ūsena.

4.12 Teorema.Tarkime, kad({x∗i }, {y∗j}) yra toks Pareto efektyvus vertybių rinkinys, kad bent
vienas vartotojas, tarkimei-tasis, yra nepasotinamas vertybių rinkiniux∗i . Tada egzistuoja toks
kainos vektoriusp∗ ≥ 0, kad
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(a) kiekvienamj ∈ {1, . . . , m}, y∗j yra funkcijosYj 3 yj 7→ p∗·yj maksimumo taškas, tai
yra y∗j ∈ ψj(p

∗, Yj);

(b) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, x∗i yra funkcijos{xi ∈ Xi: xi º x∗i } 3 xi 7→ p∗·xi minimu-
mo taškas.

Prieš įrodant šią teoremą parodysime, kad jos(b) teiginys reiškia vieną iš Arrow-Debreu
ekonomikos pusiausvyros sąlygų.

4.13 Teiginys. Jei yra išpildytos4.12Teoremos sąlygos ir jei kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, x∗i
nėra funkcijosXi 3 xi 7→ p∗·xi minimumo taškas, tai iš(b) teiginio išplaukia teiginys

(b∗) kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, x∗i maksimizuoja funkcijąβi(p
∗,p∗·x∗i ) 3 xi 7→ ui(xi), čia

ui yra vertybio lauko(Xi,ºi) naudingumo funkcija.

Įrodymas. Tegul i ∈ {1, . . . , n} ir tegul xi ∈ βi(p
∗,p∗·x∗i ), tai yraxi ∈ Xi yra toks vertybių

vektorius, kadp∗·xi ≤ p∗·x∗i . Parodysime, kadx∗i ºi xi. Pagal prielaidą egzistuoja toks
zi ∈ Xi, kadp∗·x∗i > p∗·zi. Kiekvienamλ ∈ [0, 1], apibṙežkime vertybių vektoriųxi(λ) :=
λzi + (1 − λ)xi. KadangiXi yra iškila, taixi(λ) ∈ Xi ir be top∗·xi(λ) < p∗·x∗i kiekvienam
λ ∈ (0, 1]. Toḋel remiantis 4.12 Teoremos(b) teiginiu ir 4 Pratimu,x∗i Âi xi(λ) kiekvienam
λ ∈ (0, 1]. Kadangi vertybių laukas(Xi,ºi) yra tolydus, aiḃe {y ∈ Xi: x∗i º y} yra uždara
ir todėl paskutiṅeje nelygyḃeje peṙeję prie ribos kaiλ ↓ 0 gauname, kadx∗i ºi xi, ką ir reik̇ejo
įrodyti.

Tegul leistinas vertybių rinkinys({x∗i }, {y∗j}) išpildo 4.12 Teoremos(a) tvirtinimą ir 4.13
Teiginio (b∗) tvirtinimą. Taip pat, kiekvienami ∈ {1, . . . , n}, tegul

ei := x∗i −
1

n

m∑

j=1

y∗j ir θij := 1/n

visiemsi, j. Tada

wi(p
∗) = p∗·ei +

m∑

j=1

θijπj(p
∗) = p∗·x∗i ,

o visumiṅe pertekliṅe paklausa

Z({x∗i }, {y∗j}) =
n∑

i=1

x∗i −
m∑

j=1

y∗j −
n∑

i=1

ei = 0.

Tokiu b ūdu, Arrow-Debreu ekonomikosE b ūsena({x∗i }, {y∗j},p∗) yra pusiausvyra.

4.12 Teoremos įrodymas.Pakeitę numeraciją, jei tai yra b ūtina, galime tarti, kad pirmasis
vartotojas(i = 1) yra nepasotinamas vertybių rinkiniux∗1. Tegul

M∗
1 := {x1 ∈ X1: x1 Â x∗1} ir Mi := {xi ∈ Xi: xi º x∗i }, i = 1, . . . , n.
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Aišku, kad visos šios aiḃes yra netuš̌cios. Toḋel galime apibṙežti aibę:

G :=
n∑

i=1

{ei}+
m∑

j=1

Yj −M∗
1 −

n∑

i=2

Mi;

čia Euklidiṅes erdv̇es poaibių tiesiṅe kombinacija
∑

k Ak yra aiḃe {∑k ak: ak ∈ Ak}. Parody-
sime, kad aiḃeG neturi teigiamų elementų. Tarkime, kad toks elementas egzistuoja, tai yra

u =
n∑

i=1

ei +
m∑

j=1

yj −
n∑

i=1

xi ∈ G ir u > 0.

TadaZ({xi}, {yj}) = −u < 0, o vertybių vektoriams{xi} yra teisinga (4.14) ir (4.15) kaii =
1. Tokio vertybių rinkinio egzistavimas prieštarauja tam, kad vertybių rinkinys({x∗i }, {y∗j})
yra Pareto efektyvus. Tokiu b ūdu iš tikro aibė G neturi teigiamų elementų. Kadangi aibė M∗

1

yra iškila remiantis 2.17 Lema, o iškilų aibių tiesinė kombinacija yra iškila, tai aiḃeG yra iškila.
Toliau pasiremsime A.10 Teorema: egzistuoja toks kainos vektoriusp∗ ∈ R`

+, kadp∗·u ≤ 0
visiemsu ∈ G. Toḋel visiemsx1 ∈ M∗

1 , xi ∈ Mi, i ∈ {2, . . . , n}, ir yj ∈ Yj yra teisinga

n∑

i=1

p∗·ei +
m∑

j=1

p∗·yj ≤
n∑

i=1

p∗·xi. (4.17)

Pastaroji nelygyḃe yra teisinga ir tuo atveju kaix1 ∈ M1. Iš tikro, tegulx1(λ) := λx1+(1−λ)x∗1
bet kuriemsx1 ∈ M1 ir λ ∈ [0, 1]. Kadangi vertybių laukas(X1,º1) yra griežtai iškilas, tai
x1(λ) Â1 x∗1, tai yrax1(λ) ∈ M∗

1 , visiemsλ ∈ (0, 1). (4.17) nelygyḃeje įstatęx1(λ) vietojex1

ir peṙeję prie ribos kaiλ ↑ 1 gauname, kad ši nelygybė teisinga ir tuo atveju, kaix1 ∈ M1.
Toliau parodoma, kad yra teisingi teoremos(a) ir (b) tvirtinimai. (4.17) nelygyḃeje pȧemę

xi = x∗i ir yj = y∗j gauname

n∑

i=1

p∗·ei +
m∑

j=1

p∗·y∗j ≤
n∑

i=1

p∗·x∗i .

Iš kitos puṡes, kadangi vertybių rinkinys({x∗i }, {y∗j}) yra leistinas, ir toḋel visumiṅe pertekliṅe
paklausaZ({x∗i }, {y∗j}) ≤ 0, tai yra pastarosios išnašos nelygybė į priešingą pusę. Abi kartu
šios nelygyḃes įrodo lygybę

n∑

i=1

p∗·ei =
n∑

i=1

p∗·x∗i −
m∑

j=1

p∗·y∗j . (4.18)

(4.17) nelygyḃeje vietoje
∑n

i=1 p∗·ei įstatę jos gautą (4.18) išraišką, gauname nelygybę

m∑

j=1

p∗·yj −
m∑

j=1

p∗·y∗j ≤
n∑

i=1

p∗·xi −
n∑

i=1

p∗·x∗i , (4.19)

kuri yra teisinga visiemsxi ∈ Mi ir yj ∈ Yj. Dabar teoremos(a) tvirtinimas gaunamas (4.19)
nelygyḃeje pȧemus visusxi = x∗i ir visus yj = y∗j išskyrus vienąyj ∈ Yj. Analogiškai
teoremos(b) tvirtinimas gaunamas (4.19) nelygybėje pȧemus visusxi = x∗i išskyrus vieną
xi ∈ Mi ir visusyj = y∗j . 4.12 Teoremos įrodymas baigtas.
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Pratimai.

1. Rasti paklausos funkciją ir netiesioginio naudingumo funkciją kai vertybių laukas yra
tobulieji pakaitalai ir tobulieji papildiniai.

2. Tarkime, kad rinkoje yra dvi vertyḃesj ∈ {1, 2} ir du vartotojaii ∈ {1, 2} su tokiomis
naudos funkcijomis ir pradiniais įnašais:

{
u1(x1,1, x1,2) = a ln x1,1 + (1− a) ln x1,2, e1 = (0, 1)
u2(x2,1, x2,2) = min{x2,1, x2,2}, e2 = (1, 0),

čia0 < a < 1. Rasti Walraso pusiausvyros kainą.

Pastabos. Naudingumo funkcijos neegzistavimas.

Papildoma literat ūra.

1. W. M. Gorman. Community preference fields.Econometrica, 21, No 1 (1953), 63-80.
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Skyrius 5

Ekonominiai sprendimai esant
neapibrėžtumui

5.1 Apibrėžtis ir neapibrėžtis

Ekonominius sprendimus renkamės pagal numatomas galimų veiksmų pasekmes. Tačiau daž-
nai pasekṁes priklauso ne tik nuo rinkos dalyvių veiksmų. Laukiamos pasekmės gali b ūti
iškreiptos kitų, nepriklausančių nuo m ūsų, aplinkybių. Pavyzdžiui, žemės ūkyje blogas oras
gali sumažinti planuojamą derlių. Tuos kitus, nepriklausančius nuo m ūsų, faktorius vadinsime
ateities (pasaulio)b ūsenomisarbascenarijais. Dabarties momentu mes nežinome, kuris iš ga-
limų scenarijų gali įvykti ateityje. Šią priklausomybę nuo mums nežinomų pasaulio vystymosi
ateityje scenarijų ir vadiname ateitiesneapibrėžtimi. Jei sprendimo pasekṁes nepriklauso nuo
pasaulio b ūsenų ateityje, tai tokį sprendimų priėmimo b ūdą vadinameapibrėžtimi.

Formaliai samprotaujant tarkime, kadA yra leistinų veiksmų aiḃe, Ω yra galimų ateities
b ūsenų aiḃe ir X yra pasekmių aiḃe. Be to tarkime, kad kiekvienas veiksmasa ∈ A ir b ūsena
ω ∈ Ω sukuria pasekmęx ∈ X. Tokiu b ūdu yra apibrėžta pasekmių funkcijaf :

A× Ω 3 (a, ω) 7→ x =: f(a, ω) ∈ X, (5.1)

kuri veiksmus ir b ūsenas vaizduoja į pasekmes. Rinkdamiesi veiksmą gauname pasekmes pri-
klausaňcias nuo ateities pasaulio b ūsenų. Taigi, veiksmoa ∈ A pasirinkimas reiškia nuo at-
eities priklausaňcių pasekmių aiḃes {f(a, ω): ω ∈ Ω} elementų pasirinkimą. Tarkime, kad
Ω = {ω1, . . . , ωK} ir A = {a1, . . . , aN} yra baigtiṅes aiḃes. Tada veiksmąan, n ∈ {1, . . . , N},
atitinkanti nuo ateities priklausančių pasekmių aiḃe yra vektorius{xn,1, . . . , xn,K}, čia xn,k :=
f(an, ωk), k = 1, . . . , K. Tokiu b ūdu rinkimasis tarp dviejų veiksmųa1 ir a2 reiškia rinkimasį
tarp dviejų, nuo ateities priklausančių, pasekmių aibių{x1,1, . . . , x1,K} ir {x2,1, . . . , x2,K}.

Jei funkcijaf nepriklauso nuo ateities b ūsenų, tai yraf nepriklauso nuo aiḃesΩ elementų,
tai tada sakome, kad sprendimas daromas esant apibrėžtumui. Priešingu atveju sakome, kad
sprendimas daromas esant neapibrėžtumui. Atkreipsime ḋemesį į tai, jog sprendimas, daromas
esant apibṙežtumui, nereiškia, kad nagrinėjamame pasaulyje nėra neapibṙežties. Tai tik reiškia,
kad m ūsų sprendimai nepriklauso nuo tos neapibrėžties.
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Pasirinkimas esant neapibṙežtumui. Nagriṅekime firmą, kurios produkcijos kiekis, o tuo
pǎciu ir pelno lygis, priklauso nuo panaudojamo darbo jėgos kiekiod ∈ {1, 2, . . .} =: N. Tegul
Φ = Φ(d) yra pagaminto produkto kiekis,q yra vienos darbo jėgos atlygis, irp yra produkcijos
vieneto kaina. Tada firmos pelno funkcija atrodo taip

π(p) := sup
d∈N

{f(d)} = sup
d∈N
{pΦ(d)− qd},

čiaf(d) := (p, q)·(Φ(d),−d) = pΦ(d)− qd yra pelno lygis. Šiame pavyzdyje veiksmų aibęA
sudaro nat ūrinių skaičių aiḃeN, o pasekmių funkcija yra pelnasf .

Šiame pavyzdyje pasekmė (tam tikras pelno lygis) priklauso tik nuo veiksmo pasirinkimo
(darbo j̇egos lygio). Tokie, nuo pasaulio vystymosi scenarijų nepriklausomai daromi sprendimai
dažnai ṅera patenkinami realios situacijos modeliai. Gali taip atsitikti, kad firmos pagamintos
produkcijos kiekis, o tuo pǎciu ir jos pelno lygis, priklauso nuo, tarkim, oro sąlygų. Tokios
situacijos modeliavimui išskirkime tik dvi b ūsenas: saulėta -ω1 ir lietus - ω2. Tada b ūsenų
aibė yraΩ = {ω1, ω2}. Tai, kad funkcijaΦ priklauso nuo pasaulio b ūsenų yra išreiškiama
įvedant naują kintamąjį:Φ = {Φ(·, ω): ω ∈ Ω} ir f = {f(·, ω): ω ∈ Ω}. Nagriṅejamu atveju,
kiekvienam panaudojamos darbo jėgos kiekiuid ∈ N, yra galimos dvi pasekṁes: f(d, ω1) ir
f(d, ω2). Aišku, kad sprendimai esant apibrėžtumui yra tiesiog atskiras atvejis sprendimų esant
neapibṙežtumui. Iš tikro, jeiΦ(d, ω1) = Φ(d, ω2) visiemsd, tai π(p, ω1) = π(p, ω2) visiemsd
ir firmos pelnas nepriklauso nuo oro sąlygų.

Toliau tarkime, kadΦ(d, ω1) = 4
√

d ir Φ(d, ω2) = 2
√

d kiekvienamd ∈ N, o p = (p, q) =
(1, 1). Tadaf(d, ω1) =

√
d(4−√d) ir f(d, ω2) =

√
d(2−√d). Esant geram orui maksimalus

pelnasπ(p, ω1) = 4 pasiekiamas, kaid = 4, o esant blogam oruiπ(p, ω2) = 1, kai d = 1.
Nagriṅejamame pavyzdyje galima rinktis tarp tokių pasekmių:

(f(d, ω1), f(d, ω2)) =

{
(3, 1) kai d = 1,
(4, 0) kai d = 4.

Pasirinkę maksimaliai galimą pelno reikšmę kaid = 4 rizikuojame visai netuṙeti pelno jei ora
pasirodys gesąs blogas. Todėl racionalesniu gali atrodyti sprendimasd = 1, nes šiuo atveju
apsidraudžiame tuo, kad blogiausiu atveju - esant lietui - gausime maksimalų pelną, o esant
saul̇etam orui gausime tik šiek tiek mažesnį nei maksimalų pelną. Šis pavyzdys iliustruoja
ekonominių sprendimų priklausomybę nuo galimų ateities vystymosi scenarijų.

Tarkime, kad vertyḃe yra apibṙežiama tokia pasekmių funkcija (5.1), kurios reikšmių aibė
yraR. Prisiminę 2.1 skyrelį, aibę

X := {x ∈ RK : x = (f(a, ω1), . . . , f(a, ωK)), a ∈ A}
pavadinkime vertyḃes rinkinių aibe. Vienas b ūdas įvertinti tokios vertybės pasirinkimus yra,
kaip ir ankšciau, apibṙežti vertybių lauką(X,º), arba jį atitinkaňcią naudingumo funkciją
u: X 7→ R. Tokiu atveju pasirinkimo tarp galimų pasekmių problema formuluojama kaip ver-
tybių pasirinkimo optimizavimo uždavinys:

sup
a∈A

u(f(a, ω1), . . . , f(a, ωK)).

Toks pasirinkimas esant neapibrėžtumui yra vadinamas nuo b ūsenų priklausomų (angl. state-
contingent) pasekmių pasirinkimu. Šiame modelyje visos ateities b ūsenos yra vienodai tikėti-
nomis.
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Alternatyvus pasirinkimų b ūdas. Remiantis sukaupta panašių b ūsenų pasirodymo patirti-
mi, galima b ūtų sṗeti jog lietaus pasirodymo ateityje b ūsena yra arba labai mažai tikėtina, arba
priešingai - labai tik̇etina. Pirmuoju atveju anksčiau nagriṅetame pavyzdyje racionalesniu gali
atrodyti pasirinkimasd = 4, o antruoju atveju, racionalesniu -d = 1. Ypǎc toks pasirinkimas
tampa aktualiu kai pelno reikšṁes yra dydžiai3.000.000 ir 4.000.000 Lt, o ne atitinkamai3
ir 4 Lt kaip ankšciau. Turint omenyje tokios papildomos informacijos panaudojimo galimy-
bę ekonomikoje dažnai yra daromaprielaida, kad b ūsenų aibėjeΩ yra apibṙežtas tikimybinis
matasPr, kuris suteikia skaitines reikšmes skirtingų b ūsenų pasirodymo tikėtinumui. Dviejų
b ūsenų atvejų, galima b ūtų tarti, kad arbaPr({ω1}) = 0.9 ir Pr({ω2}) = 0.1, arba atvirkš̌ciai
Pr({ω1}) = 0.1 ir Pr({ω2}) = 0.9.

Taigi tarkime, kad ateities b ūsenų aibėjeΩ yra apibṙežta tikimyḃe (tikimybinis matas)Pr.
Tai reiškia, kad egzistuoja aibėsΩ poaibiųσ-algebraF ir tikimybinis matasPr: F 7→ [0, 1],
kas ir sudaro taip vadinamą tikimybinę erdvę(Ω,F , Pr). Taip pat tarkime, kad(X,B) yra
mati erdv̇e, o funkcijaf(a, ·): Ω 7→ X yra mati kiekvienama ∈ A. Tada bet kuriama ∈ A,
pasekmių funkcijaf indukuoja tikimybinį skirstinįµa aibėjeX: kiekvienamB ∈ B

µa(B) := Pr({ω ∈ Ω: f(a, ω) ∈ B}).
Šis apibṙežimas reiškia, kad esant fiksuotam veiksmuia ∈ A, pasekmių aiḃeje mataus įvykioB
tikimybė yra lygi tikimybei tų ateities b ūsenų, kurias funkcijaf = f(a, ·) vaizduoja į aibęB.
Taigi pasekmių aiḃeje indukuotas skirstinysµa priklauso nuo pasirinkto veiksmoa ∈ A. Toḋel
galima sakyti, jog rinkimasis tarp veiksmų reiškia rinkimasį tarp indukuotų pasiskirstymų.

Tarkime, kad pasekmių aibė X = {x1, . . . , xm} yra baigtiṅe. Tada kiekvienas veiksmas
a ∈ A aibėjeX indukuoja diskretų tikimybinį skirstinįµa, tai yra kiekvienam mǎciam poaibiui
B ⊂ X

µa(B) =
m∑

k=1

pkδxk
(B) =

∑

x∈X

µa({x})δx(B), čia δx(B) =

{
1 jei x ∈ B,
0 jei x 6∈ B.

ir pk ≡ pk(a) := µa({xk}) = Pr({ω ∈ Ω: f(a, ω) = xk}). TegulΠ(X) yra visų tikimybinių
skirstinių antX aibė. Vėlgi prisiminę 2.1 skyrelyje nagrinėtą pasirinkimų tarp vertybių b ū-
dą įvedantpilną pusiautvarkąaibėjeΠ(X) galime gauti naudingumo funkcijąU : Π(X) 7→ R.
Nesunku matyti, jog tarp aibėsΠ(X) ir simpleksoSm−1 egzistuoja abipus vienareikšmis atvaiz-
davimas apibṙežtas atitikimu tarpµ ∈ Π(X) ir (µ({x1}), . . . , µ({xm})) ∈ Sm−1. Toḋel pilną
pusiautvarką su naudingumo funkcijaV galima įvesti simplekseSm−1 ir tuo pǎciu rinktis aiḃe-
je Sm−1. Tokiu atveju pasirinkimo tarp pasekmių problema formuluojama kaip optimizavimo
uždavinys:

sup
a∈A

U(µa) = sup
a∈A

V (p1(a), . . . , pm(a)).

Toks alternatyviųjų tikimybinių skirstinių pasirinkimas remiantis naudingumo funkcijaU yra
antroji pasirinkimų forma esant neapibrėžtumui.

Pasirinkimų tarp tikimybinių skirstinių iliustracijai galima prisiminti ką tik nagrinėtą firmos
gamybos pavyzdį, kurios produkcijos dydis priklauso nuo oro tokiu b ūdu:Pr({ω1}) = 0.9 ir
Pr({ω2}) = 0.1. Tada darbo j̇egos pasirinkimasd = 4 arbad = 1 indukuoja tokius pasiskirsty-
mus baigtiṅeje pasekmių aiḃejeX = {0, 1, 3, 4}:
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B = {0} B = {1} B = {3} B = {4}
µ4(B) 0.1 0 0 0.9
µ1(B) 0 0.1 0.9 0

Kitoms darbo j̇egos kiekiod reikšṁems gautume kitas pasekmių reikšmes ir jas atitinkančias
tikimybes. AiḃenX įtraukiant naujas (teigiamas) pasekmių reikšmes gausime pasiskirstymus
sudarytus iš ilgesnio vektoriaus. Tačiau tokie tikimybių skirstiniai (vektoriai) visada turės tik
dvi nenulines koordinates, kadangi šiame pavyzdyje nagrinėjame tik dvi ateities b ūsenas. Ra-
cionali pilna pusiautvarka nagrinėjamoje tikimybinių skirstinių aiḃeje tuṙetų teikti pirmenybę
vienai iš lentel̇eje esaňcių realizacijų, kuriai - priklauso nuo m ūsų.

5.2 Vidurkin ė nauda

Praeitame skyrelyje buvo parodyta, kad esant neapibrėžtumui ir žinant tikimybinį matą ant b ūse-
nų aiḃes, ekonominius sprendimus galima formuluoti kaip pasirinkimus tarp tikimybinių skirs-
tinių ant pasekmių aiḃesX, tai yra kaip pasirinkimus aiḃejeΠ(X). Šiame skyrelyje aptarsime
tokį aibėsΠ(X) elementų racionalų pasirinkimą, vadinamąvidurkinės naudos hipoteze, kuris
yra išreiškiamas specialaus pavidalo naudos funkcija, vadinama vidurkinės naudos funkcija. Iš
vienos puṡes, labai didel̇e ekonomikos teorijos dalis remiasi vidurkinės naudos hipoteze. O iš
kitos puṡes, egzistuoja daug argumentų teigiančių, jog ši hipoteże realiai ṅera išpildoma. Pra-
dėsime primindami vidurkiṅes naudos hipotezės atsiradimo istorijos pradžią.

Bernoulli ir St. Petersburgo paradoksas. Manoma, kad vidurkiṅes naudos hipotezę pirmą
kartą suformulavo Danielis Bernoulli 1738 metais. Ji buvo pasi ūlyta kaip St. Petersburgo prob-
lemos sprendimas. Problema kilo dėl įpročio atsitiktinius įvykius vertinti pagal jų vidurkius.
Buvo pasteḃeta, jog tokiam tik̇ejimui lyg ir prieštarauja toks pavyzdys-lošimas: simetrinė mo-
neta metama tol kol pasirodo "herbas"; jei pirmą kartą "herbas" pasirodė metant monetąn-tąjį
kartą (n = 1, 2, . . .), tai išlošiama2n dukatų. Kiek užmok̇etuṁete už galimybę žaisti šį lošimą?
Paradoksas yra tas, kad šio lošimo laimėjimo vidurkis yra begalinis:

E(w) =
∞∑

n=1

(1/2)n2n = 1 + 1 + · · · = ∞,

o iš kitos puṡes vargiai rasime žmogų, kuris sutiktų mokėti be galo didelį mokestį už galimybę
žaisti šį žaidimą.

Danielio Bernoulli pasi ūlytas paradokso sprendimas si ūlo du dalykus: pirma, rizikinga veik-
la tuṙetų b ūti vertinama ne pagal tikimos grąžosw vidurkį bet pagal tikimos naudosu(w) vidur-
kį, kitais žodžiais tariant pagal vidurkinę naudą; antra turto naudau(w) turėtų priklausyti nuo
paties turtow netiesiškai - turtui augant jo naudos pokytis didėja maž̇edamas (angl. diminishing
marginal utility). St. Petersburgo lošimo atveju vidurkinė nauda yra

Eu(w) =
∞∑

n=1

(1/2n)u(2n) < ∞
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nes Bernoulli taṙe, kad netiesiṅe priklausomyḃe yrau(x) = α log x. Apibendrinant Bernoulli
samprotavimą ekonominiams sprendimams, pasirinkimai esant neapibrėžtumui tuṙetų priklau-
syti nuo vidurkiṅes naudos

Eu(x) =
∑

x∈X

Pr({x})u(x),

- prielaida, kurią vadiname vidurkinės naudos hipoteze.

Pasirinkimai tarp loterijų. Pereisime prie vidurkiṅes naudos hipotezės šiuolaikinio formu-
lavimo. Sakykime, kad(X,B) yra mati aiḃe, oM(X) yra visų matų antX erdv̇e. Bet kuriems
dviems šios erdv̇es elementamsµ ir ν, jų suma yra toks matasµ + ν, kad (µ + ν)(B) :=
µ(B) + ν(B) kiekvienamB ∈ B. Bet kuriam matuiµ ir skaǐciui r ∈ R, jų sandauga yra toks
matasrµ, kad(rµ)(B) := rµ(B) kiekvienamB ∈ B. Tokiu b ūduM(X) yra tiesiṅe erdv̇e, o
tikimybinių skirstinių antX aibėΠ(X) yra jos iškilas poaibis (patikrinti). Toliau laikysime, kad
X = {x1, . . . , xm}. Tada tikimybinių skirstinių antX aibęΠ(X) sudaro diskret ūs skirstiniai

µ =
∑

x∈X

µ({x})δx =
m∑

i=1

piδxi
,

čiapi = µ({xi}), kuriuos, kaip įprasta ekonomikos teorijoje, vadinsimeloterijomis.
Toliau formuluojama vidurkiṅes naudos hipotezė yra tam tikras pasirinkimas tarp loterijų.

Tokią formą jai suteik̇e von Neumannas ir Morgensternas 1944 metais išleistoje knygoje [12].

5.1 Apibrėžimas. Tarkime, kadX = {x1, . . . , xm} yra pasekmių aiḃe, oΠ(X) yra tikimybi-
nių skirstinių antX aibė. Sakoma, kad pasirinkimo santykisº aibėjeΠ(X) yra išreiškiamas
vidurkinės naudos funkcija, jei egzistuoja tokia funkcijau: X 7→ R, kad visiemsµ, ν ∈ Π(X),

µ º ν tada ir tik tada, kai
m∑

k=1

µ({xk})u(xk) ≥
m∑

k=1

ν({xk})u(xk). (5.2)

Funkcijau yra vadinamavon Neumanno-Morgensterno naudos funkcija, o funkcija

U(µ) :=
m∑

k=1

µ({xk})u(xk) (5.3)

yra vadinamavidurkinės naudos funkcija(angl. expected utility).

Bet kuriamµ ∈ Π(X), pora(X, 2X , µ) yra tikimybinė erdv̇e, o funkcijau: X 7→ R yra mati
funkcija, tai yra atsitiktinis dydis erdv̇eje (X, 2X , µ). Nesunku pastebėti, kadU(µ) apibṙežta
(5.3) lygybe yra atsitiktinio dydžiou vidurkisEu (angl. expectation), ḋel koU ir yra vadinama
vidurkine naudos funkcija1.

von Noimannas ir Morgensternas be kita ko parodytė, kad pasirinkimų tarp loterijų santykis
yra išreiškiamas vidurkiṅes naudos funkcija tada ir tik tada, kai yra išpildytos šios aksiomos:

1Lietuviškoje ekonomiṅeje literat ūroje angl. terminasexpected utilityyra veřciamas terminulaukiamasis nau-
dingumas. Tǎciau (5.3) lygybe apibṙežta reikšṁe neprivalo b ūti "laukiamoji".
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(A.1) (pilnumo aksioma): bet kuriemsµ, ν ∈ Π yra teisinga arbaµ º ν arbaν º µ;

(A.2) (tranzityvumo aksioma): visiemsµ, ν, γ ∈ Π, jei µ º ν ir ν º γ, tai µ º γ;

(A.3) (Archimedo aksioma): jeiµ, ν, γ ∈ Π ir µ Â ν Â γ, tai egzistuoja tokieλ1, λ2 ∈ (0, 1),
kadλ1µ + (1− λ1)γ Â ν ir ν Â λ2µ + (1− λ2)γ.

(A.4) (nepriklausomumo aksioma): bet kuriemsµ, ν, γ ∈ Π ir λ ∈ [0, 1], µ º ν tada ir tik tada,
kai λµ + (1− λ)γ º λν + (1− λ)γ.

Toliau šiame skyrelyje įrodoma (žr. 5.3 Išvadą), minėtoji von Neumanno ir Morgensterno
teorema. Priminsime, kad 2.1 Skyrelyje pasirinkimo santykisº buvo pavadintas racionaliu
jei jis išpildo pirmasias dvi aksiomas:(A.1) ir (A.2). Be to, šios dvi aksiomos garantuoja
tai, jog pasirinkimo santykis yra išreiškiamas naudos funkcija (?). Todėl trokštama speciali
naudos funkcijos išraiška yra galima, jei šis pasirinkimo santykis papildomai tenkina kitas dvi
aksiomas:(A.3) ir (A.4).

Šiose dviejose aksiomose pasirodo loterijų tiesinė kombinacija. Ekonomikos teorijoje ji yra
vadinamasudėtine loterija(angl. compound lottery), nes tokios loterijos išloštas laimėjimas
yra kita loterija. Tǎciau suḋetinė loterija yra išreiškiama per įprastą loteriją naudojant tiesinės
operacijos tarp matų apibrėžimą, tai yra bet kuriemsµ, ν ∈ Π(X) ir λ ∈ [0, 1], suḋetinė loterija
λµ + (1− λ)ν yra tokia loterijaγ, kad kiekvienami ∈ {1, . . . , m}

γ({xi}) = (λµ + (1− λ)ν)({xi}) = λµ({xi}) + (1− λ)ν({xi}).
ir

∑m
i=1 γ({xi}) = 1.
Trečiosios aksiomos pagrindinė idėja yra ta, kad kokia beb ūtų blogaγ loterija, tam tikraµ

loterijos „priemaiša" gali ją taip modifikuoti, kad sudėtinė loterijaλ1µ+(1−λ1)γ tampa geresne
už ν loteriją. Panašiai galima interpretuoti ir šios aksiomos antrąją dalį. Trečioji aksioma turi
tokį savo vardą ḋel to, jog ji šiek tiek primena Archimedo principą: bet kuriems dviems realiems
ir teigiamiems skaǐciamsu ir v egzistuoja toks nat ūrinis skaičius n, kad nu > v. Be to, ši
aksioma ṅera tokia kontraversine kaip paskutinioji.

Paskutinioji - ketvirtoji - aksioma dar yra vadinamasuprastinimo aksiomaarbapakeitimo
aksioma. Jos priimtinumas yra grindžiamas maždaug tokiu samprotavimu. Tarkime, kad Jonas
vertinaµ loteriją labiau užν loteriją. O Onuṫe turi monetą, kurią metant ”pinigas" atsiverčia su
tikimybeλ. Onuṫe si ūlo Jonui pasirinkti vieną iš sudėtinių loterijų:

(A) jei iškrenta "pinigas" gauniµ loteriją, o jei iškrenta "herbas" gauni kažką naujo, tarkimγ
loteriją;

(B) jei iškrenta "pinigas" gauniν loteriją, o jei iškrenta "herbas" gauniγ loteriją.

Norėdamas pasirinkti vieną iš šių dviejų sudėtinių loterijų Jonas samprotauja taip: "jei iškrenta
"herbas", tai abi loterijos duoda tą pačią γ loteriją ir toḋel renkuosiA loteriją, nes priešingu
atveju gaǔciau savo ṁegstamąµ" loteriją. Jono samprotavimas atrodo pagrįstas, tačiau vis
tiek nepriklausomumo aksioma sukelia dideles diskusijas. Kai kurių eksperimentų rezultatai
rodo, jog esant tam tikromsλ reikšṁems irµ, ν, γ loterijų interpretacijoms, visḋelto dažnai
pasirenkamaB loterija. Be abejoṅes tokie rezultatai nereiškia, kad kur nors slypi loginė klaida.
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µ({x1}) µ({x2}) µ({x3})
p 0 1 0
q 0.1 0.89 0.01
r 0.1 0 0.9
s 0 0.11 0.89

5.1: Lentel̇e
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5.2: Piešinys

Vieną iš pirmųjų nepriklausomumo aksiomos tikrinimui skirtų eksperimentų atliko pranc ūzų
ekonomistas Maurice Allais 1952 metais. Tarkime, kad aibęX sudaro trys elementai:

x1 = 5.000.000 Lt, x2 = 1.000.000 Lt, x3 = 0.

Nagriṅekime keturias loterijasµ ∈ {p,q, r, s} antX, apibṙežtas 5.1 lentelėje. M. Allais eks-
perimento dalyviai buvo klausiami apie savo pasirinkimą tarp šių loterijų. Pavyzdžiui,p loterija
reiškia, kad 1.000.000 Lt yra laimimas visada. Tuo tarpuq loterija reiškia, kad 5.000.000 Lt
yra laimimi su tikimybe 0.1, 1.000.000 Lt yra laimimi su tikimybe 0.89 ir nieko nelaimima su
tikimybe 0.01. Lyginantp ir q loterijas, dauguma apklaustųjų minimame eksperimente geriau
pasirinkop neguq. Tai reiškia, kad dauguma tos grupės žmonių 0.1 tikimybę laiṁeti 5.000.000
Lt laiko neverta to, kad su 0.01 tikimybe galima prarasti 1.000.000 Lt.

Toliau, r loterija si ūlo 0.1 tikimybę laiṁeti 5.000.000 Lt ir 0.9 tikimybę nieko nelaiṁeti.
Tuo tarpus loterija si ūlo 0.11 tikimybę laiṁeti 1.000.000 Lt ir 0.89 tikimybę nieko nelaiṁeti.
Tarp šių dviejų loterijų dauguma aptariamojo eksperimento dalyvių pasirinkor loteriją. Na o
tai reiškia, kad dauguma tos grupės žmonių geriau vertina 0.1 tikimybę laimėti 5.000.000 Lt
negu papildomą 0.01 dalį tikimybės laiṁeti 1.000.000 Lt.

Šio eksperimento rezultatai yra nesuderinami nei su loterijų vertinimu remiantis laimėjimo
vidurkiu (prisiminkime St. Petersburgo paradoksą), nei su nepriklausomumo aksioma. Iš tikro,
bet kurio vidurkine naudingumo funkcijaU išreiškiamo pasirinkimo santykio pakaitalų aibės
yra lygiagrěcios tieṡes (koḋel?). Be to, atkarpos jungiančios taškų poras(p,q) ir (s, r) yra
lygiagrěcios (žr. 5.2 Piešinį). Toḋel privalo b ūti teisinga viena iš trijų alternatyvų:
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(i) U(p) > U(q) ir U(s) > U(r), arba

(ii) U(q) > U(p) ir U(r) > U(s), arba

(iii) U(p) = U(q) ir U(s) = U(r).

Tačiau Allais eksperimento rezultatai rodo, jog dauguma apklaustųjų nesilaiko nei vienos iš šių
trijų alternatyvų. Išsprendę 2 Pratimą gauname kitą b ūdą įsitikinti, kad eksperimento rezultatai
prieštarauja nepriklausomumo aksiomai. Todėl eksperimente dalyvavusiųjų pasirinkimo negali-
ma modeliuoti remiantis vidurkine naudos funkcija. Šis eksperimentu patikrinamas tvirtinimas
vadinamasAllais paradoksu.

von Neumanno-Morgensterno Teorema. Šiame paragrafe yra suformuluota ir įrodyta anks-
čiau jau miṅeta vidurkiṅes naudos hipotezės charakterizacija aksiomų pagalba. 5.2 Teorema
yra teisinga pasirinkimui ne tik tarp loterijų bet ir tarp bendresnės prigimties elementų.

TegulΠ yra iškila aiḃe ir U : Π 7→ R yra funkcija. Sakysime, kadU yra tiesinė, jei visiems
µ, ν ∈ Π,

U(λµ + (1− λ)ν) = λU(µ) + (1− λ)U(ν), ∀ λ ∈ (0, 1).

Šiuo atveju terminas "tiesinė funkcija" yra apibṙežiamas ne tiesiṅeje, bet iškiloje aiḃeje, ir toḋel
jos apibṙežimas skiriasi nuo įprastinio tiesinės funkcijos apibṙežimo.

5.2 Teorema. Sakykime, kadΠ yra tiesinės erdvės iškilas poaibis, oº yra pasirinkimo santykis
aibėjeΠ. Pasirinkimo santykisº išpildo (A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas tada ir tik tada,
kai egzistuoja tiesinė naudos funkcijaU : Π 7→ R išreiškiantiº.

Be to, jei pasirinkimo santykįº išreiškia dvi tiesinės naudos funkcijosU, V : Π 7→ R tai
egzistuoja tokie real ūs skaičiaia ir b > 0, kadV = bU + a, tai yra afininės transformacijos
tikslumu egzistuoja vienintelė tiesinė naudos funkcija išreiškiantiº.

Prieš įrodant šią von Neumanno-Morgensterno Teoremą parodysime, kad iš jos išplaukia
vidurkinės naudos hipotezės aksiomatiṅe charakterizacija.

5.3 Išvada. TegulX yra baigtinė aibė,Π(X) yra tikimybinių skirstinių antX aibė, oº yra
pasirinkimo santykis aibėjeΠ(X). Pasirinkimo santykisº yra išreiškiamas vidurkinės naudos
funkcija tada ir tik tada, kai jis tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas. Be to, jei
egzistuoja dvi funkcijosu, v: X 7→ R, kurioms yra teisinga(5.2), tai egzistuoja tokie real ūs
skaičiaia ir b > 0, kadv = bu + a.

Įrodymas. TegulX = {x1, . . . , xm} kuriam norsm ≥ 2. Tarkime, kad pasirinkimo santykis
º tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas. Remiantis von Neumanno-Morgensterno
Teorema egzistuoja tiesinėº išreiškianti naudos funkcijaU : Π(X) 7→ R. Tegulu(x) := U(δx)
kiekvienamx ∈ X. Reikia parodyti, kad yra teisinga (5.2). KadangiU yra naudos funkcija
pakanka parodyti, kad

U(µ) =
m∑

i=1

µ({xi})u(xi), kiekvienamµ ∈ Π(X). (5.4)
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Jeim = 2, tai (5.4) yra teisinga, nesU yra tiesiṅe funkcija. Tarkime, kadm > 2 ir (5.4) yra
teisinga visiems tiemsµ kuriems aiḃe I(µ) := {i ∈ {1, . . . , m}: µ({xi}) 6= 0} turi nedaugiau
kaipk elementų ir2 ≤ k < m. Tarkime, kadµ ∈ Π(X) ir I(µ) turi k + 1 elementą. Tada (5.4)
yra teisinga ir tokiamµ, nesU yra tiesiṅe funkcija ir

∑
i∈I(µ) µ({xi}) = 1. Tokiu b ūdu (5.4) yra

teisinga visiemsµ ∈ Π(X) remiantis indukcija.
Atvirkščiai tarkime, kad pasirinkimo santykisº yra išreiškiamas vidurkiṅes naudos funkci-

ja, tai yra teisinga (5.2) kuriai nors funckijaiu: X 7→ R ir visiemsµ, ν ∈ Π(X). Apibrėžkime
funkcijąU : Π(X) 7→ R (5.4) lygybe. Remiantis (5.2),U yra naudos funkcija išreiškiantiº. Be
to ji yra tiesiṅe funkcija, nes kiekvienamµ, ν ∈ Π(X) ir λ ∈ [0, 1], yra teisinga

U(λµ + (1− λ)ν) = λ
m∑

i=1

µ({xi})u(xi) + (1− λ)
m∑

i=1

ν({xi})u(xi) = λU(µ) + (1− λ)U(ν).

Tokiu b ūdu, pasirinkimo santykisº tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas remian-
tis von Neumanno-Morgensterno Teorema. Antrasis išvados teiginys taip pat išplaukia iš von
Neumanno-Morgensterno Teoremos ir tuo pačiu užbaigia išvados įrodymą.

Toliau įrodoma von Neumanno-Morgensterno Teorema. Jos įrodymas yra suskaidytas į
keletą žingsnių.

5.4 Lema. Sakykime, kadµ, ν ∈ Π, µ Â ν ir λ1, λ2 ∈ [0, 1]. Yra teisingos implikacijos:

jei λ2 > λ1 tai λ2µ + (1− λ2)ν Â λ1µ + (1− λ1)ν, (5.5)

jei λ2 ≤ λ1 tai λ2µ + (1− λ2)ν ¹ λ1µ + (1− λ1)ν. (5.6)

Įrodymas. Pirmosios implikacijos įrodymui tarkime, kadλ1 = 0. Remiantis(A.4) aksioma ir
3 Pratimu, yra teisinga

λ2µ + (1− λ2)ν Â λ2ν + (1− λ2)ν = ν = λ1µ + (1− λ1)ν,

tai yra norima implikacija (5.5) kaiλ1 = 0. Dabar tarkime, kadλ1 > 0 ir λ3 := λ1/λ2. Pagal
pirmąją įrodymo dalį, turime santykįζ := λ2µ + (1 − λ2)ν Â ν. Tada v̇el remiantis(A.4)
aksioma ir 3 Pratimu, yra teisinga

λ2µ + (1− λ2)ν = λ3ζ + (1− λ3)ζ Â λ3ζ + (1− λ3)ν = λ1µ + (1− λ1)ν,

kas ir įrodo (5.5).
Antrosios implikacijos (5.6) įrodymas panašus. Iš pradžių tarę, kadλ1 = 1, remdamiesi

(A.4) aksioma gauname

λ2µ + (1− λ2)ν ¹ λ2µ + (1− λ2)µ = µ = λ1µ + (1− λ1)ν,

tai yra norima implikacija (5.6) kaiλ1 = 1. Toliau pažyṁejęλ3 := (1 − λ1)/(1 − λ2), analo-
giškai gauname (5.6) kaiλ1 < 1.

5.5 Lema. Tarkime, kadµ, ν, ζ ∈ Π, µ º ζ º ν ir µ Â ν. Tada egzistuoja toks vienintelis
λ∗ ∈ [0, 1], kadζ ∼ λ∗µ + (1− λ∗)ν.
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Įrodymas. Remiantis 5.4 Lema, jei toksλ∗ egzistuoja, tai jis yra vienintelis. Parodysime,
kad trokštamasλ∗ egzistuoja. Jeiζ ∼ µ arbaζ ∼ ν tai λ∗ = 1 arbaλ∗ = 0 atitinkamai.
Todėl galima tarti, kadµ Â ζ Â ν. TegulΛ := {λ ∈ (0, 1]: ζ Â λµ + (1 − λ)ν}. Ši aiḃe
yra netuš̌cia nes0 ∈ Λ ir aprežta nesλ ≤ 1. Tegul λ∗ := sup{λ: λ ∈ Λ}. Tarkime, kad
µ Â ζ Â λ∗µ + (1− λ∗)ν. Remiantis(A.3) aksioma egzistuoja toksλ2 ∈ (0, 1), kad

ζ Â λ2µ + (1− λ2)[λ
∗µ + (1− λ∗)ν] = [λ2 + (1− λ2)λ

∗]µ + [1− λ2 − (1− λ2)λ
∗]ν.

Tai yraλ∗ < λ2+(1−λ2)λ
∗ ∈ Λ - prieštaravimas. Dabar tarkime, kadλ∗µ+(1−λ∗)ν Â ζ Â ν.

Vėl remiantis(A.3) aksioma egzistuoja toksλ1 ∈ (0, 1), kad

λ1λ
∗µ + (1− λ1λ

∗)ν = λ1[λ
∗µ + (1− λ∗)ν] + (1− λ1)ν Â ζ.

Kadangiλ1λ
∗ < λ∗, remiantis 5.4 Lema,λ1λ

∗ ∈ Λ - prieštaravimas. Toḋelλ∗µ+(1−λ∗)ν ∼ ζ,
ką ir reikėjo įrodyti.

5.2 Teoremos įrodymas.Tarkime, kad egzistuoja tiesinė naudos funkcijaU : Π 7→ R iš-
reiškianti pasirinkimo santykįº. Reikia įrodyti, kadº tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4)
aksiomas. Pirmosios dvi aksiomos galioja pasirinkimo santykiuiº todėl, kad jos galioja pilnai
sutvarkytai aibei(R,≥) ir U išreiškiaº. Dėl (A.3) aksiomos tegulµ, ν, γ ∈ Π ir µ Â ν Â γ.
TadaU(µ) > U(ν) > U(γ) remiantis 4.1 Pratimu. KadangiU(ν) ∈ [U(γ), U(µ)] egzistuoja
toksλ1 ∈ (0, 1), kad

U(ν) < λ1U(µ) + (1− λ1)U(γ) = U(λ1µ + (1− λ1)γ)

dėl funkcijosU tiesiškumo. Dar kartą pasinaudoję 4.1 Pratimu gauname pirmąjį norimą santykį
λ1µ + (1 − λ1)γ Â ν. Kadangi antrasis santykis gaunamas analogiškai,(A.3) aksioma yra
įrodyta. Ḋel (A.4) aksiomos tegulµ, ν, γ ∈ Π ir λ ∈ [0, 1]. Tegulµ º ν. TadaU(µ) ≥ U(ν) ir

U(λµ + (1− λ)γ) = λU(µ) + (1− λ)U(γ) ≥ λU(ν) + (1− λ)U(γ) = U(λν + (1− λ)γ)

dėl U tiesiškumo. Lyginant kraštinius narius gauname norimą santykįλµ + (1 − λ)γ º λν +
(1− λ)γ kadangiU išreiškiaº. Tie patys argumentai atvirkščia tvarka įrodo antrąją aksiomos
dalį. Tokiu b ūduº tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas.

Likusią teoremos dalį įrodysime esant papildomai sąlygai, kad egzistuoja tokieµ, ν ∈ Π,
kadµ º ζ º ν visiemsζ ∈ Π. TegulQ := {ζ ∈ Π: µ º ζ º ν}. Tokiu b ūdu mes tariame, kad
Q = Π.

Sakykime, kad pasirinkimo santykisº tenkina(A.1), (A.2), (A.3) ir (A.4) aksiomas. Jei
µ ∼ ν visiemsµ, ν ∈ Π, tai apibṙežęU taip, kadU(µ) := 0 visiemsµ ∈ Π gauname, kad
U yra tokio pasirinkimo santykio tiesinė naudos funkcija. Toliau tarsime, kad egzistuoja tokie
µ, ν ∈ Π, kadµ Â ν. Aibė Q yra iškila. Iš tikro, jeiζ1, ζ2 ∈ Q ir λ ∈ [0, 1], tai keturis kartus
pritaikę(A.4) aksiomą gauname, kad

{
µ = λµ + (1− λ)µ º λµ + (1− λ)ζ2 º λζ1 + (1− λ)ζ2

ν = λν + (1− λ)ν ¹ λν + (1− λ)ζ2 ¹ λζ1 + (1− λ)ζ2,
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tai yraλζ1+(1−λ)ζ2 ∈ Q. Jeiζ ∈ Q, tai remiantis 5.5 Lema egzistuoja toks vienintelisλ∗, kad
ζ ∼ λ∗µ + (1 − λ∗)ν. Tokiu b ūdu yra apibrėžta funkcijaQ 3 ζ 7→ U(ζ) := λ∗. Parodysime,
kadU yra tiesiṅe naudos funkcija aiḃejeQ išreiškianti pasirinkimo santykįº.

Tegulζ, η ∈ Q. Remiantis 5.4 Lema ir funkcijosU apibṙežimu, nelygyḃeU(ζ) > U(η) yra
teisinga tada ir tik tada, kai yra teisingas santykis

U(ζ)µ + (1− U(ζ))ν Â U(η)µ + (1− U(η))ν, (5.7)

kurio kairioji ir dešinioji puṡes yra pakeǐciamos atitinkamaiζ ir η. Kadangi pasirinkimo santykis
º yra racionalus (t.y. išpildo(A.1) ir (A.2) aksiomas), remiantis 2.2 Lema, (5.7) yra teisinga
tada ir tik tada, kaiζ Â η.

Tegulζ, η ∈ Q ir λ ∈ [0, 1]. KadangiQ yra iškila, taiξ := λζ + (1− λ)η ∈ Q ir

ξ ∼ U(λζ + (1− λ)η)µ + (1− U(λζ + (1− λ)η))ν.

Iš kitos puṡes, remdamiesi tuo, kad∼ yra ekvivalentumo santykis, o ekvivalentumo klasės
išsaugo tiesinę strukt ūrą, gauname

ξ ∼ λ[U(ζ)µ + (1− U(ζ)ν] + (1− λ)[U(η)µ + (1− U(η)ν]

= [λU(ζ) + (1− λ)U(η)]µ + [1− λU(ζ)− (1− λ)U(η)]ν.

Palyginę pastarųjų dviejų išnašų dešines puses ir kadangi skaičiusλ∗ 5.5 Lemoje yra vienintelis
gauname funkcijosU tiesiškumą aiḃejeQ.

Liko įrodyti antrąją teoremos dalį apie tai, kad afininės transformacijos tikslumu egzistuoja
vienintel̇e tiesiṅe naudos funkcija išreiškiantiº Tarkime, kad pasirinkimo santykįº išreiškia
dvi tiesiṅes naudos funkcijosU, V : Q 7→ R. Jeiµ ∼ ν ir U(ζ) = m o V (ζ) = n visiemsζ ∈ Q,
tai V = U + n−m, tai yraV yraU afininė transformacija. Taigi, tegulµ Â ν ir ζ ∈ Q. Tegul

hU(ζ) :=
U(ζ)− U(η)

U(µ)− U(η)
ir hV (ζ) :=

V (ζ)− V (η)

V (µ)− V (η)
.

Remiantis 5.5 Lema egzistuoja toks vienintelisλ∗ ∈ [0, 1], kad ζ ∼ λ∗µ + (1 − λ∗)ν. Dėl
funkcijų U ir V tiesiškumo, turime lygybeshU(ζ) = λ∗ = hV (ζ). Dėl kaiṙes ir dešiṅes pusių
lygybės gaunameV (ζ) = U(ζ)b + a, čia

b :=
V (µ)− V (ν)

U(µ)− U(ν)
> 0 ir a := −bU(ν) + V (ν).

Kadangiζ ∈ Q yra laisvai parinktas, teoremos įrodymas yra baigtas tuo atveju kaiΠ = Q.

5.3 Investuotojo pasirinkimai

Praeitame skyriuje miṅetas pavyzdys iliustruoja gamintojo sprendimų priklausomybę nuo atei-
ties neapibṙežtumo. Su panašaus pob ūdžio neapibrėžtumu susiduria ir vartotojas bandydamas
investuoti savo santaupas vertybinių popierių rinkose. Be to, tokiame ekonominių sprendimų
pavyzdyje nagriṅesime investuotojo veiksmų priklausomybę nuo laiko.
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Kaip jau buvo miṅeta įvade, paprasčiausia kapitalo vertyḃe, kuria prekiaujama vertybinių
popierių rinkoje, yra akcija nusakoma savo kaina. Tarkime, kad tokioje rinkoje prekiaujaman
akcijomis, oi-tosios akcijos kaina yra diskretaus laiko funkcijaXi = {Xi(t): t = 0, 1, . . . , T}
i ∈ {0, 1, . . . , n}. Taip pat tarkime, kad laiko momentt investuotojas turiψi(t) kiekį i-tosios
akcijos. Tokiu b ūdu funkcijaψi yra apibṙežta kiekvienamt ∈ {0, 1, . . . , T}, vektoriusψ(t) :=
(ψ0(t), . . . , ψn(t)) yra vadinamas investuotojoportfeliu laiko momentut, o funkcijų rinkinys
{ψ0, . . . , ψn} yra vadinamas investuotojostrategija. Vertybinių popierių rinkos investuotojo
portfelio vertėlaiko momentut ∈ {0, 1, . . . , T} yra lygi

Vt ≡ V (t) :=
n∑

i=0

ψi(t)Xi(t).

Dviejų b ūsenų vartojimo ir investavimo modelis. Tarsime, kadT = 1, tai yra nagriṅejamas
(diskretus) dviejų b ūsenų modelis. Galima laikyti, kadt = 0 yra dabartis, ot = 1 - ateitis.
Dabarties momentu neapibrėžtumų ṅera. Ateities neapibrėžtumas yra nusakomas baigtine ga-
limų b ūsenų aibeΩ = {ω1, . . . , ωK}. Tokiu b ūdui-tosios akcijos kainos priklausomybė nuo
pasaulio b ūsenų išreiškiama dar vienu kintamuoju, tai yraXi(1) = {Xi(1, ωk): k = 1, . . . , K}.

Nagriṅesime investuotojo problemas susijusias su vartojimu ir investavimu ateityje. Varto-
jimas dabarties laiko momentut = 0 yra žinomas dydis, nusakomas realiu skaičiumi c0. Šiuo
laiko momentu turimas turtas, arba pradinis įnašas (angl. endowment), yra taip pat realus skai-
čiusw0. Dalį turimo turto investuotojas skiria vertybinių popierių pirkimui, tai yra investicijai
kurios dydis yraV0. Toḋel pradiniu laiko momentut = 0 investuotoją riboja sąlyga:

c0 ≤ w0 − V0. (5.8)

Tuo tarpu laiko momentut = 1 investuotojo vartojimasc1, turtasw1 ir portfelio verṫe V1 yra
atsitiktiniai dydžiai susieti sąryšiu:

c1 ≤ w1 + V1. (5.9)

Paprastai yra laikoma, kad portfelio vertėVt pereinant iš b ūsenost = 0 į b ūsenąt = 1 kinta tik
dėl vertybinių popierių kainos kitimo, o tuo tarpu portfelisψ(0) = ψ(1).

Nagriṅejama problema yra optimalaus vartojimo ir investavimo paieška pereinant iš b ūsenos
t = 0 į b ūsenąt = 1. Investuotojas siekia optimizuoti vartojimą{c0, c1} ir portfelio strategiją
ψ := ψ0 = ψ1 taip, kad jo vidurkiṅes naudos funkcija įgytų maksimalią reikšmę, tai yra jo
vartojimo-investavimo problema yra

sup
c0,c1,ψ

Eu(c0, c1) su sąlyga, kad yra teisinga (5.8) ir (5.9).

Pratimai.

1. Tegul p, q, r ir s yra keturios loterijos apibrėžtos 5.1Lentelėje, o aiḃe X = {5, 1, 0}.
Rasti tokias loterijasξ, η antX ir skaǐcių λ ∈ [0, 1], kad

p = λp + (1− λ)p, q = λξ + (1− λ)p,

r = λξ + (1− λ)η, q = λp + (1− λ)η.
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2. Remiantis praeito pratimo rezultatu parodyti, kad vidurkinės naudos pasirinkimas 5.1
Lentel̇es loterijas įvertina taip:p º q tada ir tik tada, kais º r.

3. Įrodyti, kad nepriklausomumo aksiomoje pasirinkimo santykįº galima pakeisti pasirin-
kimo santykiuÂ.

Pastabos. Apie vidurkinę naudą. Daugiau šia tema galima rasti Fishburn (1982) knygoje. Machina (1982)

yra plati vidurkiṅes naudos teorijos apžvalga, kurioje parodoma, kad didelė ekonomiṅes analiżes dalis paprastai

besiremianti vidurkiṅes naudos išraiška ištikro gali apsieiti be nepriklausomumo aksiomos.
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Priedas A

Matematika

Sakoma, kad aibių šeima pasižymibaigtinės sankirtos savybe, jei bet kuri baigtiṅe šeimos narių
sankirta yra netuš̌cia.

A.1 Teorema. Topologinė erdvėX yra kompakti tada ir tik tada, kai erdvėsX bet kurios už-
darų aibių šeimos, pasižyminčios baigtinės sankirtos savybe, sankirta yra netuščia.

A.1 Atitiktis

Daugeliu atveju ekonominiai kintamieji nėra susiję vienareikšmiška atitinkamybe, kaip to rei-
kalauja matematinis funkcijos apibrėžimas: su kiekvienu funkcijos apibrėžimo srities elementu
susiejamas vienintelis funkcijos reikšmių srities elementas. Pavyzdžiui, 3.1 Skyrelyje aprašo-
mi biudžeto aiḃe ar pasirinkimas, kainos–turto b ūsenai priskiria apskritai ne vienintelį gėrybių
rinkinio vektorių. Ḋel šios priežasties dažnai naudojamasi tokiu funkcijos apibendrinimu:

A.2 Apibr ėžimas. Sakykime, kadS ir T yra aiḃes.Atitiktimi (angl. correspondence)ψ iš S į T
vadinama taisykl̇es 7→ ψ(s), su kiekvienu elementus ∈ S priskirianti netuš̌cią aibęψ(s) ⊂ T .

Akivaizdu, kad funkcija yra atskiras atitiktiesψ atvejis, kai visų reikšmių aiḃesψ(s) suda-
rytos iš vieno elemento. Toliau aptariamas atitiktiesψ reikšmiųψ(s) kitimo priklausomumas
nuo argumentos. B ūtent atitikties tolydumu vadinsime savybę sudarytą iš toliau apibrėžiamų
išorinio ir vidinio tolydumo.

A.3 Apibr ėžimas. Sakykime, kadS ir T yra topologiṅes erdv̇es ir ψ yra atitiktis iš S į T .
ψ vadinsimetolydžia iš išorės taškes ∈ S (angl. upper hemicontinuous), jei su kiekvienu
aibėsψ(s) atviru viršaibiuU egzistuoja tokias aplinkaV , kadψ(t) ⊂ U su visaist ∈ V . ψ
vadinsimetolydžia iš išorės aibėjeS, jei su kiekvienus ∈ S, ji yra tolydi iš išoṙes taškes. Taip
pat sakysime, kadψ galioja išorinis tolydumastaške arba aiḃeje.

Pagal tokią tolydumo sąvoką aibė ψ(s) negali tapti per daug didele – „sprogti į įšorę" –
lyginant ją suψ(s0) kai s yra artis0. Tǎciau toje pǎcioje situacijojeψ(s) gali staiga sumaž̇eti,
t. y. „sprogti į vidų". Nesunku pastebėti, kad atitiǩciai ψ esant funkcija, jos išorinis tolydumas
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yra ekvivalentus (funkcijos) tolydumui. Ḋel šios priežasties atitiktims nėra tinkamas kartais
vartojamas pusiautolydumo (angl. semicontinuous) terminas.

Tarkime, kad atitiktisψ iš S į T yra tolydi iš išoṙes aiḃejeS, ir tegul s ∈ S. Pirma, pagal
apibṙežimą,ψ(s) yra apṙežta. Antra, apibṙežime (A.1) pȧemę trivialią seką{sn ≡ s} ∈ S,
gauname, kad aibėφ(s) yra uždara. Toḋel φ(s) yra kompaktas Euklidiṅes erdv̇es poaibyjeT .

A.4 Teorema. Sakykime, kadS ir T yra Euklidinių erdvių poaibiai irψ yra tokia atitiktis išS
į T , kurios reikšmė taškes ∈ S yra kompakti aibė. Tuo atvejuψ yra tolydi iš išorės taškes tada
ir tik tada, kai su kiekviena konverguojančia sekasn → s ir su kiekviena seka{tn}, sudaryta iš
tn ∈ ψ(sn), egzistuoja į aibėsψ(s) elementą konverguojantis posekis{t′n}, t. y.

[sn → s, tn ∈ ψ(sn) ∀n] ⇒ [∃ {t′n}: t′n → t ∈ ψ(s)] . (A.1)

Įrodymas. Tarkime, kadψ yra tolydi iš išoṙes taškes, sekasn → s ir seka{tn} sudaryta iš
tn ∈ ψ(sn). Kadangiψ(s) yra kompaktas, egzistuoja aprėžtas ir atviras viršaibisU . Remiantis
A.3 Apibrėžimu, egzistuoja tokias aplinkaV , kadψ(t) ⊂ U su visaist ∈ V . Tada egzistuoja
toks indeksasn′ ≥ 1, kad su visaisn ≥ n′, sn ∈ V ir todėl tn ∈ ψ(sn) ⊂ U . Euklidinėje
erdv̇eje iš bet kurios aprėžtos sekos galima išrinkti konverguojantį posekį ir todėl egzistuoja į
elementąt ∈ U konverguojantis sekos{tn} posekis{t′n}. Tarkime, kadt 6∈ ψ(s) ir su kiekvienu
ε > 0,

Bε := Bε(ψ(u)) := {u ∈ T : d(ψ(s), u) := inf{‖v − u‖: v ∈ ψ(s)} ≤ ε}.

Egzistuoja toksε > 0, kadt 6∈ Bε. Tǎciau visiems pakankamai dideliemsn, t′n ∈ Bε ir todėl
t ∈ Bε - prieštaravimas, įrodantis, kadt ∈ ψ(s).

Priešinga linkme tarkime, kadψ nėra tolydi iš išoṙes taškes, t. y. egzistuoja toks aiḃesψ(s)
atviras viršaibisU , kad su kiekvienas aplinkaV , egzistuoja tokssV ∈ V , kadψ(sV ) 6⊂ U .
Tarkime, kad{B1/n(s)} yra seka sudaryta iš rutulių su centru taškes ir spinduliu 1/n. Su
kiekvienun egzistuojasn ∈ B1/n(s) ir tn ∈ ψ(sn) \ U . Kadangisn → s, (A.1) dėka privalo
egzistuoti į aiḃesψ(s) elementąt konverguojantis posekis{t′n}. Tǎciau aiḃeT \ U yra uždara,
{t′n} ⊂ T \ U ir todėl riba t negali priklausyti aibeiψ(s) – prieštaravimas, įrodantisψ išorinį
tolydumą taškes.

A.5 Apibr ėžimas. Sakykime, kadS ir T yra topologiṅes erdv̇es irψ yra atitiktis išS į T . ψ
vadinsimetolydžia iš vidaus taškes ∈ S (angl. lower hemicontinuous), jei su kiekviena atvira
aibeU , turinčią netuš̌cią sankirtą su aibeψ(s), egzistuoja tokias aplinkaV , kadψ(t) ∩ U 6= ∅
su visaist ∈ V . ψ vadinsimetolydžia iš vidaus aibėjeS, jei su kiekvienus ∈ S, ji yra tolydi iš
vidaus taškes. Taip pat sakysime, kadψ galiojavidinis tolydumastaške arba aiḃeje.

Na o atitikties tolydumas taške arba aibėje yra apibṙežiamas kaip tos atitikties išorinis ir
vidinis tolydumas, atitinkamai taške arba aibėje.

A.6 Teorema. Sakykime, kadS ir T yra Euklidinių erdvių poaibiai,ψ yra atitiktis išS į T ir
s ∈ S. Tuo atvejuψ yra tolydi iš vidaus taškes tada ir tik tada, su kiekviena įs konverguojančia
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seka{sn} ⊂ S ir su kiekvienut ∈ ψ(s), egzistuoja tokia seka{tn} ⊂ T konverguojanti įt, kad
tn ∈ ψ(sn) su kiekvienun, t. y.

[sn → s, t ∈ ψ(s)] ⇒ [∃ {tn}: tn → t, tn ∈ ψ(sn)] . (A.2)

Įrodymas. Tarkime, kadψ yra tolydi iš vidaus taškes, sekasn → s kai n → ∞ ir t ∈
ψ(s). Taip pat tarkime, kad su kiekvienuk ∈ N, B1/k(t) yra atviras rutulys su centru tašket ir
spinduliu1/k. Aišku, kadB1/k(t) ∩ ψ(s) 6= ∅ su kiekvienuk. Kadangiψ yra tolydi iš vidaus
taškes, su kiekvienuk, egzistuoja tokias aplinkaVk, kadψ(s′) ∩ B1/k(t) 6= ∅ su kiekvienu
s′ ∈ Vk. Kadangisn → s, su kiekvienuk, egzistuoja toksnk ∈ N, kadsn ∈ Vk su kiekvienu
n ≥ nk. Galima tarti, kadnk < nk+1 su visaisk. Su kiekvienuk ir n ∈ [nk, nk+1), paimkime
tn ∈ ψ(sn) ∩B1/k(t). Taip sudaryta seka{tn} išpildo (A.2).

Priešinga linkme tarkime, kadψ nėra tolydi iš vidaus taškes, t. y. egzistuoja tokia atvira
aibėU , kadU ∩ ψ(t) 6= ∅ ir bet kuriojes aplinkojeV yra toks taškassV , kadψ(sV ) ∩ U = ∅.
Todėl egzistuoja tokia įs konverguojanti seka{sn}, kadψ(sn) ∩ U = ∅. Dabar tarkime, kad
t ∈ U∩ψ(s). Pagal prielaidą egzistuoja tokia įt konverguojanti seka{tn}, kadtn ∈ ψ(sn) ⊂ U c

su kiekvienun. KadangiU c uždara, tai ribat taip pat tuṙetų priklausytiU c – prieštaravimas tam,
kadt ∈ U . Prieštaravimas įrodo, kadψ yra tolydi iš vidaus taškes.

A.2 Nejudamo taško teoremos

Yra sakoma, kad funkcijaf atvaizduojanti aibęK į savę turinejudamą tašką, jei egzistuoja
toksx ∈ K, kadf(x) = x. Tuo atveju, kaiK yra Euklidiṅes erdv̇es vienetinis rutulys, o funk-
cija f yra tolydi, nejudamo taško egzistavimą įrodė Brouwer 1912 metais. Jo teoremą galima
laikyti Bolzano vidurinių reikšmių teoremos tolydžioms funkcijoms, įrodytos dar 1817 metais,
apibendrinimu. Šiuo metu egzistuoja labai daug skirtingų Brouwer’io teoremos įrodymų.Čia
pateikiame vieną iš paprasčiausių įrodimų, pasiskolintą iš Dunford ir Schwartz (1958) knygos.

A.7 Teorema. Tarkime, kadf yra tolydus Euklidinės erdvės vienetinio rutulio atvaizdavimas į
savę. Tadaf turi nejudamą tašką.

Šios teoremos įrodyme remsimės tokiu pagalbiniu teiginiu:

A.8 Lema. TegulRn+1 3 x = (x0, x1, . . . , xn) 7→ g(x) ∈ Rn yra be galo diferencijuojama
funkcija, ir tegulDi yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti išn dalinių išvestinių
gx0 , . . . , gxi−1

, gxi+1
, . . . , gxn. Tada

n∑

i=0

(−1)i ∂

∂xi

Di = 0. (A.3)

Įrodymas. Kiekvienai porai skirtingų indeksųi, j ∈ {0, 1, . . . , n}, tegulCi,j yra toks deter-
minantas, kurio pirmas stulpelis yra mišri išvestinė gxixj

, o likę stulpeliai yra daliṅes išvesti-
nėsgx0 , . . . , gxn išdėstytos indeksų diḋejimo tvarka ir tarp kurių ṅeragxi

ir gxj
. Aišku, kad
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Ci,j = Cj,i. Remdamiesi determinantų diferencijavimo ir stulpelių sukeitimo taisyklėmis, bet
kuriami ∈ {0, 1, . . . , n} gauname lygybę

∂

∂xi

Di =
∑

j<i

(−1)jCi,j +
∑

j>i

(−1)j−1Ci,j.

Todėl pažyṁejusσ(i, j) := 1 jei j < i, σ(i, j) := 0 jei j = i ir σ(i, j) := −1 jei j > i, lygybė

(−1)i ∂

∂xi

Di =
n∑

j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j).

yra teisinga kiekvienami ∈ {0, 1, . . . , n}. Suḋeję gauname

n∑

i=0

(−1)i ∂

∂xi

Di =
n∑

i,j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j).

Sukeitę indeksus vietomis ir pastebėję, kadσ(i, j) = −σ(j, i) gauname, kad

n∑

i,j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j) =
n∑

i,j=0

(−1)j+iCj,iσ(j, i) = (−1)
n∑

i,j=0

(−1)i+jCi,jσ(i, j)

Todėl kiekviena iš trijų sumų privalo b ūti lygi nuliui. Iš̌cia išplaukia trokštama formulė (A.3).

A.7 Teoremos įrodymas. Tegul B(0) ≡ B1(0) := {x ∈ Rk: |x| ≤ 1} yra Euklidiṅes erd-
vėsRk vienetinis rutulys ir tegul funkcijaf : B(0) 7→ B(0) yra tolydi. Iš pradžių parodysime,
jog teoremą pakanka įrodyti tuo atveju, kaif yra begalo diferencijuojama. Iš tikro, remiantis
Weierstrass’o teorema, tolydžią funkcijąf galima tolygiai aproksimuoti begalo diferencijuo-
jamomis funkcijomis, kurios vienetinį rutulį atvaizduoja į savę. Tarkime, kad{fn} yra tokia
funkcijų seka. Tada kiekvienamn ≥ 1, egzistuoja toksxn ∈ B(0), kadfn(xn) = xn. Kadangi
Euklidinės erdv̇es vienetinis rutulysB(0) yra kompaktas, egzistuoja sekos{xn} posekis{xnk

},
konverguojantis į vienetinio rutulio elementąx, kuris ir yra funkcijosf nejudamas taškas.

Toliau galime tarti, kad funkcijaf yra be galo diferencijuojama. Tačiau tarkime, kadf(x) 6=
x visiemsx ∈ B(0). Tegul realus skaičiusa = a(x) yra kvadratiṅes lygties

1 = |x + a(x− f(x))|2 = a2|x− f(x)|2 + 2a(x,x− f(x)) + |x|2

didesnioji šaknis,̌cia (·, ·) žymi skaliarinę sandaugą Euklidinėje erdv̇ejeRk. Toḋel

|x− f(x)|2a = (x, f(x)− x) +
√

(x,x− f(x))2 + (1− |x|2)|x− f(x)|2. (A.4)

Kadangi |x − f(x)| 6= 0 visiemsx ∈ B(0), (A.4) išnašoje esantis pošaknis yra teigiamas
visiems|x| 6= 1. Jei |x| = 1, tai (x,x − f(x)) 6= 0, kadangi priešingu atveju(x, f(x)) = 1,
o dviejų vektorių, kurių ilgiai neviršija1, skaliariṅe sandauga gali b ūti lygi1 tada ir tik tada,
kai jie yra lyg ūs. Tokiu b ūdu (A.4) išnašoje esantis pošaknis yra teigiamas visiemsx ∈ B(0).
Kadangi funkcija(0,∞) 3 t 7→ √

t yra be galo diferencijuojama, ir kadangi|x − f(x)| 6= 0
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visiemsx ∈ B(0), tai (A.4) apibṙežia be galo diferencijuojamą funkcijąa: B(0) 7→ R. Pagal
apibṙežimą,a(x) = 0 jei |x| = 1. Kiekvienamt ∈ R, tegulg(t,x) := x + ta(x)(x − f(x)).
Tadag yra begalo diferencijuojama funkcija iš aibėsR×B(0) ⊂ Rk+1 į Rk. Kadangia(x) = 0
visiems|x| = 1, tai daliṅe išvestiṅe pagalt, gt(t,x) = 0 visiems|x| = 1. O pagala apibṙežimą
gauname, kad|g(1,x)| = 1 visiemsx ∈ B(0).

Tarkime, kadD0(t,x) yra determinantas, kurio stulpelius sudaro dalinių išvestinių vektoriai
gx1(t,x), . . . , gxn(t,x), ir tegul

I(t) :=
∫

B(0)

∫
D0(t, x) dx1 · · · dxn.

KadangiD0(0, x) ≡ 1, I(0) yra lygus rutulio t ūriui ir toḋel I(0) 6= 0. Be toI(1) = 0, kadangi
D0(1, x) ≡ 0 dėl tapatyḃes|g(1, x)| ≡ 1 (determinanto eilu̇es yra tiesiškai priklausomos, nes
normos išvestiṅe lygi nuliui). Norimą prieštaravimą gausime parodę, kadI yra konstanta, tai
yra I ′(t) = 0 visiemst.

DiferencijuodamiI(t) po integralo ženklu ir naudodamiesi (A.3) lygybe gauname, kadI ′(t)
yra lygi sumain dėmenų

±
∫

B(0)

∫ ∂

∂xi

Di(t,x)dx1 . . . dxn, i = 1, . . . , n, (A.5)

čiaDi(t,x) yra determinantas, kurio stulpeliai yra sudaryti iš vektorių

gt(t,x), gx1(t,x), . . . , gxi−1
(t,x), gxi+1

(t,x), . . . , gxn(t,x).

TegulBi žymi vienetinį rutulį sudarytą išn− 1 kintamojox1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, ir tegul

x+
i := +

√
1− (x2

1 + . . . + x2
i−1 + x2

i+1 + . . . + x2
n), o x−i := −x+

i .

Taip pat, teguly+
i ,y−i ∈ Rn yra tokie vektoriai, kuriųj-toji koordinaṫe yraxj jei j 6= i, o i-toji

koordinaṫe yra atitinkamaix+
i arbax−i . Tada kiekvienas iš (A.5) išnašosn integralų yra lygus

±
∫

Bi

∫
Di(t,y

+
i )dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn ∓

∫

Bi

∫
Di(t,y

−
i )dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxn.

Tačiau|y+
i | = |y−i | = 1, ir todėl Di(t,y

+
i ) = Di(t,y

−
i ) = 0, nesgt(t,x) = 0 jei |x| = 1. Toḋel

I ′(t) = 0, ką ir reik̇ejo įrodyti.

Toliau parodoma, kad A.7 Teorema yra teisinga bendresnei klasei aibių negu Euklidinės
erdv̇es vienetinis rutulys.

A.9 Išvada. Tarkime, kadf yra tolydus Euklidinės erdvės netuščio iškilo kompakto atvaizdavi-
mas į savę. Tadaf turi nejudamą tašką.

Įrodymas. TegulBr(0) žymi rutulį, kurios centras yra nulis o spindulys yrar > 0, ir tegul f
yra tolydusBr(0) atvaizdis į savę. Akivaizdu, kad(1/r)f(r(·)) yra tolydus vienetinio rutulio
atvaizdis į savę. Remiantis A.7 Teorema, egzistuoja toksx ∈ B1(0), kadf(rx) = rx. Kadangi
rx ∈ Br(0), funkcijaf turi nejudamą tašką.
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Tegul K yra netuš̌cia, iškila ir kompakti Euklidiṅes erdv̇esRk aibė, o f yra tolydusK
atvaizdis į savę. Sukonstruosime funkcijosf tolydų tęsinįf̃ į visą Euklidinę erdvę. Kadangi
K yra kompaktas, egzistuoja tirštas ir skaitus aibėsK elementų poaibis{z1, z2, . . .}. Pažyṁeję
d(x,K) atstumą tarpx ir K, visiemsi ≥ 1 ir x 6∈ K, apibṙežkime

γi(x) := max{2− |x− zi|
d(x, K)

, 0}.

Tada funkcijaf̃ įgyjanti reikšmes

f̃(x) :=





f(x) jei x ∈ K,(∑
i≥1 2−iγi(x)

)−1 ∑
i≥1 2−1γi(x)f(zi) jei x 6∈ K,

yra funkcijosf tolydus tęsinys į visą Euklidinę erdvęRk. Kadangi suma

(
m∑

i=1

2−iγi(x)

)−1 m∑

i=1

2−1γi(x)f(zi)

yra apibṙežta visiems pakankamai dideliemsm = m(x), x 6∈ K, ir priklauso aiḃes f(K)
iškilam apvalkaluiconvf(K), tai f̃(Rk) ⊂ convf(K) ⊂ K. Tarkime, kadr > 0 yra toks,
kadK ⊂ Br(0). Remiantis pirmąja įrodymo dalimi, egzistuoja funkcijosf̃ nejudamas taškas
x ∈ Br(0), tai yra f̃(x) = x. Kadangif̃(x) ∈ K, tai x ∈ K ir f(x) = f̃(x) = x, tai yra
egzistuoja funkcijosf nejudamas taškas, ką ir reikėjo įrodyti.

A.3 Atskyrimo teoremos

A.10 Teorema. Tarkime, kad Euklidinės erdvės aibėG yra iškila ir neturi teigiamų elemen-
tų. Tada egzistuoja tokia atskiriančioji hiperplokštuma{x: p·x = 0}, kadp ≥ 0, o aibėG
priklauso poerdviui{x: p·x ≤ 0}.

Rekomenduojama literat ūra.
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Priedas B

Terminai

Naudojamų terminų paaiškinimas:

Lietuviškai Angliškai
gėryḃes goods
naudingumo funkcija utility function
neapibṙežtis uncertainty
indiferentiškumo kreiv̇e (aiḃe) indiference curve (set)
preferencijos preferences
turtas wealth
veikėjas agent
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