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[vadinés pastabos

Siame konspekte yra aprasomas komputerinis matematinés statistikos paketas R ir jo
taikymai, skirti pradinéms matematings statistikos savokoms iliustruoti.

Statistiko darbas visuomet buvo susij¢s su (daznai labai dideliais) skai¢iavimais, todél
komputeriy atsiradimas turé¢jo milziniSkos itakos kaip teorinés taip ir praktinés statis-
tikos vystymuisi. Siuo metu egzistuoja labai daug statistikai skirty komputeriniy
pakety, o tarp ju kuréju vyksta ganétinai aStri konkurencija. Tenka pripazinti, kad
dabar daugumos populiariy komerciniy pakety galimybés yra daugmaz vienodos, o
vieno ar kito produkto pasirinkima daznai nulemia gamintojo reklaminés veiklos in-
tensyvumas ar aptarnavimo kokybé¢, kaina, profesiniai interesai ar tiesiog pripratimas.

Programing jranga galima klasifikuoti, remiantis jvairiais kriterijais. Jei kalbétume
apie kaina, tai vienai grupei priklauso komerciniai produktai (juos reikia pirkti, “pi-
ratiniy” kopijy naudojimas yra ir amoralus, ir baudziamas). Jai priklauso tokie statis-
tiniai paketai kaip SAS, SPSS, Statistica, Statgraphics, S-Plus, Stata, Gauss, Ox, TSP,
Minitab, EViews (=Econometric Views) ir t.t. Studentams skirtos Siy produkty ver-
sijos, kaip taisyklé, kainuoja zymiai pigiau, pvz., ekonometrijai skirto Eviews 4.1
paketo individuali licencija universiteto darbuotojui kainuoja 360 eury, o jo Student
Version 3.1 studentui kainuoja 40 eury. Kitai grupei priklauso nemokami (free) pro-
duktai (dél suprantamu priezasCiy, jie kartais yra menkesnés kokybés). [ Sia grupe
kartais paklitina komerciniy pakety senesnés versijos (pvz., NCSS 6.0 Junior versija),
nekomerciniy organizaciju produktai (pvz., Europos Sajungos statistikos departa-
mento (Eurostat’o) laiko eiluciu analizei skirta DEMETRA) arba jvairiy entuziasty
(arba ju grupiy) kiiryba (pvz., Herman’o J. Bierens’o ekonometrikai skirtas EasyReg
2000 arba Luke Tierney sukurtas produktas XLISP-STAT). Skyrium stovi pasaulinés
(programuojanéiy) statistiky bendruomenés GNU programos pagrindu' kuriamas pro-
duktas R) — tai sparc¢iai vystomas tarptautinis projektas, kuris jau dabar leidzia spresti
praktiSkai visus statistikos uzdavinius.

Kitas pakety klasifikavimo kriterijus galéty buti statistinés analizés komandu vyk-
dymo biidas. Dauguma auksciau iSvardinty pakety turi meniu tipo komandy sistema —
norint apskaiciuoti, tarkime, (éminio) vidurki, uztenka pateiktajame komanduy saraSe
spragteléti ant Mean langelio ir ekrane bus pateiktas skaiiavimo rezultatas. Kito tipo
paketuose (programuojamuose paketuose) komanda mean( x) komandiniame lange
reikty surinkti paciam ir tik po to pamatytume rezultata. Abu budai turi privalumy ir
trikumy. Pirmasis biidas paprastesnis (nereikia mokytis gana greitai uzmirStamy ko-
mandy), taciau antrasis statistikos profesionalui teikia daugiau galimybiy. Kartais sa-
koma: jei jums reikia lenteliy ir grafiky (variantas: jeigu mégstate kina) — naudokités
pirmojo tipo produktais, o jei statistinés analizés (variantas: jeigu meégstate skaityti
knygas) — antrojo. Pazymésime, kad kai kurie antrojo tipo produktai (pvz., S-Plus,
SAS) dabar turi abi galimybes. Antra vertus, dauguma pirmo tipo produkty dabar irgi
turi didesnes ar mazesnes programavimo galimybes (pvz., toks yra SPSS ar Eviews).
R i§ esmés yra programavimo kalba su specializuota (statistikos reikméms skirta)

! «_.. The licenses for most software are designed to take away your freedom to share and
change it. By contrast, the GNU General Public License is intended to guarantee your freedom to share
and change free software — to make sure the software is free for all its users...”



aplinka. Kai kas i§ R vystymo branduolio (The R Development Core Team) mano,
kad meniu variantas apskritai nereikalingas, taciau progresas Sia kryptimi yra akiva-
izdus (plg. | i brary(Rcndr)) . Siame konspekte R paketo meniu galimybémis ne-
sinaudosime®.

R yra nemokamas (ir labai geros kokybés) produktas. R yra “jaunesnysis” komercinio
S-Plus paketo “brolis”. Siy dviejy kalby sintaksé praktiskai ta pati, nors programiniai
interpretavimo principai skiriasi. Dauguma S kalba paraSytu programu veikia ir R
aplinkoje.

R projekto internetinis adresas yra http:/www.r-project.org/| tadiau teisingiau biity
kreiptis 1 vieng i§ CRAN (=Central R Archive Network) veidrodiniy kopiju (mes pa-
prastai naudosimés http://cran.hu.r-project.org/|svetaine). Ten rasite paskuting R ver-
sija (Siuo metu R 1.7.1), jvairiems statistikos skyriams skirtas bibliotekas ir kita in-
formacija (pvz., ivairiy autoriy paraSytus R vadovus). Daug su R susijusios informa-
cijos rasite autoriaus sudarytame kompaktiniame diske R1 (ji galima nemokamai gauti
i$ remigijus.lapinskas@maf.vu.lt).

Trumpai aprasysime bendraja konspekto struktiira. 1 skyriuje yra pateiktos pagrindi-
nés apraSomosios statistikos savokos. 2 ir 3 skyriuose skaitytojas ras trumpa R paketo
aprasyma ir jvada | programavima R kalba. Paprastai, pries pradedant taikyti statis-
tikos kriterijus, atlickama duomeny priesanalizé — tai aptarta 4, 5 ir 6 skyriuose. 7 sky-
rius skirtas ribinéms tikimybiy teorijos teoremos, tiksliau kalbant, centrinei ribinei
teoremai ir didziyju skai¢iu désniui. 8 skyriuje aptartos populiacijos parametry
vertinimo procediiros. 9 ir 10 skyriai skirti statistiniy hipoteziy tikrinimui.

? Tiksliau sakant, naudosimés tik tomis minimaliomis R grafiniy sasajy (=GUI=Grafical User’s
Interface) galimybémis, kurias matome 2.1 pav. antroje eilutéje.


http://www.r-project.org/
http://cran.hu.r-project.org/
mailto:remigijus.lapinskas@maf.vu.lt

1. Aprasomoji statistika

1.1. Keli statistikos uzdaviniy pavyzdziai

Panagrinékime kelis biidingus statistikos uzdavinius.

1.1 pvz. Norint patikrinti teigini, kad Lietuvos gyventoju tigis kasmet did¢ja, 2000
metais buvo iSmatuotas tukstancio atsitiktinai paimty vyry (ju amzius buvo tarp 20 ir
25 mety) tgis. (Vieno tikstantio didumo) éminiu' vadiname skaidiy rinkini (X,
X2,...,X1000) (€1a X; yra i-jo vyro igis), o panasus (bet tik zymiai didesnis) skaiciy rinki-
nys, kurj gautume iSmatave visus nurodyto amziaus Lietuvos vyrus, vadinamas popu-
liacija®. Panagus tyrimas, bet su 1500 vyrais, buvo atliktas ir 1995 bei 1990 metais.
Aisku, kad skaiciy turime labai daug (zr. 1.1 lentel¢ zemiau), todél norédami patik-
rinti misy hipotezg, juos turétume pateikti suprantamu, sutrauktu arba kondensuotu
pavidalu. Tuo uzsiima aprasomoji (descriptive) statistika. Antra vertus, sakykime,
2000-jy mety vyry tgio vidurkis yra didesnis uz 1995-jy. Bet ar tai i§ tikryjy reiskia,
kad vyry tgis padidé¢jo? Juk gal tik Sitam tiikstanciui vyry vidurkis didesnis, kitam
tukstanciui jis gal buty mazesnis? Budus, kurie leidZia éminio rezultatus praplésti vi-
sai populiacijai, nagrin€ja sprendziamoji (inferential) statistika.

1.1 lentele
2000 mety tigio matavimo rezultatai (duomeny rinkinys u2000)

[1] 180 179 174 183 179 179 184 181 179 183 174 184 177 182 181 180 176 183 182
[20] 181 176 175 176 179 181 178 177 176 180 175 184 181 179 177 184 176 178 183
[39] 177 181 177 178 181 189 181 176 179 186 183 183 191 175 177 184 174 176 184
[58] 181 182 179 173 168 178 173 182 174 186 185 182 179 179 173 184 189 176 178
[77] 183 178 175 180 180 184 176 188 174 178 178 178 180 175 179 179 178 185 180
[96] 181 177 182 180 179 181 181 179 174 183 179 184 181 177 178 181 178 185 183
[115] 182 188 181 171 176 176 180 180 186 178 183 177 186 185 182 183 189 178 181
[134] 173 181 178 177 181 174 177 192 182 173 177 179 191 180 187 172 186 179 177
[153] 182 180 180 178 185 191 179 181 184 178 185 185 179 178 181 184 178 186 178
[172] 172 186 186 179 186 182 187 184 186 184 188 180 178 189 178 182 183 177 179
[191] 172 185 188 169 181 184 174 174 185 167 181 182 189 185 167 183 187 179 174
[210] 187 178 183 185 183 175 187 167 171 178 183 186 182 180 180 179 183 176 186
[229] 176 178 188 177 185 178 188 181 182 178 178 185 187 182 180 183 180 190 181
[248] 172 183 175 182 189 182 186 178 183 180 178 187 179 181 178 173 177 188 173
[267] 174 179 183 181 188 170 190 183 180 171 169 179 177 184 177 178 175 176 175
[286] 179 183 183 183 177 187 178 181 172 187 180 185 181 178 170 178 177 180 181
[305] 182 186 185 182 176 186 182 175 173 180 181 180 175 175 179 173 174 181 182
[324] 175 181 166 182 179 176 180 176 175 186 189 179 174 181 183 178 187 177 175
[343] 182 178 178 180 180 180 182 186 175 179 188 181 174 176 183 180 179 179 184
[362] 183 183 178 179 180 192 180 183 181 177 184 183 179 184 178 183 178 171 178
[381] 176 185 184 183 181 183 174 181 176 180 176 176 179 182 177 178 175 181 188
[400] 185 170 177 171 175 179 178 182 178 176 179 171 175 176 183 179 176 174 181
[419] 179 182 184 182 182 162 179 172 183 185 186 178 182 192 181 181 175 177 177
[438] 181 188 178 182 178 191 178 177 174 184 179 176 183 175 167 173 181 173 181
[457] 186 182 175 181 179 177 181 176 180 177 170 186 198 184 185 180 182 174 175
[476] 182 176 179 178 176 184 170 177 172 176 185 179 179 175 181 176 187 172 180
[495] 183 176 175 174 187 173 186 180 183 182 181 185 181 182 170 177 183 179 184
[514] 172 168 183 180 172 182 177 188 178 178 182 184 181 177 180 175 177 175 177
[533] 191 182 191 186 185 181 174 184 183 176 180 188 183 173 187 184 182 173 177
[552] 184 177 178 183 179 177 177 171 178 183 181 186 178 177 176 182 179 182 180
[571] 170 176 188 179 179 179 178 177 177 179 188 185 189 189 177 171 189 183 187
[590] 179 176 177 186 185 184 174 179 182 186 187 183 179 181 184 186 179 183 178
[609] 180 182 176 179 170 182 185 181 182 181 182 176 177 189 174 176 179 177 184
[628] 180 179 175 184 180 178 186 179 179 178 172 171 177 178 179 184 180 178 177
[647] 177 186 187 175 175 179 177 178 185 179 176 178 178 185 174 161 177 177 179

| TS 99 2 - 13 s 9

Zodzio “éminys”sinonimas yra “imtis”.

Atkreipsime démesj — populiacija vadinsime ne Lietuvos vyry rinkinj, bet visy ju tigio matavimo re-
zultaty rinkinj
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1.2 pvz. Zemiau yra pateiktas duomeny rinkinio | Q dalis (ji radome internete, Zr.
http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/BrainSizeandIntellicence.html). Cia Iytis (kin-
tamasis Xij) igyja reikSmes M (=Moteris) arba V (=Vyras), ligis (Xzj) uzZrasytas coliais,
svoris (X3j) — svarais, 0 NA (= Not Available) reiskia, kad dél kazkokiy priezasciu
matavimo rezultatas néra Zinomas. Si karta éminiu vadinsime trejety  rinking
((X11,X21,X31),---»(X40.1,X402,X40.3)), O pats rinkinys vadinamas trimaciu. Atkreipsime deé-
mesi 1 tai, kad pirmoji komponenté néra skaicius.

1.2 lentelé

Dalis duomeny rinkinio | Q
lytis fgis svoris [14] M70.5 155 [ 28] vV 77.0 187
[1] M64.5 118 [15] M66.0 146 [29] M63.0 106
[2] V 72.5 NA [ 16] M68.0 135 [30] M66.5 159
[3] vV 73.3 143 [17] M68.5 127 [31] M62.5 127
[4] V 68.8 172 [ 18] vV 73.5 178 [32] V 67.0 191
[5] M65.0 147 [19] M66.3 136 [33] V75.5 192
[ 6] M69.0 146 [20] V 70.0 180 [34] V 69.0 181
[7] M64.5 138 [21] Vo ONA NA [35] M66.5 143
[8] M66.0 175 [22] V 76.5 186 [ 36] M66.5 153
[9] V 66.3 134 [ 23] M62.0 122 [37] V 70.5 144
[10] vV 68.8 172 [ 24] V 68.0 132 [38] M64.5 139
[11] M64.5 118 [ 25] M63.0 114 [39] V74.0 148
[12] vV 70.0 151 [ 26] V720 171 [ 40] V75.5 179

[13] V 69.0 155 [27] M68.0 140

Aisku, kad zmogaus svoris priklauso ir nuo figio ir nuo lyties. Norédami susidaryti
ispudi apie $ia priklausomybe, Siuos duomenis pateiksime grafiskai (zr. 1.1 pav. ze-
miau). Paveiksle pateiktos dvi vadinamosios sklaidos diagramos, vyrams ir moterims
atskirai, kiekvienoje taip pat iSbréztos bendra svorio priklausomybés nuo figio tenden-
cija atspindincios tiesés.

svoris

170 o Jr—

110 o

1.1 pav. Motery (virSuje) ir vyry (apacioje)
svorio priklausomybés nuo tigio grafikai
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1.3 pvz. Marketingo padalinys nori i$siaskinti, kuris 1§ dviejy naujy gaminiy bus la-
biau perkamas. Kadangi skonis yra pakankamai subjektyvus kriterijus, potencialiis
pirkéjai buvo prasomi jvertinti abu gaminius skaiciais nuo 0 iki 4 (ju prasmé paais-
kinta lenteléje):

0 1 2 3 4
Labai nepatiko | Nepatiko Neturiu  nuo- | Patiko Labai patiko
mongs

Kiekviena gamini vertino po 15 pirkéjuy, Stai ju atsakymai:
pirmojo gaminio jver¢iai: 323010210043203
antrojo gaminio iverciai: 422033122432322

Atrodo, kad antrasis gaminys vertinamas geriau, tac¢iau kaip tai pagristi? Vienas i§ bi-
duy yra toks - apjunkime abu éminius | viena ir iSdéstykime jvercius didéjimo tvarka: 0
00000111222222222233333333444. Jeipirmasis gaminys biity tiek
pat geras kaip ir antrasis, tai jo jverciai (jie pabraukti) biity daugmaz tolygiai iSsidéste
apjungtame €éminyje. Matome, kad daugiau pabraukty jverciuy yra kairéje, todél matyt
geresnis yra antrasis produktas. Deja, tikslaus atsakymo 1 §i klausima teks palaukti iki
10 skyrelio (taikysime Vilkoksono rangy sumy testa, zr. 10.2 pvz.).

1.4 pvz. 112 kritiskos biisenos ligoniy lentel¢je Sokas suklasifikuoti pagal du pozy-
mius: jei pacientas i ligoning pakliuvo $oko biisenoje, tai (2r. 1.3 lentelg) Sokas=1,
priesingu atveju — 0; jei pacientas ligononéje miré — 1, priesingu atveju — 0. Siame
pavyzdyje “skaiciais” 0 ir 1 i§ tikryjy yra uzsifruoti zodziai ar netgi (biisena aprasan-
tys) sakiniai — aiSku, kad, tarkime, skirtumas 1-0 ¢ia jokios prasmés neturi.

1.3 lentele
Duomeny rinkinys Sokas
Sokas Ar miré?
1 1 1 39 0 0 78 0 0
2 1 1 40 0 0 79 1 1
3 1 0 41 1 1 80 0 0
4 1 1 42 1 1 81 1 1
5 0 0 43 0 0 82 1 0
6 1 1 44 0 0 83 1 0
7 1 0 45 1 1 84 1 1
8 0 0 46 1 1 85 1 0
9 1 1 47 0 0 86 1 1
10 1 1 48 0 0 87 1 1
11 1 1 49 0 0 88 1 1
12 0 0 50 0 0 89 1 0
13 1 0 51 0 0 90 0 0
14 1 1 52 1 0 91 1 1
15 1 1 53 1 1 92 1 1
16 1 1 54 0 0 93 1 1
17 0 0 55 1 0 94 0 0
18 1 0 56 1 1 95 1 1
19 0 0 57 0 0 96 0 0
20 1 0 58 0 0 97 1 1
21 1 0 59 1 1 98 1 1
22 1 1 60 1 0 99 0 0
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23 0 0 61 0 0 100 1 1
24 1 1 62 1 0 101 1 1
25 1 1 63 1 0 102 1 0
26 0 0 64 1 1 103 0 0
27 1 1 65 0 0 104 1 0
28 1 0 66 0 0 105 1 0
29 1 0 67 0 0 106 1 1
30 1 0 68 1 1 107 1 1
31 0 1 69 0 0 108 1 0
32 0 0 70 1 0 109 1 1
33 0 0 71 1 1 110 1 1
34 1 0 72 1 1 111 0 0
35 1 0 73 1 0 112 1 1
36 0 1 74 1 1

37 1 0 75 1 1

38 1 0 76 0 0

Stai tipiskas klausimas: ar priklauso paciento likimas nuo to, su $oku ar be jo, jis buvo
atgabentas { ligonong? Paprastai tokie, kokybiniai, duomenys sumuojami pozymiy
saveikos (kitaip - dazniy) lenteléje. Atrodo, kad Soko buvimas turi didelg jtaka ligo-

Pozymiy saveikos lentelé

Ar miré? | Eiluéiy
suma

Ne | Taip
Sokas | Néra | 35 2 37
Yra |29 | 46 75
Stulpeliy suma | 64 | 48 112

nio likimui, taciau tai pagristi galésime tik véliau (zr. 10.1 uzduoty).

1.2. Kintamyjy tipai

Pereisime prie kiek nuoseklesnio déstymo. Vieno populiacijos objekto steb¢jimo
(matavimo) rezultatas vadinamas jrasu (irasu kiekis vadinamas éminio dydziu). Tuo
atveju, kai matuojame tik viena parametra (pvz., Gigi), iraSas turés vienintel¢ kompo-
nentg, o pats stebimasis dydis (ir pats €éminys) vadinamas vienmaciu. Jei mums riipi
kelios stebimojo objekto charakteristikos (pvz., lytis, figis ir svoris), irasa sudarys p
komponenciy (paminétuoju atveju p=3), o pats stebimasis dydis (ir éminys) vadina-
mas p-maciu.

Komponentes sudaro ivairiy tipy kintamieji. Dazniausiai sutinkami skaitiniai (kitaip:
kardinalieji ar kiekybiniai) kintamieji, jie dar skirstomi i tolydziuosius (temperatiira,
turis, laikas,...) ir diskreCiuosius (vaiky Seimoje skaicius, avarijy ar klienty per diena
skaicius,...). Bet kuris 18 Siy tipy skirstomas dar 1 dvi grupes — santykinius (svoris, tigis
ir pan.; prasmg turi ne tik svoriy skirtumas, bet ir santykis) ir skirtuminius (temperatt-
ra, IQ, data; skirtumai turi prasme, taciau santykiai - ne). Dydzio priskyrimas vienai ar
kitai grupei i§ esmés priklauso nuo to, galime ar ne jvesti prasminga nuli. Santyki-
niams kintamiesiams teiginys pavidalo: Jonas (60 kg) yra du kartus sunkesnis uz ma-
7aji Augusta (30 kg), yra teisingas (nes, kokius svorio vienetus beivestume, savoka
“svoris lygus nuliui” reiSkia ta patj), taciau teigti, kad $iandien (+20°C) yra dvigubai
Sil¢iau negu vakar (+10°C) yra neteisinga, nes, pvz., Farenheito skaléje Sios tempera-
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tiros uzraSomos kaip +68°F ir +50°F. PanaSiai yra su intelektualumo koeficientu 1Q
(nes psichologai nesutaria, ka reiSkia 1Q=0) ar su data (paprastai atskaitos pradzia
(pvz., Kristaus gimimas) yra susitarimo reikalas). Antra vertus, teiginys, kad futbolo
rungtyniy kélinys trunka du su puse karto ilgiau negu krepSinio, yra teisingas (laiko
momenty (ar temperatiiry) skirtumas yra santykinis kintamasis, nes savoka “ivykis
truko 0 laiko” yra vienareikSmiskai suprantamas).

Kita dydziy klasg sudaro ranginiai (kitaip: tvarkos arba ordinalieji ( lot. ordinatio —
sutvarkymas)) kintamieji (socialiné grupé, iSsimokslinimas, ...). Tarkime, kad keturiy
komandy turnyre komandos U, V ir Z po pirmojo rato surinko atitinkamai 45, 16 ir
18 tasky. Kadangi 0 yra natiirali vertinimo skalés pradzia, tasky skaicius yra skaitinis
santykinis kintamasis. Antra vertus, sporto esmé yra kuo aukstesné vieta, todél ko-
mandas galima iSdéstyti pagal uzimta vieta. Kitais zodziais, U yra 1-ji, V — 3-ji, 0 Z —
2-ji komanda, taciau dabar skaiciai 1, 2, ir 3 yra komandos vieta arba rangas. Tiesa
sakant, tai netgi ne skaiCiai, o simboliai, komandas mes galime pavadinti auksine, si-
dabrine arba bronzine (A, S ir B). Jei tartume, kad pirmenybése buvo ir antrasis ratas,
kuriame komandos surinko atitinkamai 28, 30 ir 12 tasky, tai aiSku, kad ju taSkus ga-
lima (ir reikia) sudéti, taciau simboliy (ranginiy kintamyjy) A, S ir B suma prasmés
neturi.

l-as | 2-as | Galutinis
ratas | ratas | rezultatas
U 45 28 73

A S A
v 16 30 46
B A S
Z 18 12 30
S B B

Tre¢ia didele dydziy klase sudaro vardiniai® (kitaip: kategoriniai, kokybiniai arba
nominalieji (nominus - lot. vardas)) kintamieji (akiy spalva, socialiné grupé, automo-
bilio gamintojo vardas,...). Siuo atveju jokio natiiralaus i§déstymo “didéjimo tvarka”
néra. Stai badingas uzdavinys: ar vyry ir motery intelektualumo koeficientas IQ toks
pat? Zemiau yra pateikta auk3$¢iau minéto duomeny rinkinio | Qdalis:

[ytis FSIQ VIQ PIQ

133 132 124
140 150 124
139 123 150
133 129 128
137 132 134
99 90 110
138 136 131
92 90 98

89 93 84

133 114 147
132 129 124
141 150 128
135 129 124
140 120 147

83 83 86
97 107 84
135 129 134
139 145 128
91 86 102
141 145 131
85 90 84
103 96 110
77 83 72
130 126 124
133 126 132
144 145 137
103 96 110

TLLKEZILKZIZIEZIEILLKLE
<KZIZIZI<KZIKZIKCELKL

Ranginiai ir vardiniai kintamieji visuomet diskretds.
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90 96 86
83 90 81
133 129 128
140 150 124
88 86 94
81 90 74
89 91 89

96 100 90
83 71 96
132 132 120
100 96 102
101 112 84

80 77 86

<ZI<<ZILZL
<<KZIKZIZIL

Cia Lytis yra vardinis, o FSIQ (Full Scale 1Q), VIQ (Verbal IQ) ir PIQ (Perform-
ance IQ) yra skaitiniai kintamieji. Duomenis reikty sugrupuoti (atskirai vyrams ir
moterims), o po to juos palyginti. Pasirodo, kad apskritai (zr. 1.2 pav. Zemiau; stacia-
kampiy diagramy paaiskinimus zr. 4.2.3 skyreli) vyru IQ yra didesnis, taciau pagal
VIQ, t.y. verbalinj (Zodinj) IQ testa, paremta keturiais Wechslerio (1981) potesciais,
geriau atrodo moterys.

FSIQ vIQ PIQ

e H H H [I——
[ [ [——

140

—

140
140

120
120
120

100
100
100

M v M v M v

1.2 pav. Moteris ir vyrus lyginame pagal tris intelektualumo
koeficiento (IQ) testus; juodo stac¢iakampio viduje esanti
balta linija Zymi éminio “centro” padéti

Mes susipazinome su jvairiomis matavimo skalémis. Vaizdziai kalbant, blogiausia yra
varding, toliau “geréjimo” tvarka eina ranginé, skirtuminé ir santykiné skalés.

Vardiniy kintamyjy statistiné analizé paprastai apsiriboja nariy skaifiaus grupése
(counts) registravimu (kiek yra vyry ir kiek motery su IQ didesniu nei 100?) arba ju
palyginimu (ar teisybé, kad tokiy motery yra daugiau?).

Nagrinédami ranginius kintamuosius, “centra” paprastai nusakome mediana (zZr. Ze-
miau). Siuos kintamuosius galime analizuoti, taikydami visus statistinius metodus,
pagristus rangais.

Kadangi intervaliniams kintamiesiems yra prasmingos aritmetinés operacijos, tai
kartu su mediana, “centra” galime charakterizuoti ir vidurkiu (zr. Zemiau). Galime
taip pat skaiCiuoti éminio standarta, Pirsono koreliacijos koeficienta, taikyti Stjudento
kriteriju ir daug kity statistiniy metody (santykiniams ir intervaliniams kintamiesiems
taikomos tos pacios statistinés procediiros).
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1.1 UZDUOTIS. 1.1 skyrelyje pateikti keturi duomeny rinkiniy pavyzdziai. Nustaty-
kite visy juose pateikty kintamuyjy tipus.

1.2 UZDUOTIS. Klasifikuokite $iuos kintamuosius:

a) Lytis

b) Pajamos

c) Ugis

d) Rasé

e) Amzius

f) Seimyniné padétis

g) Vaiky skaicius Seimoje

h) Mokinio klasé (mokykloje)
i) Religija

j) Svoris

k) Uzimta vieta lenktynése

1) Atestato vidurkis

m) Darbuotojy skaiCius istaigoje
n) Karinis laipsnis

o) Kalendoriaus data

1.3. Eminiai ir jy grafinés charakteristikos

Intuityvus atsitiktinio dydzio (a.d.) apibrézimas galéty buti toks: tai skaitinis dydis,
kurio reikSmiy nei paaiskinti nei prognozuoti (pagal kokio kito dydzio ar jo paties
ankstesnes reikSmes) negalime. Pavyzdziui, jei nagriné¢jame 20-25-meciy Lietuvos
vyry Ggi X, tai k-ojo uz dury stovincio vyro tigis yra a.d. X, (laikome, kad atsitiktiniai
dydziai X, yra tarpusavyje nepriklausomi, o visy ju skirstinys yra toks pat kaip ir X;
rinkinys (X,,...,X,) vadinamas atsitiktiniu éminiu). Antra vertus, jei §is vyras {€jo
vidun, tai jo Gigio matavimo rezultatas yra konkreti Sio a.d. realizacija, X, (n vyry
matavimo rezultata (X,,...,X,) vadiname (konkreciuoju) éminiu). Norédami rasti visas

ad. X charakteristikas4, turétume iSmatuoti visus Lietuvos vyrus, ta¢iau mes zinome
tik konkrety baigtini émini. Aisku, kad jis tik apytiksliai nusako a.d. X . Jei éminys
néra didelis, jo reikSmes galétume tiesiog iSvardinti, taciau jei éminio dydis yra de-
Simtys ar Simtai (plg. 1.1 pvz.), $is sarasas mazai ka sako. Reikia ieskoti kitokiy ste-
bimojo atsitiktinio dydzio charakteristiky.

Nagrinékime vienmatj skaitinj émini ( X;, X,,...,X, ). PerraSe ji didé¢jimo tvarka, gau-
tume nauja objekta, vadinamaja variacing eilutg: (X;,X;,....X)) , X <X, <..<X .
Skirtumas tarp didZiausio éminio nario X ir maZiausio X, vadinamas éminio plo¢iu.
Vidurinysis variacinés eilutés narys vadinamas mediana (jei €éminys turi tris elemen-
tus, tai mediana bus X;, tadiau jei keturis — tai (X, +X;)/2). Apatiniu (pirmuoju)
kvartiliu Q; vadiname visy variacinés eilutés elementy, nedidesniy uz mediana, me-
diana, antruoju (Zymésime Q) - pacia mediana, o virSutiniu (treciuoju) kvartiliu Q; —
elementy, nemazesniuy uz mediana, mediana; skaicius iqd = Qs-Q; vadinamas tarp-

* Pavyzdziui, koki procenta Liertuvos vyry sudaro vyrai aukstesni nei 200 cm? Arba — koks vidutinis
Lietuvos vyro tigis?
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kvartiliniu plo¢iu (iqd - nuo interquartile distance). Stai 1.1 pvz. duomeny variacinés
eilutés dalis:

[1] 161 162 166 167 167 167 167 168 168 168 169 169 169 169 169 169 170 170 170
[20] 170 170 170 170 170 170 171 171 171 171 171 171 171 171 171 171 171 171 172

Daznai éminys charakterizuojamas “penkiy skaiciy santrauka” — be trijy kvartiliy dar
pateikiamas éminio minimumas ir maksimumas. Stai visuy trijy tyrimy rezultatai:

1990 1995 2000
R
M ni munmas 165 165 161
S Apatinis kv. 175 176 177
- Medi ana 178 179 180
- VirsSutinis kv. 182 182 183
Maksi munas 196 195 198
o ’\
f>19‘90 19‘92 19‘94 19‘96 19‘93 ZD‘DD PI Ot i S 31 30 37
iqd 7 6 6

1.3 pav. Triju santrauky grafikas

Aisku, kad mediana yra tam tikra prasme centriné, vidutin¢ ar viduriné éminio reik-
$mé. Eminio reik§miy i$sibarstyma nusako jo plotis arba iqd (pastaroji charakteristika
— stabilesné, t.y., vienodesné skirtingose éminiuose). Penkiy skaiciy santrauka gana
vaizdziai charakterizuoja turima éminj, ja remiantis jau galima biity daryti kai kurias
iSvadas apie 1990-ju, 1995-ju ir 2000-jy mety vyru populiacijas, taCiau turimus
duomenis patogiau vaizduoti sta¢iakampe diagrama (arba stac¢iakampiu su Zandeno-
mis (ar sisais), boxplot, box and whisker plot).

I
|

190
1

180
1

170
1

H

|

160
1

1.4 pav. 1990, 1995 ir 2000 m. vyry tigio éminiy statiakampés diagramos
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Tamsaus staiakampio viduryje esanti linija Zymi mediang, tamsaus staciakampio
apacia — apatini kvartili Q;, o virSus — virSutini kvartili Q3, prie sta¢iakampio taskine
linija (zandenomis) prijungtos uzlenktos atkarpos arba sutampa su ekstremaliomis
reikSmémis arba lygios atitinkamai Q;-1,5iqd ir Q3+1,5iqd (zitrint kuri ar¢iau media-
nos); dar toliau esancios atkarpos zymi reikSmes vadinamas iSskirtimis. Jei duomenys
turi Gauso skirstini, mazdaug 99,3% duomeny turi biti tarp Zandeny.

Jeigu 2000 m. duomenis suskaidytume i keturias grupes, tai jie demonstruoty nema-
zesnj kintamuma negu auksc¢iau buvusieji:

M n 166 162 161 168
1-asis kv. 178 176 177 176
Medi ana 180 179 180 180
3-asis kv. 183 182 183 183
Max 192 198 192 193

Kadangi $j karta mes tikimés, kad Sie skirtumai neesminiai, tai kuo remdamiesi teig-
iame, kad ankstesni duomenys jrodo tigio didéjimo tendencija? [ Siuos klausimus at-
sakysime veliau, tai tipiSkas sprendziamosios statistikos uzdavinys.

Svarbi éminio charakteristika yra jvairiy reikSmiu dazniai. Jei reikSmiy yra daug, ge-
riau i§ pradZiy duomenis sugrupuoti. Zemiau yra pateikti visy 2000 m. vyry @gio daz-
niy lentelé (duomenys sugrupuoti i 2 cm plocio intervalus, apatingje eilutéje nurodyta,
keliy vyry i§ duomeny rinkinio u2000 tgis priklauso atitinkamai grupei):

1.4 lentelé.
2000 m. vyry tigio daznio lentelé
160- | 162- | 164- | 166- | 168- | 170- | 172- | 174- | 176- | 178- | 180- | 182- | 184- | 186- | 188- | 190- | 192- | 194- | 196-
162 | -164 | 166 | 168- | 170 | 172 | 174 | 176 | 178 | 180 | 182 | 184 | 186 | 188 | 190 | 192 | 194 | 196 | 198
1 1 1 6 12|25 |60 |98 | 155 | 171 | 154 | 125 |92 |53 |30 |13 |2 0 1

Si lentelé gana didelé, ja lengviau suvokti, pavaizdavus grafiskai — tai vadinamoji
histograma. K -jo histogramos stulpelio aukstis yra lygus grupés nariy skaiciui ny (tai
vadinamieji dazniai, juy suma lygi éminio dydziui n) arba santykiui n, /n (tai vadina-

170 180 190

1200010 12000.100 2000

mieji santykiniai dazniai, ju suma visada lygi vienetui).

w16 1 10 182 184 16 70 175 10 185 190

150

100

50

0s

00

5 1

1.5 pav. 2000 m. Gigio reikSmiy histogramos:
kairéje — pirmyju desSimties, viduryje — pirmojo §imto, deSinéje — visy vyru
(did¢jant éminio dydziui histograma darosi vis reguliaresné)
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I§ histogramos matyti, kokios éminio reikimés yra daZniausiai sutinkamos® (arba -
labiausiai tikétinos), reikSmiy ribos, simetriSkumas ir pan.

Tikslesné (nes éminio reikSmés negrupuojamos), bet ne tokia vaizdi, yra sukauptyju
santykiniy dazniy kreive (kitaip: empiriné (reikSmiu) skirstinio funkcija Fp): kiekvie-
nam X §i funkcija lygi maZesniy uz x éminio reikimiy skai¢iui, padalintam i3 n. Si
funkcija yra pastovi tarp gretimy variacinés eilutés reikSmiy, o taSke X, apibréziama
taip: jei reikSmé Xx éminyje sutinkama ny karty, tai F, Siame taske daro dydzio ny/n
Suolj aukStyn.

1.3 UZDUOTIS. 1.6 pav. desiniame grafike yra isbrézta visy 2000 m. vyry @igio em-
piriné skirstinio funkcija. Remdamiesi §iy duomenuy variacine eilute, raskite Fjgg
reikSmes taskuose 170, 171, 198 ir 200.

08
08
08

04
04
04

00
00
00

1.6 pav. 2000 m. vyry Gigio sukauptujy santykiniy dazniy kreivé:
kairéje — pirmyjy desimties, viduryje — pirmojo Simto, desinéje — visy vyry
(did¢jant éminio dydziui funkcija F, darosi vis reguliaresné)

Nauji uzdaviniai atsiranda, nagrin¢jant dvimacius éminius. Dabar labai daznai mums
ripi ne tik kiekvienos komponentés individualios reik§més, bet ir jy rysiai. Zemiau
pateikti 1979 m. surinkty duomeny masyvas aut o, kuriame pateikti duomenys apie
74 automobiliy modeliy tris charakteristikas — kuro sunaudojima (sun, 1/100km),
svori (svo, kg) ir cilindry tarj (t ur, cm®). Vél susiduriame su biidinga padétimi —
duomeny daug, todél susidaryti isptidi apie jy tarpusavio priklausomybe yra sunku.

sun svo tur Linc. Cont. Mark V 19 2140 6554

Linc. Versailles 16 1737 4948

Ant Concord 10 1329 1982 Mazda G c 7 898 1409
Ant Pacer 13 1519 4227 Merc Bobcat 10 1170 2294
Anc Spirit 10 1197 1982 Merc Cougar 16 1841 4948
Audi 5000 13 1283 2146 Merc Cougar XR-7 16 1873 4948
Audi Fox 10 938 1589 Merc Marquis 15 1687 4948

BMW 320i 9 1202 1982 Merc Monarch 13 1528 4096

Bui ck Century 11 1474 3211 Merc Zephyr 11 1283 2294
Buick Electra 15 1850 5735 Ods 98 11 1841 5735
Bui ck Le Sabre 13 1664 3785 O ds Cutlass 12 1496 3785
Bui ck Opel 9 1011 1818 O ds Cutl. Supr. 12 1501 3785
Bui ck Regal 11 1487 3211 Ods Delta 88 13 1673 3785
Buick Riviera 14 1759 3785 O ds Orega 12 1528 3785

> Aukstiausio stulpelio vidurys vadinamas éminio moda — 5 pav. kairiajame brézinyje moda lygi
(178,5+179,5)/12=179, centriniame — (178+179)/2=178,5, desiniajame — (178+180)/2=179.
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Bui ck Skylark 12 1542 3785 Ads Starfire 9 1233 2474
Cad. Deville 16 1964 6964 O ds Toronado 14 1827 5735
Cad. Eldorado 16 1769 5735 Peugot 604 SI 16 1551 2671
Cad. Seville 11 1945 5735 Plym Arrow 8 1070 2556
Chev Chevette 8 957 1605 Pl ym Chanp 6 816 1409
Chev Inmpala 14 1673 4096 Pl ym Hori zon 9 997 1720
Chev Malibu 10 1442 3277 Pl ym Sapporo 9 1143 1950
Chev Monte Carlo 10 1460 3277 Plym Vol are 13 1510 3687
Chev Monza 9 1247 2474 Pont Catalina 13 1678 3785
Chev Nova 12 1555 4096 Pont Firebird 13 1573 3785

Dat sun 200-SX 10 1075 1950 Pont Grand Prix 12 1456 3785
Datsun 210 6 916 1392 Pont Le Mans 12 1451 3785

Dat sun 510 9 1034 1950 Pont Phoeni x 12 1551 3785

Dat sun 810 11 1247 2392 Pont Sunbird 9 1220 2474
Dodge Col t 7 961 1605 Renault Le Car 9 830 1294
Dodge Di pl omat 13 1632 5211 Subar u 6 929 1589
Dodge Magnum XE 14 1755 5211 Toyota Celica 13 1093 2195
Dodge St. Regis 13 1696 3687 Toyota Corolla 7 997 1589
Fiat Strada 11 966 1720 Toyota Corona 13 1211 2195
Ford Fiesta 8 816 1605 Vol k Rabbi t 9 875 1458
Ford Mustang 11 1202 2294 Vol k Rabbi t (d) 5 925 1474
Honda Accord 9 1016 1753 Vol k Scirocco 9 902 1589
Honda Givic 8 798 1491 Vol ks Dasher 10 979 1589

Li nc. Conti nent al 19 2195 6554 Vol vo 260 13 1437 2671

Dvimaciy éminiy tyrimas paprastai pradedamas nuo ju sklaidos diagramos brézimo.
Duomeny rinkinio ( SV0O, sun) atveju kiekvienas taskas atitinka automobilio modeli,
tasko abscisé rodo jo svori, o ordinaté — kuro sunaudojima. Sklaidos diagrama aiskiai
demonstruoja tiesini rysj tarp dydziy Svo ir sun.

Kuro sunaudojimas(l/2100km)
o
o

T T T T T T T T
1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

svoris(kg)

1.7 pav. Kintamyjy svo ir sun sklaidos diagrama

PabréSime, kad mes netvirtiname, jog Zinant svorj galima vienareikSmiskai progno-
zuoti kuro sunaudojima (Sun yra atsitiktinis dydis, gerai matyti, kad (mazdaug) tai
paciai svo reikSmei sun reik§més gana pastebimai skiriasi). Antra vertus, tendencija
yra aiski: did¢jant Svo reikSméms, atsitiktinio dydzio sun vidutiné reikSmé did¢ja.
Biitent ja ir prognozuoja vadinamieji regresiniai modeliai.

1.4. Eminiai ir jy skaitinés charakteristikos

Skaitinio éminio grafinés charakteristikos yra labai naudingos, taciau pasirodo, kad
gana daznai éminj galima sékmingai charakterizuoti dar paprasciau, keliais skaiciais.
Kelias skaitines charakteristikas jau zinome — tai penkiy skaicCiy santrauka, dazniy
lentelé. Siame skyrelyje pakalbésime apie momentus.




Viena éminio “centro” charakteristika jau zinome — tai mediana. Kita, dar populiares-
né¢ éminio (X;,X,,...,X,) charakteristika, yra jo (empirinis) vidurkis X: tai éminio
reikSmiy aritmetinis vidurkis

1<
X-;ZXi-

1=1

Jei éminys yra pateiktas dazniy lentele

X1 X2 ..o | XN
ny|nf..|nN

(t.y., reikSmé x; éminyje kartojasi n; karta, reikSmé x, — n, kartus ir t.t.), vidurki gali-
ma perrasyti kitokiu pavidalu:
1 N
X=—) nx ;
n ; k ™k

¢ia N yra skirtingy éminio reikSmiy skai¢ius. Jei éminio histograma yra mazdaug si-
metriné, tai mediana ir vidurkis yra beveik vienodi, taciau taciau prieSingu atveju jie
gali pastebimai skirtis.

| I I

Si I
r T T 1 r T T T T 1
5 10 15 20

°

T
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Sunaudojimas Cilindru turis

vidurkis = 11.80732 vidurkis = 3160. 932
nmedi ana = 11. 76196 nmedi ana = 2671. 091
noda =13 noda = 1500

1.8 pav. aut 0 duomeny histogramos: sun (kair¢je) ir t ur (desinéje)

Pazymésime, kad viena (vienintel¢!) nenormaliai didelé éminio reik§me (iSskirtis) gali
pastebimai pakeisti vidurki, tuo tarpu mediana® i§skirtims maZiau jautri.

Nagrinékime dvi variacines eilutes: (99.99, 99.99, 100.01, 100.01) ir (0, 0, 200, 200).
Aisku, kad vidurkiy prasme jos abi vienodos (abieju vidurkiai lygts 100), taciau ju
struktiira visai skirtinga: pirmuoju atveju matuojame praktiskai nekintanti dydi, o ant-
rosios eilutés reiksmiy i$sibarstymas vidurkio atzvilgiu yra didziulis. Eminio reik§miy
iSsibarstymo matu galéty biiti éminio reikSmiy vidutinis nuotolis nuo vidurkio, t.y.

% Vardiniams kintamiesiems vienintel¢ prasminga “centro” reik§mé yra moda, ranginiams — moda ir
mediana (nes ranginiams kintamiesiems apibrézta savoka “daugiau’), o skaitiniams — moda, mediana ir
vidurkis.



taCiau populiaresnis yra éminio vidutinis kvadratinis nuokrypis

Pazymésime, kad dél tam tikry priezasCiy paprastai vartojamas kiek “pataisytas” vi-
dutinis kvadratinis nuokrypis: skai¢ius

X

vadinamas éminio (empirine) dispersija’. Beje, jei X; matuojami, pvz., centimetrais
(cm), tai s”dimensija bus cm’. Dydzio s=+/s’ (jis vadinamas éminio standartiniu
nuokrypiu arba tiesiog standartu) dimensija jau bus cm , t.y., lygiai tokia pati kaip ir
X; , todél biitent jis, standartas, ir yra populiariausia reikSmiy iSsibarstymo charakte-
ristika.

Nesunku apskaiciuoti, kad pirmos i$ anks¢iau minéty variaciniy eiluciy vidutinis

kvadratinis nuokrypis lygis 0.017 (nes %((99.99 -100)* +...) =i(0.012 +...) =0.01%),

0 antros - 100!

Vidurkio ir vidutinio kvadratinio nuokrypio savokas galima apibendrinti: skai¢ius

l &
a =—>» x ,kON,
k H.le

vadinamas k-ju (pradiniu®) éminio momentu, o skai&ius
=1 X),k ON
m=—> (% =X)%k 0N, -

k — ju centriniu’ momentu. Kitaip sakant, vidurkis yra pirmasis momentas, o vidutinis
kvadratinis nuokrypis — antrasis centrinis momentas. I§ principo, kiekvienam éminiui
galime apskaiciuoti be galo daug momenty, ta¢iau minéti du yra svarbiausi: vidurkis
yra éminio “centro”, o standartas — éminio reikSmiy i$sibarstymo charakteristikos.

7 Bikite atsargiis — kartais (empirine) dispersija vadinamas dydis 3,2 !
¥ Nes “pradzios”, t.y. nulio atzvilgiu.
? Nes “centro”, t.y. vidurkio atzvilgiu.



Jei 1§ kiekvieno éminio (X,X,,...,X,) nario atimsime vidurkj, tai naujasis éminys
(X, —X,X, —X,...,X, —X) vadinamas centruotu. Jei centruoto éminio kiekviena narj dar
padalinsime i§ standarto, tai naujasis éminys ((X, —X)/S,(X, =X)/s,....(X, —=X)/S)

bus vadinamas (centruotu ir) normuotu. Histogramos forma nuo $iy transformaciju
nesikeicia, ta¢iau normuoto éminio vidurkis visuomet 0, o standartas — 1.

1.4 UZDUOTIS. Patikrinkite pastarajj teigini.

Jei tiriamasis éminys ((X;,Y,),....(X,,Y,)) yra dvimatis skaitinis, tai kiekviena kom-
ponente vel galima charakterizuoti jos vidurkiu ir standartu. Antra vertus, dabar yra
dar viena, komponenciu ry$i nusakanti, skaitiné charakteristika — tai vadinamasis
normuoty komponenciy misrusis momentas arba Pirsono (Pearson) empirinis korelia-
cijos koeficientas r:

Galima jrodyti, kad visuomet —1 <r <1. Jei r neigiamas, tai X’sui didéjant, y, apskri-
tai kalbant, mazéja, o jei teigiamas, tai X’sui did¢jant y irgi didéja. Gruboka taisyklé
tokia: jei |r[>0.7, tai X ir y rySys pakankamai stiprus.
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1.9 pav. Koreliacijos koeficiento r jtaka
sklaidos diagramos formai

Kita svarbi dvimacio skaitinio duomeny masyvo charakteristika yra (y’ko) regresijos
(X’so atzvilgiu) tiesé: tai “arciausiai visy sklaidos diagramos tasky esanti” tiesé
y =b, +b,x. Tiksliau kalbant, i§ visy galimy tiesiy y = B, + B,X pasirinksime tokia,
kuriai jos atitinkamy tasky atstumy nuo sklaidos diagramos tasky kvadraty suma yra
maziausia, t.y. ieSkosime funkcijos

RSS =RSS(6,,8) =Y (¥ ~(B, + X)) =Y €



(RSS — nuo Residual Sum of Squares (angl. liekany kvadraty suma)) minimumo pagal
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1.10 pav. Trys steb&jimu taskai ir regresijos tiesé

B, ir B,. Prilygindami RSS dalines i$vestines pagal 3, ir 3, nuliui, gauname dviejy
lyg€iy sistema; jos sprendiniai (patikrinkite) yra

Nesunku apskaiciuoti, kad duomeny sistemos (tur, sun) atveju r=0,8179,
Swur=1509,03, Sun=3,01, by=6,6377, o b;=0,0016 (Siais laikais tokie skai¢iavimai pa-
prastai atliekami su komputeriu), kitais zodziais regresijos tiesés lygtis atrodo taip:

sun=6,6377+0,0016t ur .

Pastebésime, kad nors koeficientas 0,0016 labai mazas, tai dar nereiskia , kad kuro
sunaudojimas sun beveik nepriklauso nuo cilindry tirio t ur . Atvirks¢iai, koreliaci-
jos koeficiento reik§mé signalizuoja, kad rySys pakankamai stiprus. I$ tikryju, koefi-
cienty by ir b; reikSmés labai priklauso nuo matavimo vienety: jei cilindry tiirj ma-
tuotume litrais, tai regresijos lygtis buity

sun=11,8073+2,4680t ur. | ,
0 jei pereitume prie normuoty sun ir t ur reikSmiy, tai (kodél?)
sun. n=0+rtur.n=0,8179t ur. n.
Pazymésime, kad sklaidos diagramos ir regresijos tiesiy grafikai visais trim atvejais

atrodyty “vienodai”, nes komputeris braizydamas grafikus paprastai pasirenka
“teisingus” asiy mastelius (plg. Zzemiau pateikta 1.11 pav.).



sun
sun.n

T T
2000 3000 4000 5000 6000 7000 -1 0 1 2

tur tur.n

1.11 pav. Sklaidos diagramos ir regresijos tiesés:
kairéje - (t ur, sun), o desinéje— (t ur. n, sun. n) sistema
(atkreipkite démesi i skaicius prie aSiy)

seskoskoskok

Mes glaustai iSdéstéme aprasSomosios statistikos pagrindus. Norédami pereiti prie
sprendziamosios statistikos, pirmiausiai turétume daugiau suzinoti apie tikimybiy te-
orija. Tuo uzsiims kiti kursai. O dabar pereisime prie nuoseklesnio miisy kurso — Iva-
do i statistika — déstymo.



2. R — bendrieji faktai

2.1. R instaliacija

Svetainéje http://cran.hu.r-project.org/| nuvairuokite i Precompiled Binary Distribu-
tions|Windows (95 and later)|base ir atsisiyskite (download) i§ ten faila rw1071.exe
(mazdaug 20 megabaity). Patalpinkite ji bet kur, o po to paleiskite §ia programa — in-
staliacija $i programa atliks (beveik) automatiskai. Pazymésime, kad Sis failas taip pat
yra kompaktiniame diske R1, instaliacija galima atlikti ir spragteléjus ant jo vardo.

R standartiné¢ instaliacija sukuria darbing (working) direktorija C:\Program Fi-
les\R\rw1071', kurios podirektorijoje ...\bin yra failas Rgui.exe. R paleisti galima,
spragteléjus ant Sio failo, arba, “iStraukus” ji 1 desktopa (darbalaukj) ir sukiirus R iko-
ng (pavadinkime ja R 1.7.1). Jei ateityje Siuo produktu naudosis vienas vartotojas, ku-
ris dirbs tik su vienu projektu, tai tuo instaliacija galima ir baigti. Jei vartotojy ar pro-
jekty bus keli, tai kiekvienam galima sukurti savaja ikona: sukurkite nauja direktorija,
pvz., C:\aR?; joje sukurkite podirektorijas Manol, Mano2 ir t.t. DeSiniuoju pelés klavisu
spragtelékite ant R 1.7.1 ikonos ir pasirinkite Copy; po to bet kur desktope spragtelé-
kite deSiniuoju klaviSu ir pasirinkite Paste. Spragtel¢je ant pasirodziusios ikonos
kopijos deSiniuoju klavisu, pasirinkite Properties\Shortcut; Target eilutéje irasykite
"C:\Program Files\R\rw1071\bin\Rgui.exe", o Start in eilutéje - "C:\aR\ Manol", OK, o po to
Sia ikona pervardinkite i, pvz., R_Manol; aprasSyta procediira pakartokite su Mano2 ir
t.t. Ateityje savaji projekta bus galima paleisti, spragteléjus ant reikalingos ikonos.

2.2. R ekranas

Spragtelékite ant reikalingos R ikonos (2.1 pav. yra vaizdas, kuri matote ekrane). Sis
(beveik) tuscias ekranas ateityje bus uzpildytas komandomis, kurias rasysime i deSing
nuo kreipinio >, o taip pat grafikais, kurie atsiras grafiniame lange. Stai papras¢iausia
komanda®:

>y < 1.5

(simboli <- gauname paspaudg klavisa < (maziau) ir po to minuso ( — ) klavisa; jei a
ir b yra sveiki skaiciai, tai binarios operacijos a:b reikSme yra seka a, a+1,...,b), kuri
sukurs skaitinj vektoriyy lygu 1, 2, 3, 4, 5. Si komanda yra ekvivalenti komandoms

! Atsiradus naujesnei R versijai, atsisiyskite ja i§ CRAN’0 ir instaliuokite (tai sukurs nauja di-
rektorija, tarkime ...\rw1080); jei norite iSsaugoti senus duomenis ir ankséiau sukurtas funkcijas — per-
kelkite senuosius failus .Rdata ir .Rhistory (ir, gal biit, dar kitus reikalingus failus, pvz., duomeny failus
* txt) i Siq direktorija, o senaja direktorija (tarkime, ...\rw1071) tiesiog iStrinkite (su unins000.exe i$
C:\Program Files\R\rw1071).

2 Komputerinése klasése kiekvienas studentas turi savo asmening direktorija diske U. Sukur-
kite joje direktorija aR, o joje dvi podirektorijas — IntroStat ir Ataskaitos. Pirmoji podirektorija gali
tarnauti kaip darbiné (t.y., kaip Mano1 ekvivalentas), o antroje galima kaupti uzduociy ataskaitas.

3 Toliau Siame konspekte kreipini > daznai praleisime.
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2.1 pav. R komandinio lango (konsolés) vaizdas

>y 1:5

(simbolis _ yra* simbolio <- sinonimas; ilgose programose geriau raSyti <-, nes
tuomet tekstas aiSkesnis), arba komandai

y <- seq(1,5)
(funkcija seq( a, b) yra a: b sinonimas; komanda seq( 1, 50, 7) generuos vekto-
riy 1, 8, 15,...,50), arba komandai

>y <- ¢(1,2,3,4,5)

(funkcija ¢ (nuo combine (angl.) = apjungti) apjungia skliaustuose nurodytus skaicius

v —

# Komanda > (y <- 1:5) apjungia dvi komandas:
[1] 12345 # >y < L:5ir >y

Dvi zaliai nuspalvintas komandas (eilutes) R komandiniame lange galite surinkti ran-
komis, arba, jei skaitote komputering Sio teksto versija, perkelti i §i langa su Copy ir
Paste komandomis. Paspaudg Enter klaviSa, ekrane pamatysite

[T 1)

* Greitiau “buvo” — simbolj (nuo R 1.8.0 versijos) zadama uzdrausti.
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[1] 12345
Pazymésime, kad R vartoja vektoring aritmetika, t.y. operacijos

> (1:5)"3
[1] 1 8 27 64 125

rezultatas yra vektorius su koordinatemis 1°,2°,3°,4°,5°. Stai dar vienas pavyzdys:

> z<-(0:100)/10

> z
[1]] 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1
[13] 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3
[85] 8.4 8.5 8.6 87 8.8 89 9.0 9.1 9.2 9.3 9.4 9.5
[97] 9.6 9.7 9.8 9.9 10.0

> round(sin(z), 4)
[1] 0.0000 0.0998 0.1987 0.2955 0.3894 0.4794 0.5646 0.6442
[9] 0.7174 0.7833 0.8415 0.8912 0.9320 0.9636 0.9854 0.9975
[89] 0.5849 0.5010 O0.4121 0.3191 0.2229 0.1245 0.0248 -0.0752
[97] -0.1743 -0.2718 -0.3665 -0.4575 -0.5440

O dabar iSbréskime pirmaji grafika:

plot(z,sin(z),type="1") # z yra x koordinate, o sin(z)- y koordinaté;

# “I” nurodo, kad taSkus reikia sujungti

# linijoms
lines(z,(sin(z))"3,Ity=2) # Funkcija “lines” papildo pirm grafika
# linijoms; Ity=2 nurodo linijos tipa
lines(z,(sin(z))"10,1ty=3)
| egend(0,-0.5,¢c("21","3","10"),lty=c(1,2,3)) # Legendos virSutinis
# kairysis kanpas bus
# taske (0;0,5)

sin(z)
(o]

-0.5
|

-1.0

2.2 pav. Funkcijy Y =sinz, y = sin’ Z ir y= sin'’ z grafikai

Jei teksta 1S ekrano su Copy+Paste nesunku perkelti 1 Word’o dokumenta, tai su grafi-
ka yra sudétingiau: suaktyving grafikos langa, spragtel¢kite deSiniu klavisu ir pasirin-
kite Copy as metafile; grizkite 1 Word’o dokumenta ir pasirinkite Edit|Paste Spe-
cial...|Picture (Enhanced Metafile)|OK.
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Grizkime prie R ekrano nagrin¢jimo. Meniu eilut¢je spragtelékite ant Help skyriaus.

1) Pasirink¢ FAQ on R, matome DPK (=dazniausiai pateikiamus klausimus) apie R ir
atsakymus i juos. Stai §io dokumento pradzia:

R FAQ

R FAQ

Frequently Asked Questions on R
Version 1.7-18, 2003-06-13

ISBN 3-901167-51-X

Kurt Hornik

e Introduction:

e R Basics:

* RandS:

* R Web Interfaces:

* R Add-On Packages:

¢ R and Emacs:

e R Miscellanea:

* R Programming:
* R Bugs:

¢ Acknowledgments:

Stai vienas §io dokumento naudojimo pavyzdziu: jjungus R, pakraunamos tik pag-
rindinés bibliotekos (package). Dauguma specializuoty funkcijy yra kitose R bibliote-
kose. Spragtel¢je ant R Add-On Packages, pamatysime visy (Sios R versijos) biblioteky
sarasa:

5 R Add-On Packages

e Which add-on packages exist for R?:

e How can add-on packages be installed?:

e  How can add-on packages be used?:

¢ How can add-on packages be removed?:

e How can I create an R package?:

e  How can I contribute to R?:

5.1 Which add-on packages exist for R?
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¢ Add-on packages in R:
e Add-on packages from CRAN:

¢ Add-on packages from Omegahat:

¢ Add-on packages from BioConductor:

e Other add-on packages:

5.1.1 Add-on packages in R

The R distribution comes with the following extra packages:

ctest
A collection of Classical TESTs, including the Ansari-Bradley, Bartlett, chi-
squared, Fisher, Kruskal-Wallis, Kolmogorov-Smirnov, t, and Wilcoxon tests.
eda
Exploratory Data Analysis. Currently only contains functions for robust line
fitting, and median polish and smoothing.
Igs

Resistant regression and covariance estimation.

methods
Formally defined methods and classes for R objects, plus other programming
tools, as described in the Green Book.

modreg
MODern REGression: smoothing and local methods.

mva
MultiVariate Analysis. Currently contains code for principal components,
canonical correlations, metric multidimensional scaling, factor analysis, and
hierarchical and k-means clustering.

2) Pasirinkg FAQ on R for Windows, pamatysime html tipo dokumenta, kuriame rasime
(Windows aplinkoje dirban¢iam) R vartotojui svarbia informacija. Stai jos pradzia:

R for Windows FAQ

Version for rw1071

B. D. Ripley

Table of Contents

e 1 Introduction

e 2 Installation and Usage

0 2.1 Where can I find the latest version?
0 2.2 How do I install R for Windows?
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2.3 Can I customize the installation?
2.4 How do I run it?

2.5 How do I UNinstall R?

2.6 What's the best way to upgrade?

2.7 There seems to be a limit on the memory it uses!

2.8 How can I keep workspaces for different projects in different directories?
2.9 How do I print from R?

2.10 Can I use R BATCH?

2.11 Can [ use rwl1071 with ESS and (X)emacs?

2.12 What are HOME and working directories?

2.13 How do I set environment variables?

2.14 R can't find my file, but I know it is there!
2.15 Does R use the Registry?
2.16 Does R support automation (OLE, COM)?

2.17 The internet download functions fail.

O O 0O O OO OO 0o o oo oo o o

2.18 Entering certain characters crashes Rgui.

0 2.19 Other strange crashes.

* 3 Packages
o0 3.1 Can I install packages (libraries) in this version?

3.2 1 don't have permission to write to the rw 1071 \libbrary directory.

3.3 The packages I installed do not appear in the HTML help system.
3.4 My functions are not found by the HTML help search system.

3.5 Loading a package fails.

3.6 Package TclTk does not work.

3.7 Hyperlinks in Compiled HTML sometimes do not work.
o 3.8 update.packages( fails

O O O O o o

e 4 Windows Features

0 4.1 What should I expect to behave differently from the Unix version of R?

0 4.2 1 hear about some nifty features: please tell me about them!

0 4.3 Circles appear as ovals on screen

0 4.4 How do I move focus to a graphics window or the console?

* 5 Workspaces
0 5.1 My workspace gets saved in a strange place: how do I stop this?

0 5.2 How do I store my workspace in a different place?
0 5.3 Can I load workspaces saved under Unix/GNU-Linux or MacOS?
e 6 The R Console and Fonts

0 6.1 1 would like to be able to use Japanese fonts

0 6.2 1don't see characters with accents at the R console, for example in ?text.

0 6.3 When using Rgui the output to the console seems to be delayed.

0 6.4 Long lines in the console or pager are truncated.

e 7 Building from Source

0 7.1 How can I compile R from source?
0 7.2 Canl use a fast BLAS?
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7.3 How do I include compiled C code?
7.4 How do I debug code that I have compiled and dyn.load-ed?
7.5 How do I include C++ code?

7.6 The output from my C code disappears. Why?

7.7 The output from my Fortran code disappears. Why?

O O O O o o

7.8 The console freezes when my compiled code is running.

3) Pasirinke R functions (text)... ir langelyje Help on surinkeg, pvz., mean|OK, pamaty-
sime angliska funkcijos mean apragyma’:
mean package: base R Docunent ati on
Arithnetic Mean
Description:

Ceneric function for the (trimmed) arithmetic mean.
Usage:

mean(x, ...)
mean. default(x, trim= 0, na.rm = FALSE)

Argunents:

X: a numeric vector containing the values whose nean is to be
conputed. A conplex vector is allowed for “trime0', only.

trim the fraction (0 to 0.5) of observations to be trimed from

each end of “x' before the nmean is conputed.

na.rm a logical value indicating whether “NA values shoul d be
stripped before the conputati on proceeds.

Val ue:

If “trim is zero (the default), the arithnetic nmean of the val -
ues

in “x' is conputed.
If “trim is non-zero, a symetrically trinmred nean i s conputed
with a fraction of “trim observations deleted fromeach end

before the nean is conputed.
See Al so:

“wei ght ed. nean’
Exanpl es:

X <- ¢(0:10, 50)

xm <- npean(Xx)

c(xm nmean(x, trim= .10))
all.equal (mean(x, trim= 0.5), nmedian(x))

Jei norite pamatyti funkcijos mean teksta, surinkite

> mean

> Toki pati rezultata gausite, jei ekrano komandiniame lange (konsoléje) surinksite hel p(“mean”)
arba ?nmean.
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function (x, ...)
UseMet hod( " nmean")

R yra objektiSkai orientuota kalba, kas reiskia, kad, pvz., funkcija mean pirmiausiai
patikrina savo argumento (objekto) klasg, o jau paskui taiko jam tinkama metoda.

> met hods( mean)
[1] "nean.data.frame" "nmean.default” "nean.PQOSI Xct" "nean. POSIXIt"

Matome, kad yra keturi skirtingi funkcijos mean taikymo variantai. Tai reiSkia, kad
jei tiriamasis objektas néra duomeny sistema (data.frame) arba jis nepriklauso POSIX
klasei (tai daty ir laiko objektai), tai funkcija mean kreipsis 1 standarting
mean. def aul t funkcija. Stai jos tekstas:

> mean. def aul t
function (x, trim= 0, na.rm = FALSE)

if (na.rm
X <- Xx[lis.na(x)]
trim<- trinf1]
n <- length(c(x, recursive = TRUE))
if (trim>0 && n > 0) {
if (nmode(x) == "conpl ex")
stop("trinmred neans are not defined for conplex data")
if (trim>= 0.5)
return(nmedi an(x, na.rm = FALSE))
lo <- floor(n * trim + 1

hi << n+1- 1o
X <- sort(x, partial = unique(c(lo, hi)))[lo:hi]
n<-h -1lo+1

}

sum(x)/n

Funkecijos aprasymas, o taip pat ir jos tekstas atrodo gana komplikuotai, kadangi { juos
itraukta trim® opcija, diagnostiniai zingsniai ir instrukcijos ka daryti, kai vektorius X
turi praleisty reikSmiy (tai daznai pasitaiko realiuose uzdaviniuose). Jei t ri meO (tai
standartin¢ (= default (angl.)) trim reikSme, jos nurodyti nereikia), tai surinke¢ ekrane
teksta mean(y) (arba nean(1l:5)), rastume pirmy penkiy natdraliyju skaiciy
(aritmetini) vidurki:

> nmean(y)

[1] 3

Ta pati rezultata gautume ir su tokia paprasta funkcija:

> nean. mano <- function(x){sumx)/Iength(x)}
> nean. mano(y)
[1] 3

Vidurkis daznai naudojamas, charakterizuojant éminio centring ar viduting ar viduring
reikSmg. Deja, statistikoje daznai susiduriame su iraSy klaidomis, o tuomet vidurkis
gali smarkiai nutolti nuo “tikrosios” reik§més. Pvz.,

% trim (angl.) = pakirpimas, palyginimas
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mean(c(1, 2, 3, 4, 50))
[1] 12

Funkcija mean bus atsparesné klaidoms, jei atmesime, pvz., po 20% didZiausiy ir ma-
ziausiy reikSmiy:

mean(c(1, 2, 3,4,50),trim=0.2)
[1] 3

Grizkime prie meniu eilutés Help skyriaus.

4) Pasirinke Html help, paklititume { puslapi su daugeliu sasaju (link’u). Sasajos gali
mus nukreipti { An Introduction to R, The R language definition, Writing R extensions ar ki-
tus skyrius. Siuos tekstus (tiksliau, hipertekstus) lengva skaityti, kadangi juose galima
keliauti 1§ vienos vietos 1 kiti, naudojantis vidinémis sasajomis. Pvz., spragtel¢j¢ ant
Search Engine & Keywords, pakliiiname 1 kita R pagalbos aplinka (Search Engine R): pai-
eskos langelyje surinke mean, vél pakliitume { anksCiau pateikta funkcijos mean
apraSymo puslapi, taCiau jo apacioje dabar yra sasaja su gimininga funkcija
wei ght ed. nean ir nean. POSI Xct .

R meniu eilutéje yra ir daugiau skyriy (File, Edit, Misc, Packages, Windows). Juos
aptarsime tinkamu laiku.

2.3. R bibliotekos ir duomeny rinkiniai
R funkcijos yra apjungtos 1 bibliotekas (= packages (angl.)), kurios gali biiti prijuntos

prie darbinés srities arba, kai nebereikalingos, atjungtos. [jungiant R, automatiskai in-
staliuojamos septynios. Tuo galima isitikinti, apzitiréjus paieskos kelia:

> search()

[1] ".d obal Env" "package: net hods" "package: ctest™
[4] "package: nva" "package: nodreg" "package: nl s"
[7] "package:ts" " Aut ol oads™ "package: base"

Dauguma Siam kursui reikalingy funkciju priklauso Sioms bibliotekoms. Jei miisy ty-
rimui reikéty biblioteky, nesanciy minétoje direktorijoje, jas galima atsisiysti i
http://cran.hu.r-project.org/| (r. Software|Package Sources) ir i§zipuoti { ...\rw1071\lib-
rary direktorija. Instaliuokime, pavyzdziui, car biblioteka — ji mums pravers ateityje, 1
ja ieina procediiros, naudojamos J.Fox’o knygoje “Companion to Applied Regres-
sion”. Be jau minéto metodo, ja galima instaliuoti dar bent dviem budais. Jei jlsy
komputeris prijungtas prie interneto ir jjungta kuri nors interneto nar$yklé, surinkite’

i nstal |l.packages("car") —

tolimesné instaliacija bus atlikta automatiskai. Biblioteka car taip pat yra autoriaus
sudarytame kompaktiniame diske R1, instaliuoti i§ jo galima taip: R meniu eilutéje
renkamés Packages|install package from local zip file, pasirodzius lentelei Select zip file to

7 Vienu metu galima instaliuoti ir kelias bibliotekas, pavyzdziui.: i nstal | . packages
(c(“car”,"gregmisc”)).
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install, nurodome kelia ...R-packages\car.zip ir spragtelime ant Open. Biblioteky direk-
torija bus papildyta nauja eilute:

car

Conpani on to Applied Regression

visy ju saraSa galima gauti su komanda

> |library().

O stai pats (autoriaus komputeryje esanciy biblioteky) saraSas:

Packages in library 'C /PROGRA~1/ R/ rwl071/Iibrary":

base
boot
car

cl ass
cluster
ct est
eda
foreign

grid
Ker nSnoot h

lattice
I gs
MASS
net hods

mgcv

nodr eg
nmul t conp

mva
nl me
nls
nnet

Redr
rpart
spati al

splines
stepfun

strucchange
survi val

teltk

t ool s
ts
tseries

The R base package

Bootstrap R (S-Plus) Functions (Canty)
Conpani on to Applied Regression

Functions for classification

Functions for clustering (by Rousseeuw et al.)
Cl assical Tests

Exploratory Data Anal ysis

Read data stored by Mnitab, S, SAS, SPSS,
Stata, ...

The Gid G aphics Package

Functions for kernel snmoothing for Wand &
Jones (1995)

Latti ce Graphics

Resi st ant Regressi on and Covari ance Estimation
Mai n Li brary of Venables and Ripley's MASS
Formal Met hods and C asses

Mul tipl e smoot hing paranmeter estimation and
GAMs by GCV

Mbder n Regressi on: Snoot hing and Local Methods
Mul tiple Tests and Sinul taneous Confidence
Interval s

Classical Miltivariate Anal ysis

Li near and nonlinear nixed effects nodels
Nonl i near regression

Feed-forward neural networks and multinom al

| og-Iinear nodel s

R Comander

Recursive partitioning

functions for kriging and point pattern

anal ysi s

Regression Spline Functions and C asses

Step Functions, including Enpirica

Di stributions

Testing for Structural Change

Survival analysis, including penalised

li kel i hood.

Tcl/ Tk Interface

Tool s for package devel opnment

Time series functions

Ti me series analysis and conputational finance

Jei esate R aplinkoje ir norite prijungti car biblioteka, surinkite komanda

> library(car) # Atkreipkite démesi: ne package(car)!

Dabar

> search()

[1] ".d obal Env"

"package: car" "package: net hods"
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[4] "package:ctest” " package: nva" " package: nodr eg"
[7] "package:nls" "package:ts" " Aut ol oads"
[10] "package: base"

Jei car biblioteka bus daznai naudojama, ja galima pakrauti jjungimo metu. Atidary-
kite bet kokio teksto redaktoriaus (pvz., Notepad’0) nauja langa ir surinkite eilutg li-
brary(car), po to pasirinkite File | Save as...| Save as type: | All Files | File name: “.Rprofile”
ir iSsaugokite ja su Save in savo projekto darbinéje direktorijoje. Kita karta car biblio-
teka bus pakrauta jjungimo metu.

Siuo metu R turi labai daug specializuoty biblioteky. Jei jisu komputeris prijungtas
prie interneto, ju sarasa galima gauti su

> CRAN. packages()[, 1]

o biblioteky $iuo metu (2003 m. rugpjiitis) yra 232:
> | engt h( CRAN. packages() [, 1])
[1] 232

Jums reikalingy biblioteky pakrovima galima automatizuoti. Pvz., norint instaliuoti
gregmisc ir xgobi bibliotekas, reikia surinkti

> install.packages(c("gregm sc", "”xgobi"))

Jei norite instaliuoti absoliuciai visas Siuo metu CRAN’e esancias bibliotekas (tai
20+Mb), surinkite

> install.packages(CRAN. packages()[, 1])
(po to karta { kelias savaites neuzmirskite atnaujinti jas su updat e. packages()).

Tolimesniame darbe daznai naudosimés i R jmontuotais duomeny rinkiniais.

Norédami gauti sarasa rinkiniy, prijungty prie dabartinio paieskos kelio, surinkime

> data()

Data sets in package

“car

Adl er Experi nent er Expectations

Angel | Moral Integration of American Cities

Ansconbe U S. State Public-School Expenditures

Baurmann Met hods of Teachi ng Readi ng Conprehensi on

Bf ox Canadi an Wonen' s Labour-Force Parti ci pation
Bur t Fraudul ent Data on I Qs of Twi ns Rai sed Apart
Can. pop Canadi an Popul ati on Dat a

Chile Voting Intentions in the 1988 Chil ean Pl ebiscite
Chi r ot The 1907 Ronmani an Peasant Rebellion

Davi s Sel f - Reports of Hei ght and Wi ght

Duncan Duncan's Cccupational Prestige Data

Eri cksen The 1980 U.S. Census Under count

Fl ori da Fl ori da County Voti ng

Freedman Crowding and Crine in U S. Metropolitan Areas
Friendly Format Effects on Recall

G nzberg Dat a on Depression

G eene Ref ugee Appeal s

Quyer Anonynity and Cooperation

Har t nagel Canadi an Crine-Rates Tinme Series
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Lei nhar dt
Mandel

M gration
Moor e

M oz
Ornstein

Prestige
Quartet
Robey
SLID
Sahl i ns
States

UN

US. pop
Vocab
Wonenl f

Data on Infant-Mrtality

Contrived Collinear Data

Canadi an I nterprovincial Mgration Data
Status, Authoritarianism and Confornity

U.S. Wnen's Labor-Force Participation

Interl ocking Directorates Arong Major Canadi an
Fi rms

Prestige of Canadi an Cccupations

Four Regression Datasets

Fertility and Contraception

Survey of Labour and | nconme Dynanmni cs

Agricul tural Production in Mazulu Vill age
Education and Rel ated Statistics for the U S.
St ates

GDP and Infant Mortality

Popul ation of the United States

Vocabul ary and Educati on

Canadi an Wnen's Labour-Force Participation

Data sets in package " base':
For mal dehyde Det ernminati on of Fornmal dehyde concentration
Hai r EyeCol or Hair and eye color of statistics students
| nsect Spr ays Ef fectiveness of insect sprays
Li f eCycl eSavi ngs

Intercountry life-cycle savings data

OrchardSprays Potency of orchard sprays
Pl ant G owt h Results from an experinment on plant growth
Titanic Survival of passengers on the Titanic
Toot hGr owt h The effect of vitamin C on tooth growh in guinea pigs
UCBAdni ssions Student adm ssions at UC Berkel ey
USArrests Violent crime statistics for the USA
USJudgeRat i ngs Lawyers' ratings of state judges in the US Superi or
Court
USPer sonal Expendi t ure
Per sonal expenditure data
VADeat hs Death rates in Virginia (1940)
airmles Passenger miles on US airlines 1937-1960
airquality New York Air Quality Measurenents
anscomnbe Ansconbe's quartet of regression data
attenu Joi ner-Boore Attenuation Data
attitude Chatterjee-Price Attitude Data
cars Speed and Stopping Di stances for Cars
chi ckwt s The Effect of Dietary Supplements on Chick Wights
co2 Mbana Loa Atnospheric CO2 Concentrations
di scoveri es Yearly Nunmbers of “Inportant' Discoveries
esoph (O esophageal Cancer Case-control study
euro Conversion rates of Euro currencies
eur odi st Di st ances between European Cities
faithful A d Faithful CGeyser Data
freeny Freeny's Revenue Data
i nfert Secondary infertility matched case-control study
iris Edgar Anderson's Iris Data as data.frame
iris3 Edgar Anderson's Iris Data as 3-d array
i sl ands Wrl d Landmass Areas
I ongl ey Longl ey' s Econoni ¢ Regression Data
nor | ey M chael son- Morl ey Speed of Light Data
ntcars Mot or Trend Car Data
nht enp Yearly Average Tenperatures in New Haven CT
phones The Nunbers of Tel ephones
precip Average Precipitation amounts for US Cities
presidents Quarterly Approval Ratings for US Presidents
pressure Vapour Pressure of Mercury as a Function of Tenperature
quakes Eart hquake Locations and Magnitudes in the Tonga Trench
randu Random Numnbers produced by RANDU
rivers Lengths of Major Rivers in North America
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sl eep Student's Sleep Data

st ackl oss Brownl ee' s Stack Loss Pl ant Data

state US State Facts and Figures

sunspot s Mont hly Mean Rel ative Sunspot Nunbers

SW SS Swi ss Denographi ¢ Data

trees Grth, Height and Volune for Black Cherry Trees

uspop Popul ati ons Recorded by the US Census

vol cano Topographi c I nformati on on Auckl and' s Maunga Wau Vol cano
war pbr eaks Breaks in Yarn during Weavi ng

wornen Hei ght s and Wi ghts of Wnen

Jei norite pamatyti visus instaliuoto paketo MASS duomeny rinkinius, surinkite

> dat a( package="MASS"),

o jei visy instaliuoty pakety duomeny rinkinius -
> dat a( package = .packages(all.available = TRUE))

Kiekviena R biblioteka sudaro dviejy riisiy objektai: duomeniniai (data sets) ir funk-
ciniai (functions). Visus car objektus galime pamatyti su

> |ibrary(hel p=car)

(duomeniniy objekty sarasa matéme auksciau, dabar jis bus papildytas bibliotekai car
priklausan¢iomis funkcijomis).

Kaip galima apzitréti duomeninius objektus? car bibliotekoje yra rinkinys Davi s,

kuriame pateikti 200 reguliariai uzsiiminéjanc¢iy sportu asmeny (vyry=Mir motery=F)
duomenys apie ju svorj (tikraji wei ght ir pranestaji r epwt ) bei tgj (tikraji hei ght

ir pranestaji r epht ). Surinkime

> dat a(Davi s) # Duonenys i Sarchi vuoj am

> Davi s

sex wei ght height repwt repht
1 M 77 182 77 180
2 F 58 161 51 159
3 F 53 161 54 158
khkkhkkhkhkhkhkhkhkhhhhkhkhkhkhhhhhhkhkhkhkhhrkkx*%
198 M 81 175 NA NA
199 M 90 181 91 178
200 M 79 177 81 178

Bendraja informacija apie §i duomeny rinkini galima gauti su

> sunmar y( Davi s)

sex wei ght hei ght repwt r epht
F: 112 M n. . 39.0 M n. . 57.0 M n. : 41.00 M n. :148.0
M 88 1st Qu.: 55.0 1st Qu.:164.0 1st Qu.: 55.00 1st Qu.:160.5
Median : 63.0 Medi an :169.5 Medi an : 63.00 Medi an :168.0
Mean . 65.8 Mean :170.0 Mean . 65.62 Mean :168.5
3rd Qu.: 74.0 3rd Qu.:177.3 3rd Qu.: 73.50 3rd Qu.:175.0
Max. :166.0 Max. :197.0 Max. :124.00 Max. :200.0
NA' s . 17.00 NA' s : 17.0

arba su®

¥ Jei jiisy objekty saradas néra ilgas, galite surizikuoti ir surinkti | S. St r () - pamatysite visy
savo objektu apraSymus.
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> str(Davis)

“data. frane': 200 obs. of 5 variables:

$ sex . Factor w 2 levels "F',"M': 2112122222 ...
$ weight: int 77 58 53 68 59 76 76 69 71 65 ..

$ height: int 182 161 161 177 157 170 167 186 178 171 ..

$ repwt : int 77 51 54 70 59 76 77 73 71 64 ..

$ repht : int 180 159 158 175 155 165 165 180 175 170 ..

Aisku, kad (vidutini$kai) vyrai yra aukstesni uz moteris, taiau kiek? Zinome, kad
vidurki skaiciuoja funkcija mean, deja komanda mean( hei ght) neveikia:

> mean( hei ght)
Error in nmean(height) : Cbject "height” not found

Reikalas tas, kad hei ght yra tik stulpelio vardas, o ne R duomeninis objektas. Nor-
int, kad Davi s stulpeliai tapty pasiekiami (su salyga, kad paieskos kelyje néra kity
kintamuyjy su Siy stulpeliy vardais), surinkime

> attach(Davis) # attach (angl.) = prijungti
> mean( hei ght)
[1] 170.02

Deja, mums reikia ne visy tiriamyjy tigio vidurkio, bet atskirai vyry ir motery. Tai
galima atlikti tiesiogiai, t.y., skaiCiuojant tik, pvz., vyry tigio vidurki. Kiek detaliau
paaiskinsime kaip tai galima atlikti.

> height # Visu tiriamyjuy tGgiai

[1] 182 161 161 177 157 170 167 186 178 171 175 57 161 168 163
[16] 166 187 168 197 175 180 170 175 173 171 166 169 166 157 183
[31] 166 178 173 164 169 176 166 174 178 187 164 178 163 183 179
[46] 160 180 161 174 162 182 165 169 185 177 176 170 183 172 173
[61] 165 177 180 173 189 162 165 164 158 178 175 173 165 163 166
[76] 171 160 160 182 183 165 168 169 167 170 182 178 165 163 162
[91] 173 161 184 180 189 165 185 169 159 155 164 178 163 163 175

[106] 164 152 167 166 166 183 179 174 179 167 168 184 184 169 178
[121] 178 167 178 165 179 169 153 157 171 157 166 185 160 148 177
[136] 162 172 167 188 191 175 163 165 176 171 160 165 157 173 184
[151] 168 162 150 162 163 169 172 170 169 167 163 161 162 172 163
[166] 159 170 166 191 158 169 163 170 176 168 178 174 170 178 174
[181] 176 154 181 165 173 162 172 169 183 158 185 173 164 156 164
[196] 175 180 175 181 177

> sex # Visu tiriamyjuy lytis (kadangi duomeny rinkinys Davis yra
# prijungtas, kintanmasis sex yra pasi eki amas)

[l MFFMFMMMMMMFFFFFMFMFMFMMFFFFFM
[31] FMMFFMFMMMFMFMMFMFFFMFMMMMF MMM
[6]] MMMFMFFFFMFMFFFFFFMMFMFFFMMFFF
[91] MFMMMFMFFFFMFFFFFFFFMMFMFFMMMM
[121]] MMFFMFFFFFFMFFMFFFMMMFFFFFFFFM
[151]] FFFFFMMFFFFFFFMFFFMFMFMMMMF MMM
[181] MFMFMFFFMFMMFFFMMMMM
Levels: F M

> sex=="M # Kurie tiriameji yra Ml e?

[1] TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE
[11] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE
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[21] TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
[31] FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE
[41] FALSE TRUE FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
[51] TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE
[61] TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
[71] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE
[81] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE
[91] TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE
[101] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[111] TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE
[121] TRUE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE
[131] FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE
[141] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE
[ 151] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE
[161] FALSE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
[171] TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE TRUE TRUE TRUE
[181] TRUE FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE
[191] TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

> hei ght[sex=="M'] # Tik vyru (Male) tgiai (simbolis “[..]” Zymi
# poaibio operacija)

[1] 182 177 170 167 186 178 171 175 187 197 180 175 173 183 178
[16] 173 176 174 178 187 178 183 179 180 182 169 185 177 176 183
[31] 172 173 165 177 180 189 178 173 182 183 168 182 178 173 184
[46] 180 189 185 178 183 179 179 184 184 169 178 178 167 179 185
[61] 177 188 191 175 184 169 172 163 191 169 170 176 168 178 170
[76] 178 174 176 181 173 183 185 173 175 180 175 181 177

> nean( hei ght[sex=="M']) # Vyru tgio vidurkis
[1] 178.0114

Kadangi skai¢iavimo procedira dabar aiski, motery tigio vidurki apskaiciuosime i$
karto:

> nean( hei ght[sex=="F"])
[1] 163.7411

Pasirodo, kad visus hei ght irasus suskirstyti { dvi grupes galima ir kitaip (su funk-
cijat appl y°):

> tappl y(hei ght, sex, nean)
F M
163. 7411 178.0114

arba naudojant funkcija aov:

> aov( hei ght ~sex) $coef f
(I'ntercept) sexM
163. 74107 14. 27029 # Tai vyru (male) tGgio priedas

arba funkcija sunmmary:

> sunmary( hei ght [ sex=="F"])
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
57.0 161.0 165.0 163.7 169.0 178.0
> summary(hei ght [ sex=="M'])

? Daugiau apie $ia funkcija zr. 3-23 psl.
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Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
163 173 178 178 183 197

Atrodo, kad duomeny rinkinyje Davi S yra klaidy: motery figio minimumas tikrai
keistas. Prie klaidy paieskos griSime véliau, o dabar ta patj fakta pademonstruosime
kitaip, iSbrézdami staciakampes motery ir vyry tigio diagramas:

> boxpl ot (hei ght ~sex)

o | R
[se] T e
—_] =———— —_—
i e
o |
N
Ha
3 0
I I
F M

2.3 pav. Motery (F) ir vyry (M) tigio staciakampés diagramos

(taigi F (motery) grupéje is tikro yra dvi iSskirtys; jos pazymeétos rutuliukais, o viena
18 ju lygi mazdaug 60).

Darba su duomeny rinkiniu baigus, ji tikslinga atjungti:
> detach(Davis) # Konanda detach() atjungs visus duomenuy rinkinius

Kai bibliotekos nebereikia, ja taip pat vertéty atjungti:

> det ach( package: car)
> search()
[1] ".d obal Env" "package: ctest" "Autol oads" "package: base"

Mes jau turéjome kelis R grafikos pavyzdzius. Dar kelis pavyzdzius pasizitirékime su
funkcija deno. Surinke
pamatysime sarasa temuy i base bibliotekos:

Denps in package 'base':

gl mvr Sorre gl n() exanples from V&R with
several predictors

gr aphi cs A show of some of R s graphics
capabilities

Her shey Tabl es of the characters in the
Her shey vector fonts

i mge The i mage-|i ke graphics builtins of R

i s.things Expl ore sonme properties of R objects
and is. FOQ() functions. Not for
newbi es!

Japanese Tabl es of the Japanese characters in
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t he Hershey vector fonts

Imglm Sone linear and generalized |inear
nodel I i ng exanpl es from ™ An
Introduction to Statistical Mdelling'
by Annette Dobson

nim Nonl i near | east-squares using nln()
persp Ext ended persp() exanpl es
pl ot mat h Exanpl es of the use of mathenatics
annot ati on
recursion Using recursion for adaptive
i ntegration
scopi ng An illustration of |exical scoping.

Use ' deno(package = .packages(all.available = TRUE))'
to list the denps in all *avail abl e* packages.

Surinkite dabar kuria nors i§ komandy

deno( graphi cs)
deno(i mage)

ir pamatysite daug graziy paveiksléliy!

R turi daug funkcijy' ir jas visa néra lengva isiminti, todél ryztingai naudokités viso-
mis jmanomis pagalbos priemonémis. Jau zinome funkcija hel p(i mage) ir jos si-
nonima ?i mage. Pagalbos failo pabaigoje paprastai yra Examples skyrelis, kuriame
yra funkcijos taikymo pavyzdziy. Juos apZvelgti galima ir tiesiogiai, pvz., su examt
pl e(i mage) '. Labai naudinga paieSkos funkcija hel p. search (“inmage”) —i
pateiks visy library direktorijoje esanciy pakety funkcijas, kuriy varduose yra i mage.

Zemiau pateikiame J. Baron’o sudaryta pagrindiniy R funkcijy sarasa:

Parentheses are for functions, brackets are for indicating the position of items in a
vector or matrix. (Here, items with numbers like x1 are user-supplied variables.)

Miscellaneous

a(): quit

<-. assign

| NSTALL packagel: install packagel

mL[, 2] : column 2 of matrix ml

mi[,2:5] or ml[,c(2,3,4,5)]: columns2-5
ml$al: variable al in data frame ml

"> search()

[1] ".d obal Env" " Davi s" "package: car"
[4] "package: net hods" "package:ctest" "package: nva"
[ 7] "package: nodreg" "package:nls" "package: ts"

[10] " Aut ol oads" "package: base"

> | engt h(I s(pos=11))

[1] 1658

taigi base paketas turi 1658 funkcijas!

" Terminas image sakinyje denp( i mage) reiskia temy rata, o sakinyje exanpl e(i mage)
— funkcijos varda. Funkcija gr aphi cs neegzistuoja. Norint, kad exanpl e(i nage) paveikslai ne-
pralékty Zaibu ekrane, prie§ Sia komanda surinkite par (ask=TRUE) , o pasibaigus demonstracijai —
par (ask=FALSE) .
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NA: missing data
i s. na: true if data missing
library(mnmva): load (e.g.)the mva package

Help

hel p(commandl): get help with commandl (NOTE: USE THIS FOR MORE DETAIL THAN
THIS CARD CAN PROVIDE.)

hel p. start(): start browser help

hel p( package=mnva): help with (e.g.) package mva

apropos("topicl”) and help.search( "topic 1"): commands relevant to topicl
exanpl e(comuandl) : examples of commandl

Input and output

source("filel"): runthecommands in filel.
read.table("filel"): readin data from filel

data.entry(): spreadsheet

scan(x1): read a vector x1

downl oad. file("url1"): from internet

url.show("url1"), read.table.url ("url1"): remoteinput
sink("filel"): outputto filel, until si nk()

wite(objectl, "filel"): writesobjectl to filel
write.table(datafranel,"filel"): writesatable

Managing variables and objects

attach(x1l) detach(x1): put(remove)x] in search path

I s(): lists all the active objects.

str(objectl): printuseful information about objectl

rmobj ect1l): remove objectl

di m(matrix1): dimensions of matrix1

di manes(x1): names of dimensions of x1

I engt h(vectorl): length of vectorl

1: 3: the vector 1,2,3

c(1,2,3): creates the same vector

rep(x1, nl): repeats the vector x1 nl times

cbind(al, bl,cl), rbind(al, bl, cl): bindscolumns or rows into a matrix
mer ge(df 1, df 2) : merge data frames

matri x(vectorl,r1,cl): make vectorl into a matrix with rl rows and c1 columns
data. frame(vl, v2): make a data frame from vectors vl and v2
as.factor(), as.matrix(), as.vector(): conversion
is.factor(), is.matrix(), is.vector(): whatisit?

t(): switch rows and columns

whi ch(x1==al): returns indices of x1 where x1==al

Control flow

for (il in vectorl): repeatwhatfollows
if (conditionl) ...else ...: conditional

Arithmetic

% % matrix multiplication
%% ", 94 sqrt(): integer division, power, modulus, square root
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Statistics

mex(), mn(), nmean(), nmedian(), sun(), var(): asnamed

sunmar y(dat a. franme): prints statistics

rank(), sort() :rankand sort

ave(x1,yl): averages of xI grouped by factor yl

by(): apply function to data frame by factor

appl y(x1, nl1, functionl): apply functionl (e.g. mean) to x by rows (nl=1) or columns (n2=2)
tappl y(x1, listl, functionl): apply functionto x1 by listl

tabl e(): make a table

tabul ate(): tabulate a vector

Basic statistical analysis

aov(), anova(), Im(), glm): (generalized) linear models, anova
t.test(): ttest

prop.test(), binomtest(): testson probability

chi sq.test(x1): -chi-square test on matrix x1

fisher.test(): Fisherexact test

cor(a): show correlations

cor.test(a, b): testcorrelation

friedman.test(): Friedman test

Graphics

plot(), barplot(), boxplot(), stem(), hist(): basicplots
mat pl ot (): matrix plot

pairs(matrix): scatterplots

copl ot (): conditional plot

stripplot(): stripplot

agpl ot (): quantile-quantile plot

ggnorm(), qgline(): fitnormal distribution

O cia dar viena, E. Paradis sudaryta, atmintiné:

1.
Operators

Arithmetic Comparison Logical
+ addition < lesser than ! x logical NOT
- subtraction = greater than X &EYy logical AND
* multiplication == lesser thanorequal to x && y id.
{ division == greater than orequal to x | y logical OR
" power == equal x| ¥ id.
%% modulo = different xorix, y! exclusive OR

%/% integer division
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2.

gumx]

sum of the elements of =

prodix)

product of the elements of =

max(x]

maximum of the elements of =

min(x)

muinimum of the elements of x

which.max (x)

returns the index of the greatest element of «

which.min(x]

returns the index of the smallest element of x

range [x]

i, than ciminix), max(z))

length (=)

number of elements n x

mEan(x)

mean of the elements of

median (=)

median of the elements of «

var(x) orcov(x)

varianee of the elements of x (caleulated on 2 —17 if % 15 & matnx or a data frame,
the variance-covariance matrix is caleulated

correlation matrix of = 1 it is a matrix or a data frame (1 1f % 13 8 vectar)

yiorcovix, yl

covariance between % and v, or between the columns of = and those of v 11 they are
matrices or data frames

1
4]
H
o

linear correlation betwesn = and v, or correlation matrix if they are matrices or data
frames

Siy funkecijy'? reik§mé yra skaiéius (t.y., ilgio 1 vektorius). Zemiau pateikty funkcijy

reikSmé gali biiti gana komplikuota.

rounds the elements of = to o decimals

reverses the elements of »

sorts the elements of i inereasing order; to sort in decreasing order: rev {sort (x)]

rank {x)

ranks of the elements of =

log(x, basel computes the logarthm of = with base "baze"

scale [x] 1t 20 15 a matnx, centers and reduces the data: to center only use the option center=FALSE,
to rduce only 2cale=FALEE by default center=TRUE, =calse=TRUE)

pminix,y, ...} avector which ith element 1s the minimum of = [17, v [1]....

pmaxix, ¥, . ..

id. for the maximum

cumgum {x)

avector which ith element 15 the sum from x [17] tox[1]

cumprod (x)

id. for the product

cummin {x)

id. for the minimum

cumma {x)

1d. tor the maximum

match(x, ¥

returns a vector of the same length than = with the elements of x which are in v (HR
otherwise)

which(x == a)

returns a vector of the indices of x if the comparison operation 15 true (TRUE), i this
example the values of 1 for which x[i] == a (the argument of this function must be a
variahle of mode logical)

choosein, ki

compuies the combinations of k events among » repetitions = »!J[a =& 1

na.omit [x]

suppresses the chservations with missing data (HR) (suppresses the corresponding lne it =
iz a matrix or 4 data frame)

na.fail (x]

returns an emor message if x contains at least one N

unigue (=)

if % 15 a vector or a data frame, returns a similar object but with the duplicate lements
suppressed

table (%]

returns a table with the numbers of the differents values of x (typically for integers or
factors)

subeet {x,

returns a selection of = with respect to critena (. . ., typucally compansons: =3V1 < 100;
if % 1= a data frame, the option =elect gives the varables to be kept (or dropped using a
minus sign -}

gamplei{x, size)

resample randomly and without replacement =1ize elements in the vector =, the ophon
replace = TRUE allows to resample with replacement

2 T¥skyrus range() , kuri grazina du skai¢ius ir var(), cov() bei cor(), kurios gali graZinti matri-

ca.
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Pazymésime, kad visy (pvz., base bibliotekos) funkcijy sarasa galima rasti i§ R meniu
eilutés nuvairavus | Help|Html help|Packages|base.

R darbingje direktorijoje yra naudingas failas .Rhistory , kuriame fiksuojamos visos
Sios ir ankstesniy sesijy metu ivykdytos (ir iSsaugotos! — zr. keliomis eilutémis
zemiau) komandos. Apzitiréti §i faila galime su hi st ory(), o pasizyméje¢ jame rei-
kalingas komandas, spragtelé¢je deSiniuoju klaviSu ir pasirinke Paste to console, galé-
site pakartoti ankstesng analizg.

Norédami baigti sesija, surinkite q( ) . Jei i klausima Save workspace image? atsakysite
Yes, tai visa §ios sesijos istorija (t.y., vykdytos komandos (bet ne grafikai)) bus 184
saugota, o jei No — ne.

2.4. R literatura, konferencija, archyvai

Yra nemazai literatiiros, skirtos darbui su R paketu. Daug jos patalpinta internete,
beveik visos Sios knygos yra kompaktiniame diske R1. Pradedantiesiams ypac siiily-
¢iau Sias knygas:

1) John Verzani, Simple R http://www.math.csi.cuny.edu/Statistics/R/simpleR|
2) John Maindonald , Using R for Data Analysis and Graphics, Zr. http://cran.hu.r-|

Documentation|Contributed

3) Emmanuel Paradis, R for Beginners, Zr. http://cran.hu.r-project.org/|Documenta-
tion|Contributed

Tiems, kurie ruoSiasi dirbti su R paketu ir ateityje, autorius rekomenduoja dalyvauti
nuolat veikiancioje konferencijoje (list): adresu f-help-request@]lists.r-project.org| is-
siyskite e laiska, kurio kiine (ne subject’e!) turi biiti vienintelis zodis subscribe. Po to
kasdien gausite koki 10-100 laisky, kuriy daznas bus jums naudingas. Paieska Sios
konferencijos archive galima atlikti keliais buidais; jie aprasyti svetainés
http://cran.hu.r-project.org/| CRAN|Search skyriuje.
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3. Duomeny jraSymas ir programavimo pavyzdziai

Duomeny rinkimas ir jraSymas daznai uzima daugiau laiko negu ju statistiné analiz¢.
Deja, tai bitinas etapas.

Kiekvienas R duomeninis objektas visuomet turi du vidinius pozymius (tipa (mode) ir
ilgi (length)) ir dar gali turéti viena ar kelis papildomus pozymius (attributes) (pvz.,
klas¢ (class) ar matavimy skai¢iy (dimension)). Zemiau esancioje lenteléje pateikta

Siy fakty santrauka.
Objektas Galimi tipai Ar galima naudoti | Klasé
skirtingus tipus vi-
ename objekte?
Vektorius (vector) | Skaitinis, simboli- | ne NULL
nis, kompleksinis
ar loginis
Vardinis kintama- | Skaitinis ar simbo- | ne factor
sis = faktorius | linis
(factor)
Ranginis kintama- | Skaitinis ar simbo- | ne factor ordered
sis (ordered factor) | linis
Masyvas (array) Skaitinis, simboli- | ne NULL
nis, kompleksinis
ar loginis
Matrica (matrix) Skaitinis, simboli- | ne matrix
nis, kompleksinis
ar loginis
Duomeny sistema | Skaitinis, simboli- | taip data.frame
(data frame) nis, kompleksinis
ar loginis
Laiko eiluté (ts= | Skaitinis, simboli- | taip ts
time series) nis, kompleksinis
ar loginis
Sarasas (list) Skaitinis, simboli- | taip list
nis, kompleksinis,
loginis,  funkcija,
reiSkinys ar for-
mulé

R yra objektiskai orientuota kalba — pvz., funkciju pl ot

(reik§mé) priklauso nuo objekto klasés.

3.1. Duomeny jraSymas rankomis

ar

summary elgesys

Pradésime nuo to (reto) atvejo, kai duomenys | komputerio atmintj jraSomi, naudo-

jantis paciu paketu R.
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3.1.1. Skaitiniai vektoriai ir matricos

Tarkime, kad skaitinio vektoriaus Skve komponentés yra 1,2,3,3,3,3,31. Si vektoriy
galima jraSyti keliais budais.

la)

skvela <- ¢(1,2,3,3,3,3,3)
skvel

[1] 1233333

> node(skvela)

[1] "nuneric"

> | engt h(skvela)

[1] 7

> cl ass(skvela)

NUL L

1b)

skvelb <- c¢(1,2,rep(3,5)) # Surinkite > ?rep (paeksperi nentuoki -
# te: rep(3,1:3), rep(1l:3,3), rep(1l:3
#1:3) ir t.t.)

2)

skve2 <- scan()

1. 12 # Paspauskite Enter

3: 3333 # Norint baigti duomeny ivedimg, Enter

7. # klavisa reikia paspausti du kartus

Read 6 itens

3) Kai duomeny daug, geriau naudoti funkcija edi t, kuri leis ne tik patogiai jvesti
duomenis, bet ir nesunkiai juos redaguoti. Norint, kad funkcija edi t pateikty ekrane
elektroninés lentelés pavidalo lapa, sSkve3 reikia traktuoti kaip (vieno stulpelio) mat-
rica.

skve3 <- nmatrix(1) # Ivedéme skaic¢iy 1 - tai bus matricos
# elementas su indeksais (1,1)
skve3d <- edit(skvel3d) # Atsidarys R Data Editor |angas;
# kai lentele uZpildysite, langa uzdarykite
> node(skve3)
[1] "nuneric"
> di m(skve3)
[1] 6 1 # skve3 yra 6x1 matrica
> cl ass(skve3)
NUL L
> skve3
col

~Nooh~hwNE
[ —
WWWWWN PP

Reikalui esant, matricai Skve3 galima sugrazinti vektoring struktiira:

! Visi vektoriaus elementai turi biiti vieno (3iuo atveju - skaitinio) tipo.
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skve3 <- as.vector(skve3)
di m(skve3)

NULL

> skve3

[1] 1233333

Visi naujai sukurtieji vektoriai dabar yra darbinéje atmintyje (= memory, workspace,
curently active enviroment (angl.)):

> | s() # | s=list=i38vardink

[1] "a" "b" "bwages"

[4] "cars" "d" "Davi s"

[7] "doR' "draw. plotmath.cell" "draw. title.cell"”
[10] "ew" " "faithful"
[13] "fill" "g" "get.c"
[16] "get.r" "h.f" i
[19] "i.out" "iris" "islands"
[22] "kernel s” " "l ast.warni ng"
[ 25] "meke.tabl e" "n" "nc"

[28] "nhtem" “nr" "ol dpar"
[31] "op" "opar" "pi e. sal es"
[34] "pin® "pp" " precip"
[37] "quakes" “r " RKs"
[40] "scal e" "skvela" "skvelb"
[43] "skve2" "skve3" "t
[46] "usr" "vol cano" " x"

[49] "x.at" "xadd" "xdel ta"
[52] "xnf "xscal e" " xx"
[55] "y" "y.at" "yadd"
[58] "ydelta" "yscal e" "yy"
[61] "z" "zmn"

Autoriaus masinos darbinéje atmintyje yra susikaupe daug (duomeniniy ir funkciniy)
objekty, norint ja visiSkai iSvalyti (tai rizikinga operacija!), reikia surinkti

>r(list=ls()) # rmerenove=pasal i nti
arba ekvivalencia komanda

>rm(list=ls(pat=""[a-z]")) # pat=pattern=pavyzdys;

# pvz., [b-f]-angli8kos raidés nuo b iki f;
# mMisuy eiluté pasSalins visus atmintyje

# esancius objektus, kuriy

# vardai prasideda raidémis nuo a iki z

o jei tik naujuosius vektorius —
>rm( skvela, skvelb, skve2, skve3)
arba

>rm(list=ls(pat=""skve”)) # Pasalins objektus, kuriuy vardai
# prasi deda sinboliais “skve”

[YP=2]
S

Jei norite iStrinti visus objektus, iSskyrus tuos, kurie prasideda raide “s”, surinkite

> rn(list=ls(pat=""[a-r,t-2z]"))
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> | s()
[1] "scale" "skvela" "skvelb" "skve2" "skve3"

Dar trys variantai: eiluté | s( pat t er n=""sk") isrenks visus objektus, prasidedan-
Cius (o eiluté | s( patt er n="sk$") — pasibaigianc¢ius) simboliy seka Sk ; komanda
| s(pattern="sk”) isrinks visus objektus, kuriy varde yra seka sk.

Griztame prie vektoriy jraSymo. Skaitmening seka 3,4,5,6 galima sukurti taip:
> sksel <- 3:7

o seka 0,3;0,4;0,5;0,6 su

> skse2 <- seq(0.3,0.6,0.1)

arba

> skse2 <- (3:7)/10

Pereikime prie matricos jra§ymo. Zemiau yra matrica Past as, kurioje pateikti duo-
menys apie dvideSimties siuntiniy svori, atstuma, kuriuo juos reikéjo pristatyti, ir rea-
lig pristatymo kaina.

at st umas
160
53
80
280
90
209
160
145
250
95
202
100
240
47
115
240
160
1260
190
160

SVOr i

x
)
S
o

=

=
RPRODMDPRPROWOWOOIRAREN

POUIRPUOIOOOO0OO0OWOWONONMUIOO

15.
14.
12.

ONNNOOTNORRWWOINRLOORO
RPUONUINOROMRUINODRLRONUIWO

Sia matrica galima jraSyti kaip ilga vektoriy, o po to suteikti jam matricos struktiira ir
dar, gal biit, stulpeliy vardus.

Pastas <- c¢(2, 9, 1.5, 4.4, 1.7, 5 9.2
1, 0.3, 4.5,

1. , 3.9, 8, 3.3, 8, 1, 11,
.1 0.

2.6, 6, 14.5 1.1, 15.5 14, 12. 7. 0.8 1.1, 2.4, 6.6
3.2, 3.5 4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9 6.2, 6.5 2.7. 7. 7.5 8.1, 160,
53 80, 280, 90, 209, 160, 145, 250, 95. 202, 100, 240, 47, 115, 240.

160, 1260, 190, 160)

R kodais $is objektas uzrasomas taip:
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c(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8 3.3, 8 1, 11, 2.6, 6, 14.5,
1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6, 3.2, 3.5,
4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5 8.1, 160, 53, 80,
280, 90, 209, 160, 145, 250, 95, 202, 100, 240, 47, 115, 240, 160
1260, 190, 160)

Dabar §j vektoriy paversime matrica.

Pastas <- matri x(Past as, ncol =3)

Stai jo igraiska R kodais®:

structure(.Data = c(2, 1.9, 1.5 4.4, 1.7, 5 9.2, 3.9, 8 3.3, 8, 1, 11,
2.6, 6, 14.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6, 3.2,
3.5 4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1, 160, 53, 80, 280
90, 209, 160, 145, 250, 95, 202, 1

5
00, 240, 47, 115, 240, 160, 1260, 190,
160), .Dim= c(20, 3))

Stulpeliams suteikime vardus:

col nanes(Pastas) <- c(“kaina”,”svoris”,”atstunas”)

arba

Pastas <- matrix(c(2.0,1.9,..,12.1,0.3,4.5,..,8.1, 160,53, ..,160), ncol =3,
di manes=li st (NULL, c(“kai na”, ”svoris”,”atstumas”)))*

R kodais $i matrica dabar atrodo taip:

structure(c(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8 3.3, 8 1, 11, 2.6, 6,
14.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1, 0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1, 2.4, 6.6, 3.2, 3.5, 4.1,
4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5 2.7, 7, 7.5, 8.1, 160, 53, 80, 280, 90, 209,
160, 145, 250, 95, 202, 100, 240, 47, 115, 240, 160, 1260, 190, 160), .Dim =
c(20, 3), .Dimmanes = list(NULL, c("kaina", "svoris", "atstumas")))

Matricai Past as galime suteikti duomeny sistemos struktiira.

Past as. df <- as. data.franme(Pastas)

Stai Sios duomeny sistemos iSraiSka R kodais:

structure(list(kaina = ¢c(2, 1.9, 1.5, 4.4, 1.7, 5, 9.2, 3.9, 8 3.3, 8, 1,
11, 2.6, 6, 14.5, 1.1, 15.5, 14, 12.1), svoris = ¢(0.3, 4.5, 0.7, 0.8, 1.1,
2.4, 6.6, 3.2, 3.5, 4.1, 4.4, 0.6, 5.1, 5.9, 6.2, 6.5, 2.7, 7, 7.5, 8.1),
atstumas = c(160, 53, 80, 280, 90, 209, 160, 145, 250, 95, 202, 100, 240,
47, 115, 240, 160, 1260, 190, 160)), .Names = c("kaina", "svoris", "atstu-
mas"), row. nanes = c¢("1", "2, "3", "4, "5, "e6", "7', "8, "9", "10",
11", "12", "13", "14", "15", *"16", "17", "18", "19", "20"), class = "da-
ta.frame")

Dar karta pazymésime, kad ir matrica lengviau iraSyti, naudojantis edi t komanda
(atlikite tai patys).

? Pabandykite dunp( “ Past as”, " Past as. matri ca”)- R objektas Past as bus paverstas tek-
stiniu failu Pastas.matrica (ji rasite savo darbingje direktorijoje). Si faila galima nusikopijuoti ir po to
nusiskaityti kitoje masinoje su source(".../Pastas.matrica",echo=T).

? Mes kiek aplenkéme jvykius: simbolinio vektoriaus komponentés rasomos kabutése.

* Dar karta aplenkiame jvykius: di manes yra saragas (list) su dviem komponentém — pirmoji kom-
ponenté (eiluciy vardai) yra tuscia (NULL), o antroji nusako stulpeliy vardus.
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Matricos Past as 18-oje eilutéje yra klaida — at st umas turi buti 260, o ne 1260.
Ja iStaisome:

Past as[ 18, 3] <- 260 # [..] yra poaibio Zenklas; [18,3] yra matricos

# pastas elementas, esantis 18-os eilutés 3-me
# stul pelyje

arba

Past as[ 18, "at stunas”] <- 260

Dar keli pavyzdziai:

Past as23 <- Pastas[, 2: 3] # Palikome tik 2-g ir 3-ig matricos Pastas
# stul pelius

Past as23 <- Pastas|, - 1] # Tas pat

R naudoja vektoring (tiksliau, masyving) aritmetika, t.y. operacijos atlieckamos pa-
komponenciui. Pailiustruosime tai matricy pavyzdziu.

ml. <- diag(rep(1,3))

mlL

[.1] [.2] [.3]
[1,] 1 0 0
[2,] 0 1 0
[3,] 0 0 1
n <- matrix(1:9, 3,3)
n2

[.1] [.2] [.3]
[1,] 1 4 7
[2,] 2 5 8
[3,] 3 6 9

Sias dvi matricas galima (paelemenciui) sudéti, sudauginti bei atlikti daug kitokiy
operacijy:

]
4 7
6 8
6

mL*n - tai Adamaro (J. Hadamard) tiesioginé (paclementé¢) sandauga:

(.11 [.2] [.3]
0

[1,] 1 0
[2,] 0O 5 0
[3,] O 0 9

Iprastiné matricy sandauga apskai¢iuojama taip:

MLY% %12

[.1] [.2] [.3]
[1,] 1 4 7
[2,] 2 5 8
[3,] 3 6 9

O S§tai transponuota matrica nP:
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t(ne)
[.1] [.2] [,3]3

[1,] 1 2
[2,] 4 5 6
[3,] 7 8 9

Matrica n® yra singuliari (t.y. jos determinantas lygus 0 (kod¢l?)) ir todél atvirkstinés
Jji neturi. Antra vertus, "2 2 yra jau “gera” matrica, o jos atvirksting randame taip:

sol ve( n2”2)

[.1] [.2] [.3]
[1,] 1.291667 -2.166667 0.9305556
[2,] -1.166667 1.666667 -0.6111111
[3,] 0.375000 -0.500000 O0.1805556

Tai tikrai atvirkstiné matrica, kadangi

N7 2% s ol ve( m2"2)

1] [.2] [, 3]
[1,] 1.000000e+000 1.776357e-014 -7.105427e-015
[2,] 7.105427e-015 1.000000e+000 1.776357e-015
[3,] -1.065814e-014 1.421085e-014 1.000000e+000

Vaizdesng iSraiSka gausime, jeigu atsakyma suapvalinsime iki, tarkime, yvieng zenklo
po kablelio:

round( m2”2% %ol ve(nm2”*2), 1)
[.1] [.2] [.3]

[1,] 1 0 0
[2,] o 1 0
[3,] o o0 1

3.1.2. Kompleksiniai ir loginiai vektoriai

Kompleksinius vektorius rankomis jrasyti tenka retai (zr. ?conpl ex arba exam
pl e( conpl ex) ). Dazniausiai tai biina kai kuriy funkcijuy reikSmés.

> roots <- polyroot(c(1,2,3))

> node(roots)

[1] "conpl ex"

> roots

[1] -0.3333333+0.4714045i -0.3333333-0.4714045

Cia vektorius c( 1, 2, 3) yra polinomo 1+2*x+3*x* koeficienty vektorius; funkcijos
pol yr oot reik§mé yra $io polinomo (dvieju kompleksiniy jungtiniy) Sakny vekto-
rius. Nesunku patikrinti, kad tai i§ tikryjy Sio polinomo Saknys:

> 1+2*roots[ 1] +3*root s[ 1] "2

[1] 0+Oi

> 1+2*root s[ 2] +3*root s[ 2] "2

[1] 1.110223e-16-4.440892e-16i # |§ tikruju &ia 0401

Kadangi R naudoja vektoring aritmetika, abi Saknis galime patikrinti i§ karto.
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> round(1+2*root s+3*roots”"2,2) #Suapvaliname iki 2 Zenkly po kablelio
[1] O+0i O0+0i

Loginiai vektoriai irgi paprastai atsiranda kaip kai kuriy (palyginimo) operacijuy re-
zultatai.

>x < 1:5

> x>1

[1] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE

> XT <- x>1

> xT

[1] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE

> IXT # Zenklas ! Zymi logini NE

[1] TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE

> Xx<=4

[1] TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE

> x>1| x<=4 # Zenklas | Zymi logini ARBA
[1] TRUE TRUE TRUE TRUE TRUE

> x>18x<=4 # Zenklas & Zymi logini IR
[1] FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE

> X[ x>18&x<=4]

[1] 2 3 4

3.1.3. Simboliniai vektoriai ir matricos

Jau turéjome simbolinio vektoriaus iraSymo pavyzdi:

si mbvel <- c("kaina","svoris","atstunmas")
node( si nbvel)
[1] "character"

Jei jrasomas ilgas vektorius — naudokités edi t komanda:

si mbvel <- "kaina"
simbvel <- matrix(sinbvel)
simbvel <- edit(sinbvel) # UZzpildykite 1-aji stulpeli
si mbvel
col 1
[1,] "kaina"
[2,] "svoris"
[3,] "atstunas"
node( si nbvel)
[1] "character"
di n( si nbvel)
[1] 3 1
cl ass(si nbvel)
NUL L
nanmes(si nbvel)
NULL

Patys panagrinékite vektoriy
simbve2 <- c(*1","2","3")
Aisku, kad jis skiriasi nuo vektoriaus ve3 <- c¢(1, 2, 3):

simbve2 <- c("1","2","3")
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nean( si nbve2)

Error in sum..., na.rm=na.rm : invalid "nbpde" of argunent
mean(ve3)

[1] 2

Simbolinés matricos (ju visi elementai turi biiti simboliniai!) jra§inéjamos retai. Jei to
prireikty — naudokite edi t funkcija.

3.1.4. Duomeny sistemos

Matricoje Past as i$ tikryjy yra ir ketvirtas stulpelis, biitent di dumas: pasto sky-
riuje siuntiniai dar skirstomi | didelius ir mazus. Stai tas stulpelis:

di dumas <- c(rep(”nmazas”, 10),rep(”didelis”, 10))

Skaiting matrica Past as ir simboling matrica(-stulpeli) di dunmas galima apjungti i
nauja matrica past as taip:

pastas <- cbi nd(Past as, di dumas) # Funkcija cbind matrica didumas
# priraSo Salia matricos Pastas
# (funkcija rbind — po matrica)

Deja, visi matricos elementai turi biiti vieno tipo, todél cbi nd automatiskai pavercia
visus matricos past as elementus (aukstesnés hierarchijos) simboliniais kintamai-
siais:

past as

kai na svori s at st umas di dunms
[1,] “2.0" “0.3” “160” “mazas”

Norint, kad duomeny tipas nebiity iSkraipomas, past as reikia apiforminti kaip duo-
meny sistema’ (jame stulpeliai gali bati skirtingos prigimties):

pastas <- data. frame(Pastas, di dunmas)
past as

kaina svoris at st urmas di dumas
1 2.0 0.3 160 mazas
di m( past as)
[1] 20 4
node( past as)
[1] "list"
cl ass( past as)
[1] "data.frane"
nanmes( past as)
[1] "kaina" "svoris” "at stunas" "di durmas"

> Angliskai tai vadinama data frame.
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3.1.5. Vardiniai kintamieji ( faktoriai)

di dumas néra paprastas vardy rinkinys, ji sudaro vardinio kintamojo di dumas
reiksmés mazas ir di del i s. Norédami tai pabrézti, jam suteiksime specialia
vadinamojo faktoriaus struktiira:

> di dumasf <- factor(di durmas)
> di dumasf
[1] nazas nazas nazas nazas nazas nazas nazas nazas
[9] mazas mazas didelis didelis didelis didelis didelis didelis
[17] didelis didelis didelis didelis
Levels: didelis nmazas

ISoriSkai skirtumas néra didelis — di dumasf reikSmés dabar rasomos be kabudiy,
taciau Sikart atsirado dar vienas pozymis, buitent Level s:

> attributes(di dumasf)
$l evel s
[1] "didelis" "nazas"

$cl ass
[1] "factor"

Antra vertus, R viduje (kad buty taupiau) faktoriai talpinami kaip skaiciai

> nmode( di dunmasf)
[1] "nuneric"

Tuo taip pat galima jsitikinti, surinkus
> edit(di dumasf) —
Notepad’o lange matome

structure(c(2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1, 1, 1), .Label = c("didelis", "mazas"), class = "factor")

Aisku, kad jrasu lentelése daug karty rasSyti Zzodzius mazas ir di del i s nepatogu,
juos galima uzkoduoti, pvz., simboliais 0 ir 1:

> DI DUVAS <- c(rep(0,10),rep(1,10))
> attributes(Dl DUVAS)
NULL

Aisku, kas DI DUMAS iSoriskai skiriasi nuo di dumas, tac¢iau R viduje faktoriai
di dunmasf ir

DI DUMASF <- fact or (DI DUVAS)
> attri but es( DI DUMASF)

$l evel s

[1] "o" ™1
$cl ass

[1] "factor"
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skiriasi tik Label vardais:

> edit ( DI DUVASF)
structure(c(1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2, 2, 2), .Label = c("0", "1"), class = "factor")

Nesunku pasiekti, kad di dumasf ir DI DUMASF R vidiniy reprezentacijy prasme
buty vienodi. Mat Levels yra priskiriami abécélés arba, jeigu tai skaiciai, ju didéjimo
tvarka. Pasirinkg lygius Levels taip, kad mazas atitikty 0, o di del i s — 1, pasiek-
sime, kad abu faktoriai reiksty ta pati:

> di dumasf <- factor(didunas,|evel s=c("mazas", "didelis"))

> edit (di dunasf)

structure(c(1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2, 2, 2), .Label = c("nazas", "didelis"), class = "factor")

ir

> DI DUMASF <- factor (DI DUMAS, | evel s=c(0, 1))

> edi t (DI DUMASF)

structure(c(2, 1, 1, 21, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2,
2, 2, 2), .Label = c("0", "1"), class = "factor")

Pazymésime, kad prijungdama prie skaitinio objekto (musy atveju, skaitinés matricos
Past as) simbolinj vektoriy di dumas, funkcija dat a. f r ane automatiskai paver-
¢ia ji faktoriumi:

pastas <- data. frame(Pastas, di dunmas)
attach( past as)

cl ass(di dumas)

[1] "factor"

Kai kuriy funkcijy argumentai turi bati faktoriai — tai joms signalizuoja, kad §is argu-
mentas yra vardinis kintamasis, o ne etikeCiy rinkinys. Pavyzdziui,

pastas <- data. franme(Pastas, di dunmas)
attach( past as)
sumar y( di dunmas)
didelis nmazas
10 10

arba

t appl y(kai na, di durmas, nmean)
didelis mazas
8.58 4.09

Funkcija t appl y skai¢iuoja kintamojo kai na vidurki visus duomeny sistemos

past as iraSus suskaidydama i grupes pagal faktoriaus di dumas reikSmes. Taigi,
dideliy siuntiniy vidutiné pristatymo kaina yra 8,58, o mazy — 4,09.
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3.1.6. Ranginiai kintamieji

Kintamieji di dunmasf arba DI DUMASF yra vardiniai kintamieji — aiSku, kad Siuo
atveju skirtumas 1 - 0 (tai ekvivalentu skirtumui di del i s - nazas) prasmés ne-
turi. Antra vertus, di del i s vistik “didesnis” uz mazas — kitais zodziais, kintamaji
di dumasf galime interpretuoti kaip rangini. R kalboje tai galima uzrasyti taip (le-
vels reikia iSvardinti didéjimo tvarka):

> attach(pastas)
> di dumaso <- ordered(di dunas, | evel s=c("mazas", "didelis"))
> di dumaso
[1] mazas mazas mazas mazas mazas mazas nmazas nmazas
[9] mazas nmazas didelis didelis didelis didelis didelis didelis
[17] didelis didelis didelis didelis
Levels: nmmzas < didelis
> sumar y(di dumaso)
mazas didelis

10 10
> attributes(di dunaso)
$l evel s
[1] "nazas" "didelis"
$cl ass

[1] "ordered" "factor"

3.1.7. Sarasai

SaraSas (list) yra pagrindinis R objektas, jis naudojamas, kai reikia apjungti skirtingos
prigimties® objektus { viena nauja objekta. Pazymésime, kad daugumos R funkcijy
reik§mé yra biitent sara$as. Stai buidingas pavyzdys. Aisku, kad kai na (Zr. matrica
Past as) priklauso nuo kintamojo at st umas. Kadangi, did¢jant atstumui, kaina
turéty didéti, galima tikeétis tokios (regresinés) priklausomybés:

kaina = a +b [@tstumas + paklaida .

Nezinomus (regresijos) koeficientus a ir b, remdamasi matricos Past as duomeni-
mis, skai¢iuoja R funkcija | m

> kaina.lin <- | mkai na~at st unmas)

> node( kai na. lin)

[1] "list" # Funkcijos 1lm reik$mé, t.y., sukurtas objektas kaina.lin,
# yra sarasas

> names(kaina.lin) # Sis saraSas turi daug komponenciuy:

[1] "coefficients” "residuals” "effects” "rank"
[6] "fitted.val ues" "assign" "qr" "df.residual”
[9] "xlevels" "call" "terms" "nmodel "

> kai na.lin$coeff # Koeficientuy komponenté

(I'ntercept) at st umas

-0.87284907 0.04454789

® Viena komponenté gali biiti skaitinis, o kita — simbolinis vektorius, tre¢ia — matrica, ketvirta — kitas
sgrasas ir t.t.
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Taigi, koeficientas a=-0,873, o b=0,045.

kaina

50 100 150 200 250

atstumas

3.1 pav. Kintamyjy at st unmas ir kai na sklaidos diagrama
bei regresijos tiesé kai na=- 0, 873+0, 045at st unas

SaraSai naturaliai atsiranda, sudarant kai kurias anketas:

anketa <- |ist(pavarde="Jonaitis Jonas”, issilavinims="nagistras”,
vai kai =2, vai ku. anzi us=c(7,5))

Matome, kad saraso komponentés gali buti ir skirtingos prigimties ir skirtingo ilgio.
Norédami i sarasa itraukti kelias pavardes, elgsimés taip:

pavarde <- c("Jonaitis Jonas","Petraitis Antanas") # Sinb. vektorius

i ssilavinims <- c("magistras","vidurinis") # Sinb. vektorius
vai kai <- c(2,3) # Skait. vektorius
vai ku. anezius <- list(vaiku. aneiusl=c(7,5), vaiku. anzi us2=c(14, 12,5))
#Sar aSas

anketa <- |ist(pavarde=pavarde, issilavininmas=issilavininms, vaika
=vai kai , vai ku. anzi us=vai ku. anzi us) #SaraSas

> anketa

$pavar de

[1] "Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas”

$i ssi |l avi ni mas
[1] "magistras" "vidurinis"

$vai kai
[1] 2 3

$vai ku. anzi us
$vai ku. anei us$vai ku. anzi usl
[1] 7 5

$vai ku. anei us$vai ku. anei us2
[1] 14 12 5

Saraso pirmoji komponenté pasiekiamos su

> anketa[[1]]
[1] "Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas
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(plg. anket a[ 1] — tai sarasas su viena komponente) arba nurodant jos varda (re-
zultata pateiksime kaip simboling matrica)

> chi nd(anket a$pavar de)

[.1]
[1,] "Jonaitis Jonas"
[2,] "Petraitis Antanas"”

Funkcija unl i st pavercia sarasa vektoriumi:

> unli st (anket a)

pavar del pavar de2 i ssilavinimsl
"Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas" "magi stras"
i ssilavini nas2 vai kai 1 vai kai 2
"vidurinis" "2 "3
vai k. anzi us. vai k. anzi us1 vai k. anzi us. vai k. anzi us2 vai k. anzi us. vai k. anzi us1l
" " 5" "14"
vai k. anzi us. vai k. anzi us2 vai k. anzi us. vai k. anzi us3
"2t "5"

Saraso komponenciy vardus galima praleisti:

> unl i st (anket a, use. names=F)

[1] "Jonaitis Jonas" "Petraitis Antanas" "mmgi stras" "vidurinis"
[5] "2" "3 T " 5"
[9] "14" won " g

Kelis sarasus galima apjungti i vieng su paprasta apjungimo funkcija C:
list.AB <- c(list.Alist.B)
Daugiau apie sarasus galima pasiskaityti [V&R, p.18], [Intro, p.27] arba [Ma, p.23].

3.2. Duomeny importas ir eksportas

Daznai tenka apdoroti duomenis, kurie pateikti ne R formatu (pvz., Excel, SAS, SPSS
ar dar kitokiu formatu). R turi paketa foreign, kuris gali dauguma $iy duomeny impor-
tuoti (perskaityti). Lengviausia importuoti tekstinius failus’, kuriuos galima nuskaityti
su base paketo funkcijomis scan arba r ead. t abl e . Stai keli pavyzdziai.

Tarkime, kad tekstiniame faile i nport 1. t xt yra jraSytas vektorius 1 2 3 4. Perkel-
kite §i faila { R darbing direktorija (priminsime: ja galima suzinoti su get wd( ) ) ir
komandiniame lange surinkite

> X <- scan(file="inmportl.txt")
Read 4 itens

> X

[1] 1 2 3 4

Skaitinius vektorius galima importuoti ir taip: surinkite

> x <- scan()

’” Dauguma programiniy produkty gali eksportuoti savo duomeninius objektus i ASCII (kitaip sakant,
tekstin{) formata.
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ir, spragteléje Enter, atidarykite i mpor t . t Xt , pasizymékite ji visa ir su Copy + Paste
perkelkite 1 R konsole. Du kartus spragteléje Enter, turésite R vektoriy X.

Jei Sio vektoriaus koordinatés buity viena nuo kitos atskirtos kableliu, tai rinktume
X <- scan(file="inportl.txt",sep=",")

Tarkime, failas i nmport 2.t xt yra matricos pavidalo (pirmoje eilutéje yra kinta-
muyjy vardai):

wage | nwage educ exper | nexper | neduc nmal e
313.8528  5.748924 1 23 3.178054 0 1
194. 378 5. 269804 1 15 2.772589 0 0
426.1364  6.05476 1 31 3. 465736 0 1
284.0909 5.649294 1 32 3. 496508 0 1

Ji importuoti galime taip®:

> X <- read.table(file="inport2.txt", header=T)

> X

wage | nwage educ exper | nexper | neduc nale
1 313.8528 5.748924 1 23 3.178054 0 1
2 194.3780 5.269804 1 15 2.772589 0 0
3 426. 1364 6.054760 1 31 3.465736 0 1
4 284.0909 5.649294 1 32 3.496508 0 1
> node( x)
[1] "list"

> cl ass(x)
[1] "data.frane"

IS tikryjy, failas import2.txt yra kompaktiniame diske R1 esancio failo Data\Verbeek\
bwages.dat pirmos keturios eilutés. Norédami importuoti visa $i faila (jame stulpeliai
vardy neturi, todél juos sukursime), elgsimeés taip :

bwages <- read.table(fil e="E:/Datal/Verbeek/bwages. dat", col.nanmes=

c("wage", "l nwage", "educ", "exper", "Il nexper", "l neduc", "mal e"))
> bwages[1:4,]
wage | nwage educ exper | nexper | neduc nale
1 313.8528 5.748924 1 23 3.178054 0 1
2 194.3780 5.269804 1 15 2.772589 0 0
3 426. 1364 6.054760 1 31 3.465736 0 1
4 284.0909 5.649294 1 32 3.496508 0 1
> di m( bwages)
[1] 1472 7

Failas bwages.dat yra patalpintas internete, zr. http:/www.econ.kuleuven.ac.be/ |
Jame yra 1472 Belgijos Seimuy stebéjimuy rezultatai. Kintamieji ¢ia tokie:

wage — neapmokestintos Seimos nario valandinés pajamos (Belgijos frankais)
Inwage = log(wage)
educ — iSsilavinimo lygis (1 — Zemas,..., 5 - aukstas)

¥ Jei tikslaus reikalingo failo adreso neprisimenate, patogu naudoti komanda x <- read.tabl e
(file.choose(), header =TRUE)

? Nurodant tiksly failo adresa, reikia naudoti arba Linux’o/Unix’o stiliaus kelio nuoroda su separato-
riumi "/" arba Windows’iniu separatoriumi "\\" (nepamirskite tikslaus adreso apsupti kabutémis).
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exper — profesinis patyrimas (metais)
Inexper = log(1+exper)

Ineduc = log(educ)

male — 1 (jei vyras) ir 0 (jei moteris)

Zinant rinkinio internetinj adresa, faila bwages.dat galima nuskaityti ir taip:
read.table(file=url (“http://ww. econ. kul euven. ac. be/ GVE/ bwages. dat "))

R duomeninius failus galima eksportuoti 1 dauguma populiariy formaty. Pvz., pirma-
sias desimt R duomeny rinkinio bwages eilutes galima eksportuoti { darbing direkto-
rija ASCII formatu taip (sukurtasis failas vadinsis bwages.txt):

write.tabl e(bwages[1:10,],fil e="bwages.txt", row. nanes=F, col . names=F)
arba tiesiog
write.tabl e(bwages[1l:10,],fil e="bwages.txt")

(pastaruoju atveju eilutés bus sunumeruotos, o stulpeliai turés vardus).

Taigi duomeny sistemas eksportuojame su write.tabl e, o importuojame su
read. t abl e. Norint eksportuoti vektoriy, matrica arba masyva, galima pasirinkti
funkcija wr i t e. Stai pavyzdys:
> mm<- matrix(1l: 20, nrow=2)
> mm
(.1 [.2] [.3] [.4] [.5] [.6] [.7]1 [.8] [.9] [,10]
v ] 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

[1
[2,] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
>wite(t(my,"mmtxt", ncol=10) # Matrica mm reikia transponuoti

Nuvairavg | darbing direktorija, joje rasime ASCII faila mm.txt:

5 9 11 13 15 17 19
6 1

13 7
2 4 8 10 12 14 16 18 20
Beje, isitikinti tuo, kad Sis failas buvo sékmingai sukurtas, galime ir su

> file.exists("mmtxt") # Sios funkcijos reik3mé - loginis TRUE
[1] TRUE

Jau zinome, kad importuoti ji galima su, pvz.,
> matrix(scan("mmtxt"), byr ow=T, ncol =10)
Jei Sio failo nebereiks, ji galima iStrinti:

> file.remove("mmtxt")
[1] TRUE
> file.exists("nmmitxt")
[1] FALSE
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R objektus galime iSsaugoti ir binariniu pavidalu (to gali prireikti, jei juos norétume
perkelti i kita masing). Tai atliekame su funkcija save:

> save(mm file="mm Rdata") # Eksportuoj ane
> rm(nmm

> mm

Error: Object "nm' not found

> | oad("mm Rdata") # | nportuojanme

> mm

(.1 (.21 [,31 [.4] [,5] [.6] [.7]1 [.8] [.91 [,10]
[1,] 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
[2,] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Beje, Sitaip galima transportuoti ir kitus R objektus, pvz., funkcijas.
> save(nm nean. mano, fi |l e=" new. Rdat a”)

Daugiau apie importa ir eksporta galima rasti [Pa, sk. 3.2, 3.3].

3.3. (Pseudo)atsitiktiniy skaiciy generavimas

Realiis steb¢jimy rezultatai retai elgiasi “taip kaip reikia” (pvz., dauguma statistikos
modeliy reikalauja, kad stebéjimai turéty Gauso skirstini, o tuo tarpu matavimo re-
zultaty histograma nelabai panasi | varpo pavidalo kreiveg). Norint geriau suprasti sta-
tistikos metodus, daznai tikslinga nagrinéti “dirbtinius” duomeninius objektus. R
moka generuoti (beveik (=pseudo)) atsitiktinius skaicius, kuriy histogramos, p
reikSmés, modeliy paklaidos ir t.t. jau elgiasi “teisingai”.

Atsitiktinius skai¢ius generuojancios funkcijos yra pavidalo r +{beta, bi nom
norm unif, .}.Staijusarasas (zr. [Pa, 15 p.]):

law function

Gaussian (nommal) roormin, mean=0, ad=1)
exponential rexpin, rate=1)

gamma rgamma (n, shaps, acale=1]
Polsson rpoisin, lambdal

Wethull rweibull (n, shape, scale=1]
Cauchy rocauchy in, location=0, scale=1)
beta rbetain, shapel, shape=Zl
‘Btudent” (1) rbin, df)

Fisher—Snedecor (F) rfin, dfl, 4fz)

Pearsan ':.-l'f:] rchiegin, df)

bincmmial rbinomin, size, praob)

geometric rgeomi{n, probl

hyperzeametric rhyper (on, m, n, k)

logistic rlogis(n, location=0, scale=l)
lognormal rlnormin, meanlog=0, adlog=1]
negative binomial robinomin, size, probl

uniform runifin, min=0, max=1]

Wilcoxon's statistics rwilcoxinn, m, n),rsignrank(nn, n)
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Pradékime nuo atsitiktiniy skaiciy, turin¢iy Puasono skirstinj, generavimo.

?r poi s

rpoi s( 20, 3)

[1] 242322015204332322 42 -generuojame seka dvideSim-
ties atsitiktiniy skaiciy, turin¢iy Puasono skirstinj su vidurkiu 3;

rpoi s( 20, 3)
[1] 4 35153330351365310 4 2-Ssie atsitiktiniai skaiiai yra
pirmosios sekos tesinys, todél jie kitokie;

sort (rpois(20,3))
[1] 001 2222222222334 456 6- trefia puasoniniy dydziy por-
cija, suriiSiuota didéjimo tvarka.

Panagrinékima dar viena pavyzdi. Tarkime, kad 10 karty Sauname i taikini, o patai-
kymo tikimyb¢ yra 0,3. Aisku, kad sékmingy Siiviuy skaiCius yra atsitiktinis dydis,
turintis binominj skirstini su parametrais 10 ir 0,3 (jo vidurkis lygus
n[p =10[0,3 =3). Imituoti tokius eksperimentus galime su funkcija r bi nom (jos

Zemiau esantis variantas pateikia sékmiy skaiciy kiekviename i§ 200 isivaizduojamy
[ 193]

eksperimenty):
o _|
o Illll\“\“\|||II|IIIIIIl..
0 1 2 3 4 5 6 7 8
> nean(rhb)

[1] 2.955 3.2 pav. Grafike matyti, keli eksperimentai bai-
> tabl e(rb) geési 0, 1, ... ar 10-Cia sékmiy
rb
0 1 2 3 4 5 6
9 24 51 53 32 16 10
> barplot(table(rb))

> rb <- rbinon(200, 10, 0. 3)
>rb
[1]
[17]
[33]
[ 49]
[65]
[81]
[97]
[113]
[129]
[ 145]
[161]
[177]

30 40
1

20
1

CUINRARWRWNOR WUIO
FNNWRNAORMWANND®W
WWWWRNNWWERNWR
FNNMNNAROWWWNWND®W
ANWOWNOOR DMNOUIO
PRPNUIOWORNRPRPWORO
CWW~NWNNNOOTNON
WRWWNDRWWDADNND
ARWUORNEN®WND
NWOUINFNNNOR A
NUWRWNDNWWN O
NRANWWWOORNMW
AR UVWNRPRANOWWER
RWUONWRNWER O AN
WNNNANNN WO A
WONWRFRWAWNONPR

N~

Panasy grafika galime gauti (pabandykite) ir su

pl ot (table(rb), type = "h", col = "red", |wd=10,
mai n="r bi non( 200, 10,0.3)")

Nors teoriSkai sékmiy gali biiti nuo 0 iki 10, ta¢iau matome, kad atlikus 200 eksperi-
menty nei karto nepataikéme 9 karty. To priezastis yra aiSki — 9 kartus pataikyti
“turéjome” 0,0276 kartus, todél nieko nuostabaus, kad tokio {vykio nestebéjome:

> 200*dbi nom( 9, 10, 0. 3)
[1] 0.0275562

Beje,
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> 200*dbi nom( 3, 10, 0. 3)
[1] 53.36559

kas labai arti stebétyju 53 karty. Apskritai, tikimybiy ir santykiniy dazniy artuma
galime pavaizduoti lentele

> round(rbind(tabl e(rb)/200, dbi nom0: 8, 10, 0. 3)), 4)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
[1,] 0.0450 0.1200 0.2550 0.2650 0.1600 0.0800 0.0500 0.010 0.0150
[2,] 0.0282 0.1211 0.2335 0.2668 0.2001 0.1029 0.0368 0.009 0.0014

arba grafiskai

pl ot (0: 10, dbi non{0: 10, 10, 0. 3))
lines(as.integer(nanmes(table(rb))),table(rb)/200,type="h")

%)
o )
o o g
= N o
o o
.F! |
g 3
. —] o
E s
£
5 _
T O T T
o _| ¢ ) ) o
o T T T T T T
0 2 4 6 8 10
0:10

3.3 pav. Tikimybiy (rutuliukai)
ir santykiniy dazniy (stacios atkarpos) grafikas

Jei diskrec¢iyju atsitiktiniy dydziy daznius bréziame su bar pl ot komanda (arba
pl ot su opcija “h”), tai tolydziuoju atveju tam naudojame empirinj tankio atitikmenj
— histograma. Palyginkime du éminius, kuriy vienas yra tolygusis su parametrais -1 ir
1, o kitas - normalusis (Gauso) su parametrais 0 ir sqrt(3)/3 (abiejy éminiy vidurkiai ir
dispersijos sutampa, ar ne?):

par (nfrow=c(1, 2)) # Grafiniame lange bus du vienoje eilutéje
# esantys pol angi ai
hist(runif(10,-1,1)) # Generuojame 10 tolygiuju atsitiktiniy

# skaiciy ir bréZiame juy histogramg

hi st (rnorm(10,0,sqrt(3)/3))

Matome, kad tuomet, kai imtys nedidelés, netgi skirtingy a.d. histogramos gali buti
labai panasios (dvi paskutines eilutes pakartokite kelis kartus)
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Histogram of runif(10, -1, 1) Histogram of rnorm(10, 0, sqrt(3)/3)

o
< 4 0
2 7] 3 o |
c c o
S s
g N o ]
o 2 o
L L i
- —
o
o - ;]
I T T T 1 © I T T T T T T 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.5 -0.5 0.5 1.5
runif(10, -1, 1) rnorm(10, O, sqrt(3)/3)

3.4 pav. 10 -ties tolygiujy (kairéje) ir 10 - ties normaliyjy (desinéje)
atsitiktiniy skaiciy histogramos

Kai éminio dydis auga, histograma artéja prie tankio: kelis kartus pabandykite

hi st (runi f(100,-1,1)) # Didéjant imties dydziui, skirtumai
hi st (rnorn( 100, 0,sqrt(3)/3)) # tarp histogramuy ryskéja

o dabar pabandykite

hi st (runi f (1000, -1, 1), freq=F)

X <- seq(-1,1,I|ength=100)
lines(x,dunif(x,-1,1),1ty=2)

hi st (rnorn( 1000, 0,sqrt(3)/3), freq=F)
xx <- seq(-3,3,1ength=100)

i nes(xx, dnorn(xx, 0,sqrt(3)/3),1ty=2)

Histogram of runif(1000, -1, 1) Histogram of rnorm(1000, 0, sqrt(3)/3)
s S T
5 3 2 3
o o /
o o | -
S | | | | S | | | | |
-10 05 00 05 1.0 2 -1 0 1 2
runif(1000, -1, 1) rnorm(1000, 0, sqrt(3)/3)

3.5 pav. 1000 tolygiyju (kairéje) ir 1000 normaliyjy (deSinéje)
skaiciy histogramos ir atitinkami tankiai

3.1 pvz. ApraSysime kaip, taikant vadinamaji Monte-Carlo metoda, galima apskaici-
uoti skaiciy 77. Generuokime seka dvimaciy atsitiktiniy vektoriy a,,q,,...,a ,, turin¢iy
tolygy skirstini kvadrate K su virS§tinémis taSkuose (—1,-1), (1,-1), (1,1) ir (-11)
(viena toki vektoriy generuosime su runif(2,-1,1)). Zinome, kad tolygiojo
skirstinio atveju tikimybé, kad taSkas paklius i kvadrato “gera” poaibi A yra
lygi P(A) =1(A)/I(K) =1(A)/4 (¢ia I(A) yra aibés A Lebego matas, t.y. tiesiog plo-
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tas). Kitais zodziais, tikimybé¢ P(S) pakliiti | vienetinj skrituli S lygi 71/4. Monte
Carlo metodas tvirtina, kad tuomet, kai bandymy skaicius n didelis, pvakliuvusiq 1A
tasky skaiciaus santykinis daznis mazdaug lygus P(S), ty., /4 . Stai programa,
kuri leidzia apytiksliai apskai¢iuoti 7T:

xx < ¢(-1,1,1,-1,-1)

yy <- ¢(-1,-1,1,1,-1)

pl ot (xx, yy, type="1") # Bréziame kvadrata K

X <- cos(seq(0, 2*pi, | ength=100))

y <- sin(seq(0, 2*pi,length=100)) # Apskritimo lygtis polinése koord.
pol ygon(x, y, col =3) # Nuspalvinsime skrituli

poi nts(runi f(500,-1,1),

runi f (500, -1, 1), pch="*")

3.6 pav. [ kvadrata K “metéme” 500 tasky
XXX <- runif(100000,-1,1)
yyy <- runif(100000,-1,1) # I kvadrata K “metame” 100000 tasky
s <- nuneric(500)
print(s) # Vektorius 18 500 nuliy
for(i in 1:500) {s[i] <-
4*sum(i f el se(xxx[ 1: (200*i)]*2+yyy[1: (200*i)]"2<=1,1,0))/(200%*i)}
# Ciklas: kam lygus santykinis daZnis, jei Ji
# skaiciuotume pagal pirmuosius 200*i tasSkus
print(s) # Santykiniu dazniu (padauginty i8 4) vektori us
pl ot (1: 500, s, type="1")
i nes(1:500, rep(pi, 500))
s[ 500] # T ivertis pagal 100000 eksperimenty
[1] 3.14088

s
3.0683.083.1G3.13.14

o 100 200 300 400 500

1:500

3.7 pav. Santykinio daznio s elgesys (n=200%*i, i=1,500)
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Skai¢iavimas trunka gana ilgai, o tikslumas nelabai didelis, todél geriau 77 skaiiuoti-
kitokiais metodais'® (zinoma, jei skaiCiuotume tik viena S reikSmg, atitinkancia
100000 eksperimenty, tai skaiciavimai trukty zymiai trumpiau). Antra vertus, tai mi-
sy pirma tokia ilga programa. Tokias programas geriau rasyti ne komandiniame lange.
Elgsimés taip. Komandiniame lange pradékime rasyti (beargumenteg) funkcija py:

py <- function(){}

Toliau ja raSysime kokio nors redaktoriaus lange (standartinis Windows’inio R re-
daktorius yra Notepad’as): surinkite

py <- edit(py)

Notepad’o lange perrasysime (kiek pakeite) anksCiau parasSytas eilutes. Galutinis
funkcijos tekstas yra toks:

function(){

# funkcija py (Monte Carl o metodas)

opar <- par(nfrow=c(1,2)) # Bus du pol angi ai

on. exit (par(opar)) # Programai baigus darba, polangiy
# bus tiek, kiek anksciau

XX <- ¢(-1,1,1,-1,-1)

yy <- ¢(-1,-1,1,1,-1)

pl ot (xx,yy,type="1") # Bréziame kvadrata K

X <- cos(seq(0, 2*pi, | engt h=100))

y <- sin(seq(0,2*pi, | ength=100)) # Apskritimo lygtis polinése koordinatése

pol ygon(x, y, col =3) # Nuspalvinsime skrituli

poi nts(runif (500, -1, 1), runi f (500, -1, 1), pch="*")

XXX <- runif (100000, -1, 1)

yyy <- runif (100000, -1, 1) # I kvadrata K "metame" 100000 taskuy

s <- nureric(50)

for(i in 1:50) {s[i] <-

4*sun(i f el se(xxx[ 1: (2000*i )] ~2+yyy[ 1: (2000*i )] ~2<=1, 1, 0))/ (2000*i)

cat("ciklo zingsnis=",i,"\n")} # Ciklas: kam lygus santykinis dazZnis, jei

# ji skaicdiuotume pagal pirmuosius 2000*i
# tasSkus,i=1:50

pl ot (1: 50, s, type="1")

lines(1:50,rep(pi,50))

s[ 50] # Ivertis pagal 100000 eksperimenty

} # rezul tatus

Uzdarykite Notepad’o langa (i klausima Do you want to save the changes? atsakykite
Yes) ir surinke

py()

po kiek laiko pamatysite komputavimo rezultata.

1 Visus skai¢iavimus R atlieka dvigubu tikslumu:
> pi
[1] 3.141592653589793

arba
> options(digits=16) # Standartiné reik3mé yra digits=7

> 4*atan(1) # atan (angl.) = arktangentas
[1] 3.141592653589793
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3.4. Apie R funkcijas ir sour ce komandg

Jau zinome, kad R programas galima rasyti kelias buidais. Pavyzdziui, tokia dviejy
eiluciy programa galima rasyti i§ karto konsol¢je
> x <- 1:10

> X
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

Sia procediira galima apiforminti kaip funkcija:

> seka <- function(){x <- 1:10;x}
> seka()
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

arba, surinkus

seka <- function(){}
seka <- edit(seka)

baigti redaguoti atsidariusiame Notepad’o lange

function(){

X <- 1:10
X

}

> seka()

[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

Yra dar viena galimybé, kuri sudétingesnéms funkcijoms daznai biina patogi. Darbi-
niame kataloge atidarykime“ nauja tekstini faila seka.txt (arba, dar geriau, seka.R).
Jame parasykite dvi eilutes

x <- 1:10
print(x) # Ne x , bet batent print(x)!

ir jo neuzdarg (bet iSsaugoj¢ su File|Save) R konsolés meniu eilutéje pasirinkite Fi-
le|Source R code... ir, nuvairave i darbinj kataloga, spragtelékite ant seka.R:

> source("C:./Program Fi |l es/ R/ LabDar bai / seka. R")
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910

Jei sour ce eilute pakeistuméte {
> source("C:./Program Fi |l es/ R/ LabDar bai / seka. R', echo=T)

tai matytuméte dar ir savo programos teksta:

> x <- 1:10
> print(x)
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

" Tai gali biiti Notepad’o arba, pvz., Word’o failas. Labai patogu redaguoti su WinEdtu (surinkite
> |ibrary(RWnEdt)).
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Teksta seka.R faile dabar galima papildyti ar redaguoti, o pakeitimus i§saugojus su
File|Save vél galima kreiptis 1 Sour ce procediira. Pazymésime, kad Sitaip patogu at-
likti visus laboratorinius darbus, tekstinius failus *.R patogu parsinesti namo ir atgal.

3.5. Programavimo pavyzdziai

3.2 pvz. R “nemeégsta” cikly, tiksliau kalbant, kai duomeny rinkiniai dideli, vektorinés
aritmetikos funkcijos pagreitina R programy darba. Stai kelios appl y grupés funk-
cijos:

appl y(X, MARA N, FUN,...) # X yra nmasyvas (arba matri ca)

Jei MARG N=1, tai funkcijos FUN argumentas bus kiekviena masyvo (pvz., matricos)
Xeiluteé, jei MARA N=2 — stulpelis ir t.t.

I appl y(X, FUN, .. .) # X yra sarasas (arba vektorius)
sappl y(X, FUN, ..., sinplify=TRUE, USE. NAMES=TRUE) # Bevei k tas pat

Taikant funkcija | appl y (=l ist appl y) arba jos labiau “user-friendly” varianta
sappl y, funkcijos FUN argumentas yra kiekvienas saraso X elementas (jei sarasas X
yra duomeny sistema, tai $io sarasSo elementai bus stulpeliai, o jei X yra vektorius, tai
tiesiog kiekvienas jo elementas).

tappl y( X, | NDEX, FUN=NULL, ..., sinplify=TRUE) # X paprastai vektorius,
# o INDEX - faktorius

(jei, pvz., X yra zmogaus svoris, | NDEX — jo lytis, o FUN=mean , tai t appl y ap-
skaiciuos atskirai vyry ir motery svoriy vidurkius). Smulkiau apie kiekviena funkcija
galima suzinoti su, pvz., ?appl y ir pan. Cia pateiksime kelis jy taikymo pavyzdzius.

set.seed(1)

al <- rpois(10,11)

a2 <- rpois(10,12)

a3 <- rpois(10,13)

a4 <- rpois(10,14)

am <- cbind(al, a2, a3, a4)
# amyra dvimatis masyvas (t.y., 10x4 natrica)
am

al a2 a3 a4

7 16 12 16

9 15 10 23

511 22 13

14 16 11 13

9 12 13 11

10 11 12 14

11 11 9 17

9 14 12 12

12 17 11 15

17 7 13 11

SCLwoo~NoUuh,~,wWNE
S S S

A 1 ———————

—

> apply(am 1, mrean) # Skai ¢iuosime matricos eiluciy vidurkius
[1] 12.75 14.25 12.75 13.50 11.25 11.75 12.00 11.75 13.75 12.00
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Beje, jei funkcijoje apply funkcija FUN yra sum arba nmean, o masyvas X yra
labai didelis (megabaity ar net gigabaity eilés), tuomet tikslinga naudotis funkcijomis
rowSuns, col Suns, rowMeans ar col Means (esminé $iy funkcijy kodo da-
lis paraSyta C kalba, kuri skaiCiuoja zymiai grei¢iau, nei R):

> rowMeans(an)
[1] 12.75 14.25 12.75 13.50 11.25 11.75 12.00 11.75 13.75 12.00

Matricos am stulpeliy vidurkius galima suskaiciuoti taip:

> apply(am 2, mrean) # Skaic¢iuosime matricos stulpeliy vidurkius
al a2 a3 a4
10.3 13.0 12.5 14.5

> | appl y(am nmean) # Funkcija lapply ¢ia netinka - ji matrica am
[[1]] # interpretuoja kaip masyva ir skaic¢iuoja

[1] 7 # kiekvienos jos komponentés (susidedancios i§

# vienintelio elemento) vidurki

[[2]]

[1] 9

[[3]]

[1] 5

Funkcija | appl y ¢ia netinka, kadangi ji taikoma ne matricoms, bet sarasams (pvz.,
duomeny sistemoms):

> adf <- data.frane(al, a2, a3, a4)

> | appl y(adf, mean) # Skai ¢iuoja kiekvieno duomeny sistemos elemento
$al # (t.y., stulpelio) vidurki

[1] 10.3

$a2

[1] 13

$a3

[1] 12.5

$a4

[1] 14.5

Toki patj rezultata gauname ir su'?
> sappl y(adf, mean)

al a2 a3 a4
10.3 13.0 12.5 14.5

Su funkcija t appl y galime apskaiciuoti, tarkime, pirmojo stulpelio vidurkj kiekvie-
noje grupg¢je, kuria nusako antrasis stulpelis:

> rbind(al, a2)
(1] [.2] [.3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8] [.9] [,10]
9 5 9 9

al 7 14 10 11 12 17
a2 16 15 11 16 12 11 11 14 17 7
> tappl y(al, a2, nean)
7 11 12 14 15 16 17

17. 000000 8.666667 9.000000 9.000000 9.000000 10.500000 12.000000

12 Pirmy deSimties skaitmeny kvadraty vektoriy galima apskaiciuoti paprastai: sq <- (0:9)"2,
bet galima ir “sudétingai”: sq <- sapply(0:9, function(x)x”2) arbanetsq <- sapply
(0:9,"~" y=2)

3-25



(grupéje su numeriu 11 yra trys jrasai: 5, 10 ir 11; juy vidurkis 8,666667).

Pateiksime dar vieng funkcijy appl y ir sappl y taikymo pavyzdi — i§ matricos am
pasalinkite stulpelius, kuriy vidurkis mazesnis uz 13. Sitai, aiSku, galime atlikti ran-
komis

> anf,-c(1,3)]
a2 a4
16 16
15 23
11 13
16 13
12 11
11 14
11 17
14 12
17 15
7 11

= ————— — — —
S S S

—

taCiau, jei stulpeliy daug, toki darba geriau automatizuoti:

> mam <- apply(am 2, nean)
> m ankl3
al a2 a3 a4
TRUE FALSE TRUE FALSE
> anf, m ank13]
al a3
7 12
9 10
5 22
14 11
9 13
10 12
11 9
9 12
12 11
17 13

= —————— — —
CLWo~NoUu,~,WwWNE
O S P R

—

Antra vertus, jei duomenys apiforminti kaip duomeny sistema, naudosime funkcija
| appl y:

> madf <- |apply(adf, nean)
> adf [ m adf <13]
al a3

1 7 12
2 9 10
3 5 22
4 14 11
5 9 13
6 10 12
7 11 9
8 9 12
9 12 11
10 17 13

Dar vienas pavyzdys. Sudarysime saraSa ali st, kurio 1-sis elementas

aLi st[[1]] nurodys matricos am 1-osios eilutés nariy lygiuy 11-kai numerius, 2-
asis elementas aLi St [ [ 2] ] nurodys matricos am2-osios eilutés nariy lygiu 11-kai
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numerius ir t.t. (aiSku, kad aLi st turi buti saraSas, kadangi 11-tuky skaicius kiekvie-
noje eilutéje gali skirtis).

aList <- apply(am 1, function(x) which(x == 11))
> alist[1:3]
[[1]]

nunmeri c(0) # Pirmoje eilutéje 1ll-tuky néra

([211

nurmeri c(0) # Antroje eilutéje 1ll-tukuy néra
[[3]]

a2 # Trecioje eilutéje 11 yra antroje pozicijoje
2

Jei reikia, aLi st galima apiforminti kaip 10 atskiry skaitiniy vektoriu Al,..., A10:

for(i in 1:10) assign(paste("A", i, sep=""), aList[[i]])
> A3

a2

2

Dar vienas pavyzdys. Duomeny sistemoje

dd <- data.frane(a=c(1,2,NA 4), b=c(NA, 2, 3,4))

> dd
a b
1 1 NA
2 2 2
3 NA 3
4 4 4

yra trikkstamy reikSmiy NA. Norint pakeisti jas 0, galima elgtis keliais btidais.

\

dd2 <- apply(dd, 2,function(x) replace(x, is.na(x), 0))
dd2

\

A WNPE
AODNPFD
A WNODT

> cl ass(dd2)

NULL # dd2 yra matrica

> dd3 <- data.frame(apply(dd, 2,function(x) replace(x, is.na(x), 0)))
> cl ass(dd3)

[1] "data.frame" # Jei reikétuy duomenuy sistemos

Funkcijos appl y reikSmé yra matrica. Masy uzduoti galima atlikti ir su | appl y
funkcija, taciau jos reikSmé bus jau sarasas:

I appl y(dd, function(x) replace(x, is.na(x), 0))
$a
[1] 1 20 4

$b
[1] 02 3 4
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Jei reikéty, su
dat a. franme(l appl y(dd, function(x) replace(x, is.na(x), 0)))

jinesunku paversti duomeny sistema. Ne toki akivaizdy, bet trumpa sprendima galima
gauti ir su

dd2 <- dd

dd2[] <- lapply(dd2, function(x) replace(x, is.na(x), 0))
dd2

3.1 UZDUOTIS. I§ matricos am(duomeny sistemos adf ) pasalinkite tuos stulpelius
(variantas: eilutes), kuriy maksimalus narys didesnis uz 18.

3.2 UZDUOTIS. [§ matricos ampasalinkite ta stulpeli (eilute), kuriame yra didZiau-
sias visos matricos elementas' .

3.3 pvz. Kintamasis gr (nuo grup¢) nurodo grupés numeri (1 arba 2), o a yra skaiti-
nis vektorius, pvz.,

> cbind(gr, a)

g

LoNon,ruNE
Lol Ll
NNMNNNNR R R RS
'_\
NOUWOUNY

[
o

Apskaic¢iuosime kiekvienos grupés dviejy didziausiy a elementy vidurki (1-je gru-
péje tai (5+9)/2=7, o 2-je — (15+11)/2=13) (atkreipkite démesi, kad nei viena Zemiau
pasiiilyta funkcija nenaudoja ciklo).

#1
tapply(a, gr, function(x) mean(rev(sort(x))[1:2]))
1 2

7 13

#2
sapply(split(a, gr), function(x)nean(rev(sort(x))[1:2]))

Jei kurioje nors grupéje yra maziau kaip du jrasai, 1:2 reikia pakeisti i
seq(m n(2,l ength(x))) (funkcija tuomet skaiiuos visu Sios grupés a ele-
menty vidurki).

#3
listofdata <- split(a,gr)
| appl y(listofdata, FUN=function(x)return(nean(rev(sort(x))[1:2])))

B whi ch(ame=nax(am, arr. i nd=TRUE)
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arba 18§ karto
[ apply(split(a,gr), FUN=function(x)return(mean(rev(sort(x))[1:2])))

#4

foo <- function(x, n=2){
X.sorted <- rev(sort(x))
nean(x.sorted[1:n])}

tappl y(a, gr, FUN=fo00)

#5

gr <- rep(1:2,c(4,5))

a <- c¢(2,5,9,3,15,9,7,10, 11)

asc <- tapply(a,gr,sort)

n <- tapply(a,gr, | ength)

N <- uni que(gr)

for(i in L:length(N)){ print(nean(asc[[i]][n[i]l:(n[i]-2)])) }

#6

tl <- data.frane(gr=rep(1l:2,c(4,5)),a=c(2,5,9,3,15,9,7,10,11))
tl <- ti[order(t1%$gr,t1%a),]

t2 <- table(t1$gr)

t3 < til[sort(c(outer(cumsumt2),0:1,"-"))),]

tappl y(t 3%a, t 3%gr, mean)

3.3 UZDUOTIS. Sukurkite ilgesnj gr varianta su trimis reiksmémis ir atitinkama a
vektoriy. Kiekvienoje grupéje apskaiciuokite keturiy maziausiy a elementy dispersija
(ja skaiciuoja funkcija var ).

3.4 pvz. Kartais vektoriaus elementas arba matricos eiluté netycia jraSomi kelis kar-
tus. Pasalinti pasikartojancius jrasus galima su dupl i cat ed arba uni que funkci-
jomis.

> X <- ¢(1:3,2:4)

> X

[1] 123 234

> duplicated(x) # Argunentas turi buati vektorius arba duomenuy sistema
[1] FALSE FALSE FALSE TRUE TRUE FALSE

> whi ch(dupl i cat ed(x)==T)

[1] 4 5 # Galima suzinoti pasikartojanciy elementuy numerius

> xu <- x[!duplicated(x)]

> Xu # Nesi kart oj antys el enent ai
[1] 1 2 3 4

Ta pati rezultata gautume su

> uni que( x)
[1] 1 2 3 4

3.4 UZDUOTIS. Sukurkite duomeny sistema (1S determinuoty ar atsitiktiniy skaiciuy),
kuri turéty tris stulpelius po 100000 elementy, jgyjanéiy reik§mes 1, 2, 3 ar 4'* (taigi

' Tam tinka funkcija sanpl e.
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i§ viso bus tik 4’=64 skirtingos eilutés (ar galite kelias pirmasias i$vardinti?)). I§-
rinkite nesikartojancias eilutes.

3.5 pvz. Jaunavedziai nusprendé¢, kad ju Seima “plésis” tol, kol gims pirmas stinus.
Antra vertus, jie sutar¢, kad bet kokiu atveju maksimalus vaiky skai¢ius Seimoje ne-
virSys skai¢iaus MAX. Funkcija ber nMC1 Monte Carlo metodu metodu jvertina ti-
kimybe, kad Seimoje bus 1, 2, ..., MAX vaiky (berniuko gimimo tikimybé lygi
0,515).

bernMC1 <- function( MAX){ o
#ber nMC °
s.nr <- nuneric(10000) < |
for(i in 1:10000){ °
s <- 1 2
while(runif(1l)> 0.515)s <- s+l
s.nr[i] <- mn(s, MAX)} ¥
tab.s.nr <- table(s.nr)
print(tab.s.nr/10000) 3 .
bar pl ot (tab. s. nr/10000)
mean(s. nr) = *#—
} 1 2 3 4 5
> ber nMC1(5) 3. 8 pav. Tikimybiy jverciai
s.nr
1 2 3 4 5

0.5134 0.2486 0.1171 0.0624 0.0585
[1] 1.904 # Vidutinis vai ku skaicius Seimoje

Funkcija whi | e yra salyginio ciklo funkcija (zr. ?”whi | €”). Pazymésime, kad
tikimybe, kad tokia “politika” besivadovaujancioje Seimoje bus k vaiky, nesunku ap-
skaiciuoti ir “teoriSkai”: jei MAX=5, tai Sios tikimybés atitinkamai lygios 0.5150,
0.2498, 0.1211, 0.0588 ir 0.0553 (jsitikinkite!).

3.5 UZDUOTIS. Paragykite funkcija ber nMC2 , kuri pateikty pana$y atsakyma tuo-
met, kai Seima nutarusi turéti du berniukus. Koks $iuo atveju vidutinis berniuky ir
mergaiciy skaicius Seimoje? Nuoroda. Jei MAX>2, p yra berniuko gimimo tikimybeg,
0 ( — mergaités, tai P(Seimoje yra k vaiku)=(k —1)p°’q*~, k=2,...,MAX-1. Kam lygi
tikimybe¢, kad Seima turés MAX vaiky? Kam lygi tikimybe, kad Seimoje bus MAX-2
mergaités?

3.6 UZDUOTIS. Matricoje ml kai kurios eilutés yra sudarytos i3 vienody skaigiu. a)
Sugalvokite, kaip galima generuoti tokia matrica, b) Sudarykite matrica N, kurioje
nebuty tokiy eilu¢iy. Nuoroda. ISmeskite eilutes, kuriy sd==0.

3.7 UZDUOTIS. Tarkime, vektoriaus X komponentés yra 1, 3, 5, 7 ir 9, o vektoriaus
y komponentés yra 11, 13, 5, 6 ir 2. Atspékite, koks bus Siy operacijy rezultatas?
1) x-1; 2) y*2; 3) length(x); 4) | ength(x+y); 5) sunm(x>=4); 6)
sum( X[ x>=4]) 7) sum(x>5| x<2) (zr. ?"|"); 8) y[4]; 9) y[-4]; 10)
y[x].
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3.8 UZDUOTIS. Stai autoriaus bute esan¢io dujy skaitiklio ménesiniai parodymai
(nuo 1997.12.20 iki 1999.01.20): 18000, 18350, 18650, 19000, 19100, 19222, 19350,
194000, 19550, 19810, 20100, 20500, 20850 (m’). 1) Iradykite $iuos skaiGius { R
duomeny rinkini gas; 2) Apskaiciuokite kiekvieno ménesiy dujy sunaudojima (galite
pasinaudoti funkcija di f f; $i vektoriuy pavadinkite duj 0S); 3) raskite maksimaly
ir minimaly sunaudoty dujy per ménesi kieki (funkcijos max ir m n arba r ange); 4)
kokiais ménesiais tai buvo (funkcijos whi ch. max ir whi ch. m n)? ; 5) sukurkite
duomeny sistema Duj 0sS, kurios pirmas stulpelis blity ménesio vardas, o antras —
vektorius duj 0s (arba suteikite vardus vektoriaus duj 0S komponentéms); 6) kuriais
ménesiais dujy sunaudojimas vir§ijo 150 m’?; 7) kiek buvo tokiy ménesiy? 8) isbréz-
kite ménesinio duju sunaudojimo grafika (funkcija pl ot (.., type="17")); 9)
mety pradzioje dujy kaina buvo 0,45 Lt/m’, o nuo rugpji¢io mén. — 0.59 Lt/m’; su-
kurkite duomeny sistema Duj 0s. nok, kurios pirmi du stulpeliai bty Duj 0s, o tre-
¢ias — ménesinis mokestis uz dujas; 10) iSbrézkite mokamos sumos grafika.

3.9 UZDUOTIS. Atlikite tokia pat savo buto mokes¢iy analize (jei reikia, dujas ga-
lite pakeiti elektra).

3.10 UZDUOTIS. Sukurkite aritmeting ir geometring progresijas (aritmeting (geo-
metring) progresija pateikite kaip funkcijos ar. pr(n, al, d) (atitinkamai,
geo. pr(n, bl, q)) reikSmeg ). Viename grafike isbrézkite daliniy progresijos
sumy ir pacios progresijos kreives. Progresijas sukurkite trim biidais: apibrézdami
jas rekurentiskai, naudodami bendrojo nario formulg ir naudodami R vektoring
aritmetika (pvz., progresija 1, 2, 4 , 8 galima uzrasyti kaip 2(0:3)).

3.11 UZDUOTIS. Sukurkite vektoriy i§ vieno 1, dviejy 2...., devyniy 9 (naudokite
funkcija r ep). Siuos duomenis apiforminkite kaip 5x9 matrica. Apskai¢iuokite
kiekvienos eilutés vidurkj.

3.12 UZDUOTIS. Parasykite funkcija, kuri sukurty n nariy Fibonagio seka (pri-
minsime: tai seka, tenkinanti salyga a, =0,a, =1,a,,, =a,,, +a, ). I1Sbrézkite a)
jos grafika, b) paskutiniojo skaitmens reikSmiu histograma ir ¢) pirmojo skaitmens
reikSmiy histograma (o gal geriau taikyti bar pl ot funkcija?). Nuoroda. Paskuti-
njji naturaliojo skaiCiaus X skaitmeni galima apskaiciuoti bent dviem budais:

x-floor(x/10)*10 arba x%40 # Dal yba nodul iu 10

(kaip galima rasti paskutinius du skaitmenis?), o pirmaji realiojo skaifiaus x =1
skaitmeni, pvz., taip:

floor ((x/10"(floor(log(x,base=10))+1))*10)

3.13 UZDUOTIS. Apskai¢iuokite kiekvieno duomeny sistemos USJudgeRa-
ti ngs (iS base paketo) stulpelio minimuma, maksimuma, ploti, vidurkj ir me-
diana. Nustatykite ir atspausdinkite eilutes, kuriose yra ketvirto stulpelio maksi-
mumas (minimumas). ISbrézkite visuy stulpeliy grafikus (i$siaiskinkite tokias ko-
mandas:

par (nfrow=c(3, 4)); appl y(USJudgeRat i ngs, 2, pl ot, t ype="1"))
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3.14 UZDUOTIS. Pabandykite atspéti, koks bus Siy komandy rezultatas:

a) x <- c(4,8,1,7,15,4,8)
for (i in 2:length(x)) x[i] <- max(x[i],x[i-1])
X[l engt h(x)]

b) x <- c(4,8,1,7,15,4,8)
for (i in 2:1ength(x)) x[i] <- sum(x[i],x[i-1])
x[ I engt h(x)]

3.15 UZDUOTIS. Stai duomeny sistemos cabbages pradzia:

\%

I'i brary( MASS)

dat a( cabbages)
cabbages[1: 3,]

Cult Date HeadW VitC

VvV V

1 c¢39 di6 2.5 51
2 c¢39 die 2.2 55
3 ¢39 die 3.1 45

Nustatykite visu stulpeliy klases. Faktoriams atspausdinkite juy lygius. Nustatykite ir
atspausdinkite eilutg, kurioje Vi t C kiekis didziausias. Apskaiciuokite Vi t C vidurki
kiekvienoje Cul t grupéje.

3.16 UZDUOTIS. Pateikite i§samy duomeny sistemos anor exi a i§ MASS pa-
keto apraSymo. Apiforminkite kaip Word’o dokumenta. Gal but grafikai padéty
nustatyti, kuris gydymo metodas efektyvesnis?

3.17 UZDUOTIS. I§ paketo MASS duomeny rinkinio Car s93 isrinkite tik tuos
duomentis, kurie susije su small ir sporty automobiliais. Kiekvienoje i §iy grupiy
apskaiciuokite parametro MPG. hi ghway vidurki bei standartini nuokrypi ir is-
brézkite histogramas.

3.18 UZDUOTIS. MASS paketo duomeny rinkinyje Car s93 pasalinkite small ir
sporty automobiliy irasus. Gautojoje duomeny siatemoje pasalinkite automobilius,
kuriy svoris wei ght didesnis uz 3000 (svary) ir cilindry Cyl i nder s skaicius
didesnis uz 5.

3.19 UZDUOTIS. MASS paketo duomeny rinkinyje airqual ity yra daug
trukstamuy duomeny (jie zymimi NA=Not Available). Juos visus pakeisti nuliais
néra sunku:

X <- as.matrix(airquality)
x[is.na(x)] <- O

Stai dvi $ios operacijos variacijos: 1) bet kuriame ai r qual i ty stulpelyje esan-
¢ius NA pakeiskite atitinkamo stulpelio vidurkiu (jums, gal biit, prireiks opcijos
mean( x, na. r m=TRUE) ); 2) pasalinkite visas ai rqual i ty eilutes turincias
NA.

3.20 UZDUOTIS. I3 R konsolés, spragtelékite ant File|Source R Code... ir nuvai-

ruokite i disko R1 direktorija Data|Maindonald. Pasirinkite orings.R failg ir spragtelé-
kite ant Open. Jei dabar R komandiniame lange surinksite Or i Ngs, tai pamatysite
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duomenis apie JAV kosminés Saudyklés O ziedu defektus (priminsime, kad butent dél
Siy ziedy defekto 1986 m. erdvélaivis kildamas sprogo).

> orings

1
2
3
4
%

Tenperature Erosion Bl owby Tot al
53 3 2 5
57 1 0 1
58 1 0 1
63 1 0 1

sk st st sk o sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk skoskosk

Koks yra sukurtojo duomeninio objekto or i ngs tipas? klasé? ISbrézkite bendro
defekty skaic¢iaus Tot al priklausomybés nuo Tenper at ur e grafika. Kai kurie
taskai “sulimpa”, todél pabandykite funkcijas jitter ir sunfl ower pl ot
(plg. 5.2 pav.). Ar tikrai Tot al lygus Er osi on ir Bl owby sumai?

Atsakant | paskutini klausima, naudingas galéty biiti toks pavyzdys:

> X <- data.franme(a=1:5, b=2:6, ce=c(3,5,7,6,11))

> X
a b ce

112 3

223 5

334 7

445 6

556 11

> X[ X$a + X$b != X$ce, ] # Nustatone, kuriose eil utese ceza+b
a b ce

4 45 6

Variantas:

> subset ( X, atb! =ce)
a b ce
445 6

Beje, tik ka aprasytos skaiCiy palyginimo procediros tinka dirbant su sveikais
skaiCiais, bet néra tinkamos realiems skaifiams (tai susij¢ su vidinémis kompute-
riy problemomis).

=
N

T

=
— e s e s —

—_— Yy Yy Yy VY

Todel, jei reikty palyginti realius skaicius, elkités taip:

tol erance <- . Machi ne$double.eps » 0.5 # Zr. Machine() ir ?2Machi ne
X[ abs(X$a + X$b - X$ce) > tol erance,]

a b ce
445 6
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3.21 UZDUOTIS. Priminsime, kad kiekvienas R objektas gali tureti viena ar kelis
(iSorinius) pozymius. Stai pavyzdys.

> x <- 1:9

> X

[1] 123456789
> attributes(x)

NULL

> attributes(x) <- list(Konentaras="Sudaryta 2002.03. 24", nanes =
letters[1:9])

> X

abcdef ghi

123456789

attr(,"Konentaras")

[1] "Sudaryta 2002.03. 24"

> attributes(x)

$Konent ar as

[1] "Sudaryta 2002.03. 24"

$nanes

[1] "a" "b" "c" "d" "e" "f" "g" "h" "i"

Kokius pozymius turi duomeny rinkinys ori ngs (zr. 3.20 uzduoti)? Papildykite
juos naujais. Pakeiskite or i ngs klasg. Ar pasikeité pozymiai?

3.22 UZDUOTIS. Statistikos vadovéliuose ar uzdavinynuose paprastai biina kai ku-
riy tikimybiniy skirstiniy lentelés. Parasykite funkcija, kuri “graziu pavidalu” pa-
teikty pageidaujamo skirstinio lentelg. Pvz., chi kvadrato su 5 laisvés laipsniais
skirstinio atveju, tikimybiy P(x: <X) (jas skai¢iuoja funkcija pchi sq( x, 5))
lentelé turéty atrodyti mazdaug taip:

0. 000 0. 001 0. 002 0.003 ... 0. 009
0.00 0.00e+00 1.68e-09 9.51e-09 2.62e-08 ... 4.07e-07
0.01 5.30e-07 6.72e-07 8.35e-07 1.02e-06 ... 2.63e-06
0.02 2.99e-06 3.37e-06 3.79e-06 4.23e-06 ... 7.54e-06
1.02 0.039063 0.039146 0.039228 0.039311 0. 039807

Puslapi su Sia lentele papildykite atitinkamo skirstinio tankio grafiku — aptartuoju at-
veju jis galéty atrodyty Sitaip:

Tikimybe P(chisq_5<x)

0.15

0.10

dchisq(x, 5)

0.05

0.00

T T T T T
o 5 10 15 20

X

3.9 pav.
Chi kvadrato su 5 1.1. tankio grafikas
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3.23 UZDUOTIS. Kaip Zinia, Vandermondo (A.T. Vandermonde) matricos

O 1 1 1 1 O
le s2 s3 sh S
Os®>  s2°  s3 sn’ O
[ [
|:| cee e cee e D
%ln—l Szn—l S3n—1 Snn—lB
determinantas lygus (si —sj) . Apskaiciuokite $ios matricos determinanta dviem

I<i<jsn
biidais: naudodamiesi a) R paketo funkcija det ir b) savo paraSyta funkcija

vander , kuri apskaiciuoty nurodyta sandauga bet kokiam tarpusavyje nelygiy skai-
¢iy (sl, s2,..., sn) rinkiniui.

3.24 UZDUOTIS. Ivykdykite $ias komandas:

nn <- rnorn(100000)
j <0
for(i in 1:100000) {if (nn[i]>1) j <- j+1}

Jei jums atsibodo laukti programos pabaigos, sustabdykite programos vykdyma su
Esc klaviSu ir pakeiskite antrg ir trecia eilute tokia (tai vektorinés aritmetikos pavyz-

dys):

j <- sun(ifelse(nn>1,1,0))

Kokia Zemiau pateikty dviejuy skaiciy tikimybiné prasmé?
cbi nd(j /100000, 1- pnorm(1))

13.25 UZDUOTIS. Sukurkite vektoriy vec2, iterpdami po kiekvienos vektoriaus

vecl komponentés vienetuka. Pvz., jeivecl <- c(2, 3, 4), tai vec?2 turéty biti
2,1,3,1,4,1.

Pateiksime kelis sprendimo variantus.

1) vec2 <- rep(1, 2*length(vecl))
vec2[seq(l, length(result), 2)] <- vecl
vec2

2) vecl <- ¢(2,3,4)
vec2 <- rep(1,length(vecl)*2)
vec2[seq(1, ! ength(vecl)*2-1, by=2)] <- vecl
vec2

3) vec2 <- c(t(chind(vecl, rep(1,length(vecl)))))
vec2

4) Addval ue <- function(vec, addval ue=1)

{

tnmp <- cbind(vec, addval ue)
tnp <- as.vector(t(tnp))
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return(tnp[1: (length(tnmp))])
}

vec2 <- AddVal ue(vecl)

vec2

5) vec2 <- c(eval (parse(text=paste("c(", paste(vecl,collapse=" ,1,"),
“)"))). 1)
vec2

ar net fantastisSka

6) vec2 <- c(rbind(vecl, 1)) # Matricos nuskaitonos stul peliais
vec2

ISsiaiskinkite visus sprendimus ir parasykite bent du variantus, kuriuose vec3 biity
vec?2 be paskutinio vienetuko.

3.26 UZDUOTIS. Atsitiktiniai dydziai X1, X2,... yra nepriklausomi ir turi [0,1] toly-
gy skirstini. Tarkime, Y yra a.d., lygus tam k, kai suma S, = X1+... + Xk pirma

karta virSija 1. Patikrinte zinoma fakta, kad EY =e. Nuoroda. Stai funkcija, kuri
generuoja Y realizacijas, kai X’sai turi [0,1/3] tolygy skirstini:

> ny.foo <- function(){

s <- 0

ss <- 0

whi | e(ss<1){
s <- s+l

a <- runif(1,0,1/3)
SS <- ss+a
print(c(s,ss))

}

S

}

3.27 UZDUOTIS. Interneto svetainéje |http://Tark.cc.ukans.edu/~pauljohn/R/] arba
kompaktiniame diske R1 (...\Knygos_apie_R&S\PaulJohnson) yra failas StatsRUs.htm,
kuriame surinkti trumpi atsakymai { ivairius klausimus (1.1-1.14, 2.1-2.21, 3.1-3.21,
4.1-4.8, 5.1-5.39, 6.1-6.4, 7.1-7.26, 8.1-8.24, 9.1-9.8, 10.1-10.7, 11.1-11.8, 12.1-12.4,
13.1-13.3). ISsiaiskinkite kelis nurodytus klausimus ir atsakymus. Pateikite savus is-
nagrinétos problemos taikymo pavyzdzius.

3.28 UZDUOTIS. Sugeneruokime 2000 Cauchy atsitiktiniy skai¢iy (internete paies-
kokite informacijos apie Cauchy skirstinj) ir paimkime juy sveikasias dalis:

RC <- rcauchy(2000)
rc <- floor(RC

Ar yra Siame vektoriuje reikSmé 347? 13? O praleistosios reikSmés simbolis NA?
Si uzdavinj galima spresti jvairiai.
1) sort(rc)

2) table(rc)
3) barplot(table(rc))
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4) whi ch(rc==347)

5) I engt h(whi ch(rc==347))

6) 347 % n%rc

7) rc[rc==347]

8) length(rc[rc==347]) # NA atveju galim elgtis taip:
# length(rc[is.na(rc)])

ISsiaiskinkite kiekviena i$ Siy budy. Kuris jums priimtiniausias? O $tai $io uzdavinio
modifikacija: kelios duomeny rinkinio RC reik§més priklauso intervalui [0,50]?

3.29 UZDUOTIS. Programa

set.seed(1)

a <- rnorm 10)
b <- rnorm 10)
boxpl ot (a, b)

papildykite viena eilute taip, kad ji brézty zemiau pateikta grafika (¢ia raudona linija
zymi vidurkius; gali biiti naudinga funkcija segnment s):

3.10 pav. Staciakampés diagramos su vidurkio linija

3.30 UZDUOTIS. Sio konspekto autorius kiekvienos grupés studentams visy keturiy
laboratoriniy darby uzduotis paskirsté atsitiktinai. Stai pagalbinés programos kompu-
tavimo rezultatas (vietoje pavardziy pav kol kas irasytos angliskos raidés):

pav | abll |labl2 | ab21 |ab22 |ab3 | ab4

1 a 3.22 4.1 5.11 6.14 8.5 11.3
2 b 3.20 4.15 5.3 6.23 7.5 9.1
3 c 3.3 4.1 5.21 6.14 7.7 10.9
4 d 3.18 4.19 5.9 6.25 7.2 9.2
5 e 3.22 4.23 5.4 6.19 7.6 10.16

Parasykite §ia programa. Nuoroda. Jums gal bt pravers paste ir sanpl e
(..,repl ace=TRUE™®) funkcijos.

' Nattiralu biity uzdavinius parinkti su r epl ace=FALSE (ka tai reiskia?), tadiau kai kuriuose sky-
rivose uzdaviniy yra maziau negu studenty .
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Kompakto R1 faile Data\Misc\Eko21.xIs yra 2002/2003 m.m. ekonometrijos programos
2 kurso 1 gr studenty sarasas. Stai jo iStrauka:

Baltramaityteé Inga
BendZitnaite Laima

Vaic¢iulionis Justas

Vasi | evski j

Edvar d

Nusiskaitykite §j saraSa ir patobulinkite aukS¢iau paraSyta programa taip, kad jos re-
zultatas biity toks:

| abl12
4,18

4.7

Pavar de Vardas | abl1l
1 Bal tramaityte Inga 3.14
2 Bendzi unaite Laima 3.13
22 Vai ciulionis Justas 3.25
23 Vasi | evski j Edvard 3.5

| ab21 [ ab22 | ab3
5.18 6.8 8.2
5.13 6.24 8.2
5.22 6.24 7.7
5,1 6.14 7.2

| ab4
9.6
10.6
11.9
11.3

3.31 UZDUOTIS. R spalvy palete sudaro net 657 spalvos (zr. col or s() ). Stai pir-
muyju 600 spalvy lentelé (popieriné€je Sio konspekto versijoje bus matomi tik pilkos
spalvos atspalviai):

20 — 60 100 120 160 180 200 280 300 540

— 59 79 99 119 139 159 179 199 279 299 319 459 599
: 98 118 158 178 198 258 278 298 318 398 458 518 578 598
J\ 17 97 117 137 157 177 197 257 277 297 317 437 457 477 497 597
a 36 56 96 116 136 156 176 196 256 276 296 316 376 436 456 476 556 596
S.. 15 b 35 55 95 115 135 155 175 195 275 295 315 375 435 455 535 555 595
E 34 4 74 94 114 134 154 174 194 274 294 314 74 414 434 454 534 554 574 594
S/ 33 73 93 113 133 153 173 193 273 293 313 453 473 493 553 593

8 12 32 52 72 92 112 132 172 192 272 292 312 372 392 452 472 512 552 572

g 31 51 71 131 151 171 191 21 271 291 311 371 451 471 491 511 551 571

R/ 10 b 30 130 170 190 210 270 290 310 370 450 470 490 550
g 29 89 129 169 189 209 269 289 309 409 429 469 489 549

D'- 28 108 128 168 188 208 268 288 308 428 448 528 548 588
§/ 7 27 67 107 127 167 187 207 267 287 307 447 467 507 527 547 567 587

% 26 46 106 126 146 166 186 206 266 286 306 366 386 466 506 566

L_ 5 - 85 125 165 185 205 265 285 305 465 505 545 565
g/ 24 84 124 164 184 204 264 284 304 464 504 564 584
23 123 163 183 203 263 283 303 403 423 483 503 523 563 583

42 62 122 162 182 202 262 282 302 442 462 502 562

41 61 81 121 161 181 201 261 281 301 381 461 501 561
0 5 10 15 20 25 30

1:max(ceiling(n/20), 20)

3.11 pav. R spalvy paleté

Parasykite programa, kuri iSbrézty $ia lentelg (tam pravers funkcija t ext ; taip pat
atidziai iSnagrinékite tekstus prie 3.11 pav. asiy).

3.32 UZDUOTIS. Kaip Zinia,
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(si dx =2
{smxx

Ta pati rezultata gautume su i nt egr at e funkcija:

> integrate(sin,O,pi)
2 with absolute error < 1.1le-14

O stai funkcija, kuri apytiksliai apskaiciuos §i integrala pagal trapeciju taisykle:

> trap.rule <- function(x,y) sun(diff(x)*(y[-1]+y[-length(y)]))/2
> X <- seq(0, pi,length=100); y <- sin(x)

> trap.rule(x,y)

[1] 1.999832

Parasykite funkcija, kuri skaiCiuoty integrala pagal Simpsono formule:

1000 =20 @)+ F(B) +2((x) + (X)) +.. +1(x.2) +
4(f(X1) + f(X3) Tt f(xn—l)));
¢ia x; =a+ jh, j =0,1,...,n.

3.33 UZDUOTIS. Zemiau yra pateiktos keturios programos, kurios sukuria skaitinj
vektoriy 6, 7,..., 10, 16, 17,..., 20,..., 9996, 9997,...,10000:

> nunms <- 1:10000
> XX <- nuns[is.element(nuns - 10*fl| oor (nuns/ 10), c¢(0,6:9))]
> xx[ 1: 50]

[ 1] 6 7 8 9 10 16 17 18 19 20 26 27 28 29 30
[16] 36 37 38 39 40 46 47 48 49 50 56 57 58 59 60
[31] 66 67 68 69 70 76 77 78 79 80 86 87 88 89 90
[46] 96 97 98 99 100

> xxX <- unlist(matrix(21:10000, byrow=T, ncol =10)[, 6: 10])

> XX <- outer(-4:0,seq(10,10000, 10),"+")

> XX <- outer(10 * 0:999, 6:10, "+")

ISsiaiSkinkite Sias programas ir paraSykite keturias funkcijas (paremtas auksSciau
pateiktais XX generavimo principais), kurios generuoty 10000 normaliyjy atsitiktiniy
dydziy ir penkiuose Simtuose atsitiktinai parinktose vietose i§ XX pakeistu Sias
reikSmes simboliais NA.

Stai du tokiy (teisybeé, kitokiais XX generavimo principais pagristy) funkcijuy pavyzd-
ziai:

replac <- function(){

rn <- rnorm(10000);ind <- 6:10;1nd <- 6:10
for(i in 1:999) Ind <- c(Ind,ind+10%*i)

rn[ sanmpl e(l nd, 500, repl =FALSE)] <- NA

rn}
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ir

X <- matrix(rnorm10000), 10);x[6:10, ][sanple(1:5000, 500)] <- NA
X <- as.vector(x)

3.34 UZDUOTIS. Jei dirbtume “su piestuku”, matricos A kélimas'® aukstu laipsniu
yra gana daug laiko (o, jei naudotumémes R paketu, ir komplikuoty zyméjimuy) reika-
laujanti operacija:

> A <- chind(c(0,0.5,0.5),¢c(0.5,0,0.5),c(0.5,0.5,0))
> A
[,1

[,2] [,3

11
2|
3

coor
vl o o
coor
oo o=

0.
0.
0.
%A

V__H
L
B

Tai matricy (matricine) daugyba
[.2] [.3]
0.25 0.25
5 0.50 0.25
25 0.25 0.50
05 YAYS YA

(.1 [.2] [.3]
1,] 0.250 0.375 0.375
2,] 0.375 0.250 0.375
3,] 0.375 0.375 0.250
o YAV YAYE YA

(.1 [.2]1 [,3]

1,] 0.3750 0.3125 0.3125
2,] 0.3125 0.3750 0.3125
3,1

]
0
5
5
#
]
1, 0
2,
3

[,1
0.5
0.2
0

V
O bt e

[
[
[
>

0.3125 0.3125 0. 3750
% YAV YAYS YAYE VA

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.31250 0.34375 0.34375
[2,] 0.34375 0.31250 0.34375
[3,] 0.34375 0.34375 0.31250

[
[
[
>

Stai dvi R funkcijos, kurios palengvina §j darba:

1) Jei kvadratiné matrica A turi skirtingas tikrines reikSmes, tai ja galima uZzraSyti
taip: A=V %*% diag(A) %*% V' - tai vadinamasis matricos A spektrinis désti-
nys; ¢ia V yra matricos A tikriniy vektoriy matrica, %[ % - matricy daugybos zenklas,
diag(A) - istrizaininé matrica su matricos A tikrinémis reik§mémis ant istrizainés, o
V™' - matricos V atvirkstiné matrica. Tuomet A" =V %*% diag(A") %*% V™.
Pvz.,

> A <- chbind(c(0,0.5,0.5),¢(0.5,0,0.5),¢(0.5,0.5,0))
A

>
(.1 [.2] [,3]
[1,] 0.0 0.5 0.5
[2,] 0.5 0.0 0.5
[3,] 0.5 0.5 0.0
> eA <- eigen(A) # eigen (angl.,vok.) = tikrinis
> eA
$val ues

1 Turime galvoje {prastini, matricinj kélima laipsniu, o ne paelementi, kurj R atlieka labai lengvai.
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$vectors
[ 1] [, 2] [, 3]
[1,] 0.5773503 0.5957165 -0.5583803
[2,] 0.5773503 -0.7814298 -0.2367155
[3,] 0.5773503 0.1857133 0.7950957
> round(eA$vect or s% %di ag( eAsval ues) % %ol ve( eA$vectors), 5) # =A
(.11 [.2] [.3]

0.0 0.5 0.5
,] 0.5 0.0 0.5
] 0.5 0.5 0.0

wWN P

> AU YAYE YAYE VAU YA # =A°
[, 1] [, 2] [, 3]

] 0.31250 0.34375 0.34375

] 0.34375 0.31250 0. 34375

] 0.34375 0.34375 0.31250

round( eA$vect or s% %di ag( eA$val ues”5) % % (eA$vectors), 5)
[, 1] [, 2] [, 3]

[1,] 0.31250 0.34375 0.34375

[2,] 0.34375 0.31250 0.34375

[3,] 0.34375 0.34375 0.31250

[1,
[2,
[3,
>

2) Antroji funkcija puikiai demonstruoja R rekurentiniy procediiry galimybes:

mp <- function (X, p) if (p ==1) return(X) else X W% Recal | (X, p-1)
np(A 5)
[.1] [.2] [.3]
[1,] 0.31250 0.34375 0.34375
[2,] 0.34375 0.31250 0.34375
[3,] 0.34375 0.34375 0.31250

Tikimybiy teorijoje vadinamosios Markovo grandinés yra nusakomos pradiniy tiki-
mybiy skirstiniu ir peréjimo tikimybiy matrica A=(a;;) (tai matrica, kurios visi ele-
mentai neneigiami, o kiekvienos eilutés elementy suma lygi 1). Grandiné vadinama
ergodine, jei egzistuoja riba lim A° = F ir matricos F stulpeliuose visi elementai ly-

S — 00

giis. Pvz., matrica
A <- cbind(c(0.5,1),c(0.5,0))
yra ergoding, nes jau kai s lygus 20
> round(nmp(A, 20),5)

[.1] [.2]

[1,] 0.66667 0.33333
[2,] 0.66667 0.33333

O dabar pati uzduotis — nustatykite kurios i §iy matricy yra ergodinés:

00 0 0 10
) ) ) ,0/2 1720 )Eo 0 0 1f

1 11 111 lV
HIOD HOD Ele Ho 1H"Y a2 12 o oo
Ho o0 1 o
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0/2 0 1200 Ol 0 0 0(
o 0 o 12 B1 o o oCE

vi) O Ovij) O 0
O/4 1/2 1/4 o0 “0/2 1/2 0 00
0 0 0

Ho 1/2 1/2 o8 H/4 U4 1/4 1740

Teorija teigia, kad ergodiniy grandiniy stulpeliy elementai {fy} yra lygciu sistemos

=3 Ty

S

sprendiniai. Patikrinkite. Nuoroda. IeSkant sistemos sprendiniy, pravers funkcija
sol ve.

3.35 UZDUOTIS. Zemiau pateikta didelés duomeny sistemos dalis abc:

I D Nuneri s Segnent as
S. 13 S.13.1 S.13.1.2
S. 13 S.13.1 S.13.1.3
S. 13 S.13.2 S.13.2.1
S. 13 S.13.2 S.13.2.2
S. 13 S.13.2 S.13.2.3
S. 13 S.13.3 S.13.3.6
S. 13 S.13.3 S.13.3.7
S. 13 S.13.3 S.13.3.8
S. 13 S.13.3 S.13.3.9

Mus domina tik nagrinéty objekty numeriai, kitaip sakant, $ig sistema transformuokite
1 tokia:

Nuoroda. uni que.

3.36 UZDUOTIS. i) Visus vektoriaus rp <- rpoi s(1000, 3) elementus ma-
zesnius uz 3 pakeiskite nuliu, o elementus lygius 3 — devynetuku; ii) ta pat atlikite su
matrica rpm <- matrix(rpois(999, 3), nrow=333); iii) i§ $ios matricos
pasalinkite eilutes, kuriose yra bent vienas 3; iv) i$ Sios matricos paSalinkite eilutes,
sudarytas vien i§ 3; v) eilutése, kuriy pirmas elementas lygus 3, kitus du pakeiskite ju
kvadratais.

3.37 UZDUOTIS. Ilgo vektoriaus X <- rnorn(1000) duomenis sugrupuokite
po 10, kiekvienoje grupéje apskaiciuokite vidurki, o po to — §io naujo vidurkiy vekto-
riaus standarta. Nuoroda. Vektoriy X galite paversti matrica ir taikyti funkcija appl y
arba jvesti grupés kintamaji ir taikyti funkcija t appl y arba remtis funkcija aggr e-
gat e.
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3.38 UZDUOTIS. Dirbtiniy duomeny rinkinj eksp1 generuojame su funkcija

ekspl <- data.frame(l D=rpois(1000, 33), Result=
round( rnor m 1000, 50, 10), 0))

Suskaiciuokite kelis kartus pasikartoja kiekvienas tiriamasis (ID) Siame sarase, kiek-
vienam tiriamajam apskaiciuokite jo vidurki ir standarta, iSbrézkite vidurkiy grafika ir
kiekviena vidurki apsupkite statmenu segmentu [nean[i]-2*sd[i], me-
an[i]+2*sd[i]] (galimas atsakymas yra pateiktas 3.12 pav.; jusu paveikslas ko
gero skiriasi nuo $io — kodél?). Nuoroda. Jums gali pagelbéti funkcijat appl y.

80

50 60 70

eksp2.mean

40
|

30

20
|

20 30 40 50

3.12 pav. Vidurkiai * 2standartai.
Kai kur raudona linija neisbrézta — kodel?

3.39 UZDUOTIS. Matricoje
A <- matrix(rnorm 100, mean=-1), nr ow=50)

kai kuriose eilutése abu nariai yra neigiami. Stai funkcija, kuri paliks tik tokias eilu-
tes:

Al appl y(A, 1, function(x) all(x<=0)),]
Parasykite funkcija, kuri pasalinty eilutes, kuriose i) abu nariai neigiami, ii) bent vie-
nas narys neigiamas, iii) palikty eilutes, kuriose minimalus atstumas nuo nulio yra di-

desnis uz 1, iv) palikty stulpelius, kuriy vidurkis didesné uz —1.

3.40 UZDUOTIS. Kartais kai kuriuose jrasuose (eilutése) triksta duomeny (R pakete
trukstami duomenys zymimi NA (=Not Available) simboliu). Stai dirbtinis pavyzdys:

dat <- data.frame(x=c(1, NA 2,2,NA 4),y=c(3,2,NA 1, 3,5))
dat

WN R
N%r—\x
%Nw~<
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Ivairios funkcijos skirtingai reaguoja i NA. Pvz., funkcija pl ot automatiskai iSmeta
tokius jrasus:

pl ot (x,y)

taciau tiesinés regresijos funkcija | mgali elgtis
bent dviem biuidais: arba tokius jrasus iSmesti ir
analize atlikti su likusiais

> xy.Inl <- I m(y~x, na.acti on=pa.omt) -

> sunmmary(xy. | ml) 10 15 20 25 80 35 40
Cal |l :
Imformula =y ~ X, na.action = na.onit)
Resi dual s:
1 4 6

1.1429 -1.7143 0.5714

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1. 0000 2.6186 0. 382 0.768
X 0.8571 0. 9897 0. 866 0. 546

Resi dual standard error: 2.138 on 1 degrees of freedom
Mul tiple R Squared: 0.4286, Adj usted R-squared: -0.1429
F-statistic: 0.75 on 1 and 1 DF, p-value: 0.5456

arba paprasyti, kad tokiu atveju tiesineés regresijos modelis i§ vis nebiity kuriamas:

> xy.Inm2 <- I my~x, na.action=pa.fail)
Error in na.fail.default(structure(list(y = c¢(3, 2, NA 1, 3, 5), x =
c(1, : mssing values in object

Duomeny sistema dat galime “pagerinti” keliais budais: iSmesti eilutes, kuriose NA
yra tik pirmame (tik antrame stulpelyje), bent viename stulpelyje arba abiejuose stul-
peliuose.

>is.na(dat$x) # Loginis vektorius

[1] FALSE TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE

> dat $x[is.na(dat$x)] # Palieka tik trukstamus x elementus
[1] NA NA

Pazymésime, kad “standartiné” poaibio sudarymo procediira dat $x[ dat $x==NA]
neveikia su NA. NA reiskia, kad jus nezinote, todél NA nelygus niekam, jskaitant ir
NA (a$ nezinau nei BuSo nei Putino gimtadieniy (taigi raSau NA), taiau tai nereiskia,
kad Sios dvi datos sutampa).

> dat$x[!is.na(dat$x)] # Palieka tik turinmus x el enentus
[1] 1 2 2 4 # (sinbolis ! Zymi logini neigini)
> dat[!is.na(dat$x),] # Palieka tik dat eilutes su turimis x
# elementais (sinmbolis ! Zymi logini neigini)
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Kiek sudétingiau pasalinti eilutes kuriose yra bent vienas NA:

> dat[apply(dat, 1, function(x) 'any(is.na(x))),]

dat
Xy
13
21
45

O dabar pati uzduotis: duomeny rinkinyje ai r qual i ty (kas tai per duomenys?)

> | i brary( MASS)
> data(airquality)
> airquality
Ozone Sol ar. R Wnd Tenp Mnth Day

1 41 190 7.4 67 5 1
2 36 118 8.0 72 5 2
3 12 149 12.6 74 5 3
4 18 313 11.5 62 5 4
5 NA NA 14. 3 56 5 5
6 28 NA 14.9 66 5 6
7 23 299 8.6 65 5 7

yra nemazai irasy su triikstamais duomenimis. Pertvarkykite §i rinkini taip, kad jame
likty tik jrasai, i) kuriu Sol ar . Rnéra NA, ii) kurie neturi NA. Nuoroda. ?al |

3.41 UZDUOTIS. Inventorizuojant sandélj, buvo aprasytas kiekvienos dézés turinys:

g <- sanple(letters, 100, repl ace=TRUE) # g=gaminio i-ojoje dézéje var
# das

k <- rpois(100,20) # k=gaminiuy kiekis i-ojoje dézéje

gk <- data.frane(g, k)

Apskaiciuokite: a) kelios dézés su gaminiais a, b ir t.t. yra sandélyje, ir b) keli a, b ir
t.t. gaminiai yra sandélyje.
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4. Vienmaciai duomenys: apraSomoji statistika ir
duomeny priesanalizé

Ne karta matéme, kad norint susidaryti isptidi apie duomenis, juos biitina aprasSyti trum-
pais, vaizdziais ir suprantamais terminais. Tuo uzsiima aprasomoji statistika, kuri Siam
reikalui naudoja grafines priemones (stulpelines diagramas, staciakampes diagramas,
kvantiliy grafikus, histogramas, tankio grafikus) arba nagrinéja skaitines éminiy cha-
rakteristikas (moda, kvantilius, mediana, empirinius momentus). Sekantis statistinés
analizés zingsnis biity iSvady apie émini darymas (populiacijos parametry jverciai, ju
pasikliovimo intervalai, hipoteziy tikrinimas). Tuo uzsiima sprendziamoji statistika, ta-
Ciau prie§ taikant jos metodus bitina atlikti duomeny priesanaliz¢ (exploratory data
analysis, eda), kuri turi atsakyti i kelis pagrindinius klausimus:

¢ Ar (skaitiniai) duomenys yra (beveik) normaliis?
¢ Gal duomenyse yra i8skirc¢iy ar klaidy?
¢ Jei duomenys buvo surinkti vienodais laiko intervalais, ar jie néra koreliuoti?

ApraSomoji statistika ir prieSanalizé yra glaudziai susij¢ procesai, todél juos nagrinésime
kartu.

4.1. Vardiniai kintamieji

Grizkime prie duomeny rinkinio bwages.txt:

bwages <- read.tabl e("bwages.txt", header =T)
attach(bwages)

Priminsime, kad tiriamojo zmogaus iSsilavinimas yra (skaiciais uzkoduotas) vardinis
(tiksliau, ranginis) kintamasis educ:

> educ

[1] 1111111111111 1111111111111111
[300 1111111111111 1111111111111111
[699 1111111111111 1111111111111111
[88] 11111111111122222222222222222
[117] 22222 222222222222222222222222
[146] 2 2222 222222222222222222222222
[175] 22222 222222222222222222222222
[204] 2222 2222222222222222222222222
[233] 222 22222222222222222222222222
[262] 222 22222222222222222222222222
[291] 22222 222222222222222222222222
[320] 2222 2222222222222222222222222
[349] 2222 2222222222223333333333333
[378] 333333333333333333333333333333
[407] 333333333333333333333333333333
[436] 33 333333333333333333333333333
[465] 3 3 3 33333333333333333333333333
[494] 33 333333333333333333333333333
[623] 333333333333333333333333333333
[652] 333333333333333333333333333333
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[581] 33333333333333333333333333333

[610] 33 3333333333333333333333333333

[639] 33333333333333333333333333333

[668] 33333333333333333333333333333

[697] 33333333333333333333333333333

[726] 33 333333333333333333333333333

[755] 333333333333333333333333333333

[784] 3 4 4 4 44 444444444444 4444444444 4

[1422] 555555555555 55555555555555555
[1451] 555555555555 5555555555

Nors jrasy sistema pakankamai aiSki (pirmiausiai jrasyti zemiausio iSsilavinimo asme-
nys, paskui — aukstesnio iSsilavinimo ir t.t.), ta¢iau atsakyti i papras¢iausia klausima —
kiek asmeny yra kiekvienoje grupéje — be komputerio biity nelengva. Pasinaudokime
funkcija t abl e’ :

> t abl e(educ)
educ

1 2 3 4 5
99 265 420 356 332

Gautaja lentele pavaizduosime grafiskai:

bar pl ot (educ) # Bl oga
par (nfrow=c(1, 2)) # Bus du pol angi ai
bar pl ot (t abl e(educ)) # Dabar gerai

bar pl ot (100*t abl e(educ) /I engt h(educ)) # Tas pat procentais
box() # Desiniji grafika patalpins i “dézZute”

200 300 400
10 15 20 25

100

O_.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

4.1 pav. Dvi kintamojo educ stulpelinés diagramos
Palyginkime vyry ir motery iSsilavinima:

bar pl ot (t abl e(educ[ mal e==1])) # 1) Koks operacijos male==1 rezultatas?
title(main="VWrai") # 2) O koks educ[ nal e==1] ?

bar pl ot (t abl e(educ[ mal e==0]))

title(nmai n="Moterys")

! Funkcijos t abl e argumentas turi biiti arba faktorius arba objektai, kurie gali buti paversti faktoriais.
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Vyrai Moterys

o 50 100150200250
50 100 150

o

4.2 pav. Vyry (kairéjé) ir motery (desinéje) iSsilavinomo educ stulpelinés diagramos

Atrodo, kad motery iSsilavinimas aukstesnis, taciau “tiksly” (skaitini) atsakyma pateik-
sime tik sprendziamosios statistikos skyriuje. Antra vertus, dalinj atsakyma galime gauti,
palyging abiejy éminiy medianas:

> medi an( educ[ mal e==1])
[1] 3
> medi an( educ[ mal e==0])
[1] 4

4.1 UZDUOTIS. Labiausiai tikétina diskretaus a.d. arba faktoriaus reikimé vadinama
jo moda. Zemiau yra pateiktos kelios R eilutés, kurios pateikia modos varda.

> set.seed(3)

> rp <- rpois(20,2)

> barplot(table(rp))

> pames(ta <- table(rp))[ta==nmax(ta)] # Dvi operacijos vienu netu:
[1] "3" # ta <- table(rp) ir names(ta)

Raskite vyry ir motery i$silavinimo modas.

4.2 UZDUOTIS. Vadinamyjy Benfordo tikimybiy grafika galima igbrézti taip:

X <- 1:9

p <- logl0(1 + 1/x)

barplot(p, xlab = "Digit d*, ylab = "Probability", ylim= c(0, 0.35),
axes = FALSE, nanes.arg=c(1:9),main = "Benford's Law Probability")
axis(2, seq(0, 0.35, by =0.05), las = 1)

box()

Benford's Law Probability

Probability

o L 1]
O.00 T T T T T
1 2 3 a 5 (3 7 8 o

Digit d

4.3 pav. Benfordo tikimybiy grafikas
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a) Ar skaiciai p nusako tikimybes?
b) Pasiskaitykite apie Benfordo tikimybes internete, pvz., http://mathworld.wolfram. |
tom/BenfordsLaw.html| Papasakokite, kg suzinojote.

Vietoje stulpeliniy diagramy (bar pl ot ) kartais tikslinga brézti taskines diagramas (su
dot char t). Stai psichology surinkti duomenys apie tai, kaip jvairiy profesijy Zmonés
vertina savo gyvenima:

prof <- c('Accountant', 'Administrative assistant', 'Garnment worker',
"Cook', 'Dentist', 'CGeneral practictioner', 'Gaduate student',

" Hi gh | evel manager', 'Low |evel nmanager', 'Mechanical engineer',
‘Mechanic', "Mnister/priest/rabbi', 'Nurse', 'Professor',

'Sales clerk', '"Server', 'Taxi driver')

mol <- c(34, 29, 27, 36, 20, 40, 35, 32, 30, 31, 30, 32, 37, 37, 27,
28, 36) # nmol = Meaning OF Life = Gyveni nb prasme

Funkcijos dot chart ir bar pl ot kintamuosius bréZia ta tvarka, kuria jie pateikiami,
todél pirmasis grafikas (zr. 4.4 pav., kairéje) néra labai informatyvus — kintamojo nol
reikSmes tikslingiau iSdéstyti did¢jimo tvarka (zr. 4.4 pav., desinéje).

par (nf row=c(1, 2))

# BréZiame kairiji grafika:

dot chart (nol, | abel s=prof, mai n=" Dot chart', x|l ab=' Meaning of life score')
# BréZiame deSiniji grafika:

nanes(nol) <- prof

dot chart (sort (nol), mai n="Dot chart", x|l ab="Meani ng of life score")

Dot chart Dot chart
Taxi driver ° General practictioner |
Server ° Professor °
Sales clerk ° Nurse °
Professor ° Taxi driver °
Nurse © Cook ©
Minister/priest/rabbi o Graduate student o
Mechanic o Accountant o
Mechanical engineer o Minister/priest/rabbi o
Low level manager © High level manager ©.
High level manager ° Mechanical engineer °
Graduate student ° Mechanic °
General practictioner | Low level manager ©
Dentist P Administrative assistant ©
Cook © Server @
Garment worker ° Sales clerk ©
Administrative assistant ° Garment worker o
Accountant . Dentist

T T T 1 T T T 1

20 30 40 20 30 40

Meaning of life score Meaning of life score

4.4 pav. Gyvenomo kokybés ijverciai

Taigi maziausiai gyvenimu patenkinti yra (daug uzdirbantys!) dantistai, o (beveik) la-
biausiai — universitety déstytojai.

4.2. Skaitiniai kintamieji
4.2.1. Histogramos

Skaitiniy kintamyjy atveju vietoje funkcijos bar pl ot naudosime funkcija hi st . Istir-
kime kintamojo wage elgesi.

hi st (wage)
hi st (I og(wage))
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Histogram of wage Histogram of log(wage)

Frequency
O 100200300

Frequency
O 200400600

[ T T T 1 [ T T T T T 1
O 500 1500 4.5 5.5 6.5 7.5

wage log(wage)
4.5 pav. Kintamojo wage (kairéje) ir jo logaritmo (desinéje) histogramos

Dauguma klasikiniy statistikos kriterijy reikalauja, kad tiriamasis skaitinis kintamasis
buty normalus (arba “beveik normalus”). Matome, kad wage logaritmo tankis yra labiau
simetriskas, taigi kintamasis | og(wage) yra “labiau normalus” (ar jis dabar i§ tikro
normalus — kitas klausimas (¢ia gali pagelbéti funkcija ggqnor m Zr. Zemiau)). Apskritai,
jei kintamasis y yra teigiamas, o skirstinys néra simetrisSkas, tai daznai Box — Cox’o
transformacija “pagerina normaluma”. Sis metodas siiilo vietoje y nagrinéti nauja kinta-

maji 4, (Y):

Oyt -1 . .

O——, jei A£0,
ty=0 r

Eogy , jei A =0.

Parametra A siiiloma rinktis i§ intervalo (-2,2) (jo parinkima regresiniuose uzdaviniuose
galima automatizuoti, zr. [Fa, 89 p.]).

Stai dar vienas transformacijos pavyzdys (3i karta A =0,7 - kitais ZodZiais, vietoje €X-
per reikia nagrinéti 1:0,7=1,4 eilés Sakni is jo):

Histogram of exper Histogram of (exper™~0.7 - 1)/C
> O — ] > ]
e R4l M g 3 _ —
o ¢ N
2 o T 2, -
o 3 o 3§
— — — 1
w \" 1L o
o] o]
n ] T —
o o
T T T T T 1 T T T T 1
O 10 30 50 o 5 10 15 20
exper (exper™0.7 - 1)/0.7

4.6 pav. Kintamojo exper (kairéje) ir jo Box-Cox’o transformacijos (desinéje) histogramos
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Prisiminkime domeny rinkinj Davi s:

\%

library(car)

dat a( Davi s)

Davi s[ 1: 4, ]

sex wei ght hei ght repwt repht
1 M 77 182 77 180
2 F 58 161 51 159
3 F 53 161 54 158
4 M
>

VvV V

68 177 70 175
attach(Davis) # I Davis komponentes dabar galima kreiptis vardais

Parasysime funkcija, kuri isbrés dvi — motery ir vyry Gigio - histogramas

dvi. hist <- function(){

opar <- par (nfrow=c(1, 2))

on. exi t (par (opar))

tappl y(hei ght, sex, hist) # Brésime dvi histogramas — motery ir vyruy

i nvisible()} # Kas pasikeistu, jei 4-osios funkcijos
dvi . hi st () # eil utés nebuty?
Histogram of X[[1]] Histogram of X[[2]]

Frequency

[ T T T T T T 1 [ T T T 1
40 80 120 160 160 180 200

X[[11] X[[211

O 20 40 60 80
I
Frequency
O 5 1015202530

4.7 pav. Motery (kairéje) ir vyry (desingje) figio histogramos

Ugis paprastai yra “pavyzdingai” normalus, todél motery histograma kelia nusistebéjima
—ten arba yra jraSymo klaida arba tyrimuose dalyvavo patalogiSkai mazo Gigio moteris.

> sort (height)[1: 8]
[1] 57 148 150 152 153 154 155 156 # Yra viena iSskirtis

> whi ch. mi n( hei ght) # Kurioje eilutéje?

[1] 12 # 12-o0joje Davis eiluteéje

> Davis[(12-4):(12+4),] # Pasidairykime 3ios eilutés
sex wei ght height repwt repht # apl i nkoj e

8 M 69 186 73 180

9 M 71 178 71 175

10 M 65 171 64 170

11 M 70 175 75 174

12 F 166 57 56 163 # Priezastis aiski: tgis ir
13 F 51 161 52 158 # svoris sukeisti vietoms
14 F 64 168 64 165

15 F 52 163 57 160

16 F 65 166 66 165

> davis <- Davis # Sukuriame Davis kopija
> davis[12,2] <- 57 # Joj e iStaisone klaidas

> davi s[12,3] <- 166
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> davi s[(12-4): (12+4),]

sex wei ght

8

9

10
11
12
13
14
15
16

TTTTTTIZIZIZ

> attach(davis)

> sex=="F"

[1] FALSE TRUE TRUE FALSE TRUE
[6] FALSE FALSE FALSE FALSE FALSE

69
71
65
70
57
51
64
52
65

hei ght

186
178
171
175
166
161
168
163
166

r epwt

73
71
64
75
56
52
64
57
66

r epht

180
175
170
174
163
158
165
160
165

# Dabar gerai

# Prijunki me davis

# Tai loginis vektorius: jei
# irasytas vyras - bus FALSE,
# jei moteris - TRUE

[11] FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE

hF <- hei ght[sex=="F"]
hi st (hF, probabi lity=T)

I i nes(density(hF))
xX <- seq(m n(hF), max(hF), | engt h=100)
i nes(xx, dnor m xx, mean(hF), sd(hF)),lty=2) # Bréziame atitinkama

Histogramos ir empirinio tankio grafikai leidzia susidaryti teisinga skirstinio formos va-
izda. Zemiau aptariami kvantiliy grafikai taip pat tam tinka, tacCiau jie dar vaizdziai

Density

0.02 0.04 0.06

0.00

Mot ery agi o vektori us
Motery TGgio histograma
“Sugl odi nta” hi st ograma?

H = H*

# normalaji tankis

Histogram of hF

145

150

155 160

165 170 175 180

hF

4.8 pav. densi t y( hF) (istisiné linija) mazai skiriasi nuo
atitinkamo normaliojo tankio (briikk§niuota linija)

pateikia ir i8skirtis.

4.2.2. Kvantiliy grafikai

Lyginant tiriama skirstini su normaliuoju, daznai tikslinga remtis vadinamuoju kvantiliu
grafiku. Teoriniame $io grafiko variante x aSyje atidedami standartinio normaliojo skirs-
tinio kvantiliai, o y aSyje — tiriamojo skirstinio kvantiliai. Jei tiriamasis skirstinys yra

beveik normalus, tai gauti taskai bus praktiSkai ant tieses:

2 Apie empirinio tankio funkcija densi ty galima daugiau pasiskaityti su ?densi ty arba [V&R, 5.6

skyrelyje].
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XX <- seq(0, 1, | ength=100)
pl ot (gnor m( xx), gnor m(xx, 10,5)) # Standartini normaluji a.d. N(0,1)
# | ygi nane su N(10,5)

o
~ «
in
y n
S S
2 o
E
o
c n —
<]

o o

o

gnorm(xx)
4.9 pav. Normaliojo skirstinio teoriniy kvantiliy grafikas

Sio grafiko empirinj varianta bréziame taip: jei tiriamy duomeny yra n, tai x asyje atide-
dame standartinio normaliojo skirstinio 1/n, 2/n,..., n/n kvantilius, o y aSyje — tiriamojo
dydzio variacinés eilutés pirmaja, antraja,..., n-ja reikSmes (t.y., jo empirinius kvanti-
lius). Jei tiriamasis dydis beveik normalus, tai gauti taskai bus beveik ant tiesé¢s. hF
duomenims kvantiliy grafika galime iSbrézti taip:

> qqnor n( hF)
> qql i ne(hF) # Bréziame tiese per 1-ji ir 3-ji kvartilius

Normal Q-Q Plot

170

Sample Quantiles
160

150

Theoretical Quantiles

4.10 pav.Matome, kad taSkai yra beveik ant tiesés, todél hF skirstinys beveik normalus.

Kaip atrodo nenormaliyjy dydziy kvantiliy grafikai? Stai funkcija f or ma. t , kuri lygina
normalyji skirstini su Stjudento skirstiniu:

forma.t <- function(df){

# Funkcija forma.t

# df =degrees of freedomrlaisvés laipsniu skaicius=l.l.
opar <- par(nfrow=c(1,2))
on. exi t (par (opar))

X <- seq(0, 1,1 ength=1000)
XX <- gnor m x)

pl ot ( xx, dnor m( xx), type="1
i nes(xx, dt (xx, df), col =2)
# dt(..,df) skaiciuoja Stjudento skirstinio su df 1.1. tanki
pl ot (gnor m(x), qt (x, df ), mai n=paste("t, df =", df))

, mai n=paste("t,df=",df))
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Y <- qt(c(0.25, 0.75),df) # BréSime tiese per 1-ji ir 3-ji kvartilius
X <- gnorn(c(0.25, 0.75))

slope <- diff(Y)/diff(X) # sl ope=krypties koeficients
int <- Y[1] - slope * X 1] # int=intercept=laisvasis narys
abline(int, slope) # BréZziame tiese
}
t,df=3 t,df=3
<
o S 4 N
X om
g o % 0 -
£ X
0 o < ©
5 S
o v
) o)
_ o
o I I I I ! S e
-3 o 2 -3 o 2
XX gnorm(x)

4.11 pav. Stjudento a.d. su 3 L1.: tankiy grafikas (kairéje)
ir kvantiliy grafikas (desingje)

Stjudento tankio (raudona spalva) “uodegos” yra “sunkesnés™ uZ normaliasias (t.y.,
pvz., P(T, >2) >P(N(0,1) >2); panaSiai yra ir kair¢je). Kvantiliy grafike tai atitinka ta
fakta, kad taskai deSinéje yra auksciau kvantiliy tiesés, o kair¢je — Zemiau.

Pateiksime empirini Sio reiSkinio analoga:

par (nfrow=c(1, 3))

t3 <- rt (500, 3) # Generuojame 500 a.skaidiuy (Stjudento su 3 1.1.)
gqgnor m(t 3[ 1: 20] ) # Pirmeji 20

qql i ne(t 3[ 1: 20])

ggnor m(t 3[ 1: 100]) # Pirmeji 100

gql i ne(t3[ 1:100])

ggnor m(t 3[ 1: 500]) # Visi 500

gql i ne(t 3[ 1: 500])

rm(t3) # Baige darba, padalinkime sukurta objekta t3
Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot
0 -8 R ="
= = n 4 = ©
3 3 3
0] 0 ° A1 0 o 4
PR [ = 9
3 £ 0 E oo [
i o ] ]
" "3 el
n
2 ] ci A
2 1 o 1 =2 > o 1 2 3 1 1 =

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

4.12 pav. Stjudento skirstinio kvantiliy grafikai:
éminio dydis lygus 20 (kairéje), 100 (viduryje) ir 500 (desinéje)

3 Sakome, kad a.d. X turi “sunkias” “uodegas”, jei jo tankis begalybéje ggsta 1éCiau nei normalusis.
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Stebime tipiska reiskini: éminio dydziui augant, darosi vis aiSkiau, kad stebimasis dydis
néra normalusis (uodegos sunkesnés nei priklauso).

Funkcijos f or ma. t modifikacija chi kvadrato skirstiniui galéty atrodyti taip:

forma. chi <- function(df){
# Funkcija forma. chi
# df =degrees of freedomnrl ai sves | ai psniu skaicius=l.I.
opar <- par(nfrow=c(1,2))
on. exi t (par (opar))
X <- seq(0, 1,1 ength=100)
XX <- qgnorm(x,df,sqrt(2*df)) # Normaliojo a.d. paranetrai sutanpa
# su chi kvadrato vidurkiu ir standartu
pl ot (xx, dchi sq( xx, df), type="I1", mai n=past e("chi sq, df =", df ), col =2)
# dchisg(...,df) skaic¢iuoja chi kvadrato su df 1l.laipsniais tanki
i nes(xx, dnor n( xx, df , sqrt(2*df)))
pl ot (gnor m(x), qchi sq(x, df), mai n=paste("chi sq, df =", df))
Y <- qchisq(c(0.25, 0.75),df) # BrésSime tiese per 1-ji ir 3-3ji
# kvartilius
X <- gnorn(c(0.25, 0.75))

slope <- diff(Y)/diff(X) # sl ope=krypties koeficients
int <- Y[1] - slope * X 1] # int=intercept=laisvasis narys
abline(int, slope) # Bréziame tiese y=sl| ope*x+i nt
}
] chisq,df=3 ~ chisq,df=3
U N
.0 LR, S
Bf 8 o 0
b a4 % o
5 0 0 L
3 0 o N —
0 0
O "TYrTrT T T T e N e e
-2 2 6 -2 (@] 2
XX gnorm(x)

4.13 pav. df=3: desiné uodega sunkesné, o kairé - lengvesné

—~ chisq,df=30 chisq,df=30

S S

% - X -

T - o ™

2 8- N

S o TTITTT S T T T 1
15 30 45 -2 0 2

XX gnorm(x)

4.14 pav. Kai df=30, skirtumas tarp normaliojo skirstinio ir chi kvadrato néra didelis
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chisq,df=300 chisq,df=300

0 250

dchisq(xx, df)
0.000

>
gchisq(x, df)

240 300 360 -2 0 2
XX gnorm(x)

4.15 pav. “Irodéme” centring ribing teorema: kai df didelis, chi kvadrato a.d.
(kuris pats yra a.d. suma) prakti§kai sutampa su normaliuoju a.d.

Panaudosime sukauptas Zinias ir patikrinsime vyry atlyginimo normaluma.

attach(bwages) # @Gal ésime naudotis stulpeliuy vardais
par (nfrow=c(1, 2))

wl <- wage[ mal e==1]

gqgnor n(wl)

gql i ne(wl)

agnor n( 1 og(wl) )

qql i ne(l og(wl) )

det ach( bwages) # Kai duomenuy nebereikia — atjunkime

Normal Q-Q Plot

Normal Q-Q Plot

50 6.5

Sample Quantiles
500 1500
Sample Quantiles

Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

4.16 pav. Kintamyjy Wl ir | og(wl) kvantiliy grafikai

Vyruy atlyginimo deSinioji uodega yra sunkesn¢ uz normaliaja (t.y., nemazai vyry gauna
labai didelj atlyginima). Antra vertus, | og(Wl) yra praktiskai normalus a.d. (nors de-
Sin¢ uodega vis dar per sunki; antra vertus, nereguliarus ekstremaliy reikSmiu elgesys
yra tipiskas reiskinys).

Kvantiliy grafikai ir Zemiau aptariamos sta¢iakampés diagramos labai efektyviai iSrys-
kina i8skirtis. IS tikryju:

library(car)

dat a( Davi s)
attach(Davi s)

par (nfrow=c(1, 2))
gqnor m( hei ght [ sex=="F"])
gql i ne( hei ght [ sex=="F"])
ggnor m(wei ght [ sex=="F"])



qql i ne(wei ght [ sex=="F"])

det ach( Davi s) # Pastarosios trys
det ach(" package: car") # eilutés pateikia tvarkingos
par (nfrow=c(1, 1)) # darbo pabai gos pavyzdi

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

(%] %]
2 2
€ e 9 o
g 33 S 33
(@4 - o -
L O g @ O I
o © 1T T T 1 o Y
S IS
3 2 -1 0 1 2 3
Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

4.17 pav. Motery tigio (kairéje) ir svorio (desingje) kvantiliy grafikai;
abiejuose grafikuose aiskiai matome po viena i$skirtj

4.2.3. Staciakampés diagramos

Staciakampés diagramos yra naudingos tiriant skirstinio simetriSkuma ir ieSkant iSskir-
¢iy. Ju brézimas remiasi kintamojo kvartiliais (zr. 0 sk.). Panagrinékime wage ir
| og(wage) atvejus. Stai trys praktikai ekvivalen¢ios funkcijos, skai¢iuojangios kvar-
tilius (t.y., kvantilius, atitinkanc¢ius 1/4, 2/4, 3/4; atkreipkite démesi i skirtumus):

> attach(bwages)
> quantil e(wage)
0% 25% 50% 75% 100%

88.38383 327.27270 408.50815 514.55345 1919. 19200
> fivenum wage)
[1] 88.38383 327.27270 408.50815 514.75280 1919. 19200
> sunmary(wage) # daugi ausi a i nf or maci j os

Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
88.38 327.30 408.50 445.80 514.60 1919.00

ISbrésime staciakampes diagramas:

> par (nfrow=c(2,1))
> boxpl ot (wage, hori zont al =T, col =3)
> boxpl ot (1 og(wage), hori zont al =T, col =3)

Pazymésime, kad wage diagrama (zr. zemiau) yra labai nesimetriSka (yra daug reikSmiy
desiniau 3-iojo kvartilio arba, kitais zodziais, yra daug zmoniy, turin¢iy dideles paja-
mas). Antra vertus, nemazai dideliy nuokrypiy nuo medianos matome ir | og( wage)
atveju, taciau nereikty uzmirsti, kad netgi normaliuoju atveju mazdaug vienas stebéjimas
1§ 100 (arba 14 i$ 1472) gali biiti uz zandeny.
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4.18 pav. Kintamyjy wage (viruje) ir | og(wage) (apacioje) statiakampés diagramos;
wage diagrama yra labai nesimetriska ir turi daug dideliy reikSmiy

R turi funkcija i denti fy, kuri leidzia identifikuoti taskus sklaidos diagramose (Zr.
zemiau, 6-7 psl.). Si funkcija leidzia identifikuoti iSskirtis ir sta¢iakampése diagramose,
taciau $iuo atveju i dent i f y argumentus reikia nurodyti specialiu badu:

library(car)

dat a( Presti ge)

?Prestige

attach(Prestige)

boxpl ot (i ncomne)

identify(rep(1,!length(incone)),incone, | abel s=rownanes(Prestige))
[1] 2 17 24 25 26

Matome, kad penkiy kategorijy
zmoniy uzdarbis yra “nenorma-
liai” didelis. Norédami nustatyti
ju specialybes, naudosime funk-
cija i dent i fy. Kai §i komanda
bus vykdyta, pereikime i grafikos
langa, pasirodziusi kryzeli nuva-
rykime kairiau, deSiniau ar vir$
norimos iSskirties ir spragteléki-
me kairiuoju klaviSu. Norédami
darba baigti, spragtelekite desi-
niuoju klavisu.

| PHYSICIANS 3 GENERAL.MANAGERS

° LAWYERS
° OSTEOPATHS.CHIROPRACTORS

- VETERINARIANS

10000 15000 20000 25000

5000

[o]
1

4.19 pav. Uzdarbio staciakampé¢ diagrama ir identifikuotos
i8skirtys

4.3 UZDUOTIS. Kartais x a$yje yra per mazai vietos vardamas jradyti. Tokiu atveju
reikty pasinaudoti funkcijos par teikiamomis galimybémis (pvz., vardus rasyti vertika-
liai).

par (nfrow=c(1, 2))

d <- as.data.frame(matrix(runif(60),5))

names(d) <- nonth. nane

boxpl ot (d) # Vardams maZzai vietos

boxpl ot (d, xaxt="n")

# Kai xaxt="n', x aSis nebus i3brézta

ypos <- par()$usr[3]-(par()$usr[4]-par()$usr[3])/50
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# > ypos

#[ 1] -0.0446786

text (1: ncol (d), ypos, nanes(d), srt=270, adj =0, xpd=T)

# srt pasuka teksta 270°, adj=0 teksta iSlygina pagal kaire puse,
# xpd leidZzia spausdinti uZz grafiko ri by,

) )
S -1 T +~ © - 1 T -~ ©
cq : = I : : I H . N ! H
o - o — -
0 i T 0 | =l
o ; | : o s | :
g T ARE Y e o
° 7 | ] ] ° T i L]
o AR I N N S
o P T : o o :
0 S i o ? i
°C Y471 T T T T T T T T O_<-"|1§>Z("(">MOZU
January May August %ﬂ) » O m% S coan 00
s
s friigeagigt
- g 00 3 3
‘(&) Hamw,—

4.20 pav. Staciakampés diagramos su vardais

O dabar pati uzduotis: pakeiskite antraji grafika taip, kad y aSies skaiciai ir ménesiy var-
dai po X aSimi “zitiréty” i ta pacia puseg.

4.4 UZDUOTIS. Duomeny rinkinyje emi ssi ons kintamasis CQ2 turi i3skir¢iy (kaip
jas galima pamatyti?) Nustatykite jas su i dent i fy , paSalinkite $iuos jrasus, o pas-
kui 1§ naujo iSbrézkite reikalingus grafikus.

4.5 UZDUOTIS. Duomeny pakete Simple yra duomeny rinkiniai sout h, cri me ir
ai d (esant reikalui, juos importuokite su source, zr. 4.16 uzduotj). Kuris i§ Siy
€éminiy yra simetriSkas? turi sunkias uodegas? isskirtis?

4.6 UZDUOTIS. Susiraskite kelis ekonoming prasme turinéius grafikus laikrastyje ar
internete ir perbraizykite juos su R.

4.7 UZDUOTIS. Norédami generuoti diskrediuosius tolygiai pasiskirs¢iusius atsitikti-
nius skai¢ius 0, 1, ..., 9, galime elgtis taip:

x<-fl oor (runif(1000)*10)
par (nfrow=c(1, 3))

hi st (x)

bar pl ot ( x)

bar pl ot (t abl e(x))

Pakartokite S§ia procediira kelis kartus. Kuri i§ Siy procediiry “irodo” gauty skaiciy

skirstinio tolyguma? Kodél hi st ( X) brézia “neteisinga” histograma? Atspausdinkite
kiekvieno skaitmens pasirodymo santykini dazni.
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4.2.4. Skaitinés charakteristikos

Iki Siol nagrin¢jome grafines éminio charakteristikas. Labai lakoniSkos yra skaitinés
charakteristikos. Jau zinome, kad skaitinio éminio “centring” reikSme¢ nusakome media-
na arba vidurkiu X . Deja, net viena didel¢ iSskirtis gali smarkiai iSkreipti vidurki, kitais
zodziais, tokio éminio vidurkis smarkiai nukryps nuo populiacijos vidurkio. [vercio at-
sparuma i$skirtims galima padidinti “nupjaunant” didziausias ir maziausias reikSmes:

> mean(wage)

[1] 445. 7807

> mean(wage, t ri m=0. 1) Atmetéme 10% didZiausiy ir 10% maziausiy
[1] 423.1198 reik3miy

> mean(wage, t ri m=0. 2) # Atmetéme 20%

[1] 414.6184

> mean(wage, t ri m=0. 5)

[1] 408.5082

> medi an(wage) # Atmetéme 50% - tas pat kas mediana

[1] 408.5082

=+ =

Simetrinio skirstinio atveju vidurkis ir mediana skiriasi nedaug:

> mean(| og(wage), tri m=0. 1)
[1] 6.021636

> medi an(| og(wage))

[1] 6.012511

Stai dar vienas, truputj pakeistas pavyzdys i§ ?| egend: asimetrinio skirstinio atveju
vidurkis ir mediana nesutampa. Paskutinéje eilutéje esanti funkcija | ocat or leidzia
pasirinkti legendos rémelio virSutinj kairjji taSka — spragtelékite ten su kairiuoju pelés
klavisu.

X <- rexp(100,rate = .5) # Skewed=asi netrinis
hi st (x, main ="Mean and Median of a Skewed Distribution")
abl i ne(v=nean(x), col =2, ty=2, | wd=2) # “v” reiSkia “vertical”
abl i ne(v=nedi an(x), col =3, | ty=3, | wd=2)
ex12 <- expression(bar(x)==sumover(x[i],n),i==1,n),
hat (x) ==nedi an(x[i],i==1,n)) # Formuliy grafikuose

# radyno pavyzdys?
#l egend(4.1, 30, ex12, col = 2:3, Ity=2:3, Iwd=2) # Reikia pasirinkti
| egend(l ocator(1),ex12, col = 2:3, lty=2:3, Iwd=2)# viena i§ 3Ziu
# dviejuy eilucdiy

% Dar vienas pavyzdys: pl ot (1: 10, x| ab=expressi on(m2), ylab=expression(nu*g))
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Mean and Median of a Skewed Distribution

=median(x,i=1, n)

Frequency

2

4.21 pav. Asimetrinio skirstinio atveju vidurkis ir mediana nesutampa

Aisku, kad vienu, centra charakterizuojanciu skai¢iumi, reiskiniy aprasyti neijmanoma.
Nesunku isivaizduoti éminj, kurio visos reikSmés koncentruojasi ties vidurkiu ir kita
émini, kurio kai kurios reik§més yra smarkiai nutolusios nuo vidurkio. Siy dvieju éminiy
vidurkiai gali sutapti, taciau jie skirsis savo reikSmiy iSsibarstymo didumu. Pastaraji ga-
lima charakterizuoti keliais biidais, dazniausiai tam naudojama dispersija.

> var (hF) # “Teisingo” motery tGgio dispersija
[1] 32.02574

Ugis matuojamas ¢m, o jo dispersija - cm®, todél tikslingiau reik§miy i§sibarstyma
matuoti Saknimi i§ dispersijos, kitaip sakant, éminio standartu:

> sqrt(var(hF))

[1] 5.659129

> sd(hF) # “Teisingo” moteruy tGgio standartas
[1] 5.659129

Prisiminkime, kad duomeny rinkinyje Davi S motery tigis buvo pateiktas klaidingai:

> |ibrary(car)

> dat a( Davi s)

> attach(Davis)

> sd(hei ght[sex=="F"])

[1] 11.64393 # 11.64#5. 66!

Matéme, kad mediana yra atsparesné¢ klaidoms nei vidurkis. Ja pagristas reikSmiy iSsi-
barstymo matas yra vadinamas MAD (median average deviation) ir apibréziamas for-
mule
mediana | x, —mediana(x) | 01,4826

Kitais zodziais, pirmiausia reikia apskai¢iuoti duomeny rinkinio X mediana, 1§ kiekvie-
nos rinkinio reik§meés atimti mediana, apskaiciuoti naujojo rinkinio moduliy mediang ir
dar padauginti i§ 1,4826 (dauginame tam, kad normaliojo skirstinio atveju MAD sutapty
su standartu).

> mad( hei ght[ sex=="F"])
[1] 5.9304 # 5,93 Zymiai arciau skaiciaus 5,66 negu 11.64
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Dar viena iSsibarstymo charakteristika yra pagrista skirtumu tarp 3-jo ir 1-jo kvartiliy:

> | QR(hF)
[1] 7.25
> | QR(hei ght[ sex=="F"])
[1] 8

Matome, kad Sie du skaiciai tarpusavy nelabai skiriasi, taciau, norint kad Gauso skirsti-
nio atveju jie bity artimi standartui, reikia jvesti korekcini daugikli 1/
(gnorm(0. 75) - gnor m( 0. 25)) (=0,7413):

> | QR(hF) *0. 7413

[1] 5.374425

> | QR(hei ght [ sex=="F"])*0. 7413
[1] 5.9304

Eminio normalumui tikrinti galima taip pat naudoti jo treiaji ir ketvirtaji momentus,
tiksliau kalbant, éminio asimetrijos koeficienta

1 & Dx—xD3

sk = 2 Bsdo) -

ir éminio ekscesa
| &x —xO

= 2 B0l

Skirstiniy su simetrisku (vidurkio atzvilgiu) tankiu asimetrijos koeficientas lygus 0, o
normaliojo désnio ekscesas lygus 3. Taigi nuokrypiai nuo $iy reikSmiy signalizuoja apie
galima éminio nenormaluma. R neturi funkcijy ask ir eks, todél parasykime jas patys.

ask <- function(x){sunm(x-nmean(x))”3)/(length(x)*(sd(x))"3)}
eks <- function(x){sunm((x-nmean(x))”4)/ (Il ength(x)*(sd(x))"4)}
> attach(bwages)

> ask(wage)

[1] 1.951409

> eks(wage) # Abu skaicdiai signalizuoja apie dideli
[1] 10.30401 # kintamojo wage nenormalumag

> ask(| nwage)

[1] 0.2245817

> eks(| nwage)

[1] 3.95701 # log(wage) gana panadus i normaluyji

Galimas daiktas, kad motery ir vyry atlyginimy struktiira skiriasi, todél juos tikslinga
panagrinéti atskirai

> ask(| nwage[ mal e==1])

[1] 0.3963979 # Vyru log(wage) asimetridkumas didelis

> eks(| nwage[ mal e==1])

[1] 3.512542 # Panasu i1 normaluma

> ask(| nwage[ mal e==0])

[1] -0.0854381 # Moteru asimetridkumas mazesnis nei vyru
> eks(| nwage[ mal e==0])

[1] 4.443928 # Nelabai panasu i normaluma
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> par (nfrow=c(1, 2)) # Dar i8brézkime histogramas - jos
> hi st (I nwage[ mal e==1]) # gana si netri Skos
> hi st (I nwage[ mal e==0])

Histogram of Inwage[male == 1] Histogram of Inwage[male == 0]

Frequency
0 100 200
Frequency
0 60 120

[ I I I I | [ I I I I I |
5.0 6.0 7.0 4.5 55 6.5 7.5

Inwage[male == 1] Inwage[male == 0]
4.22 pav. Vyry (kairéje) ir motery (desinéje) atlyginimy logaritmy | nwage histogramos

Norédami nustatyti, ar vyry asimetrijos koeficientas 0,396 reiskia didel; nuokrypi nuo
simetriSkumo, sumodeliuokime 1000 normaliyjy éminiy po | engt h(| nwage[ nal e
==1]) (=893) narius.

aa <- numeric(1000)

for(i in 1:1000)aa[i] <- ask(rnornm(893))
ee <- nuneric(1000)

for(i in 1:1000)ee[i] <- eks(rnorn(893))
par (nfrow=c(1, 2))

hi st (aa)
hi st (ee)
Histogram of aa Histogram of ee
Q o
2 2
g o g o
oy o o o
() «— (0] —
L i
o o
1 T 1 1 | — 1 T 1 1 1
-0.3 -0.1 0.1 0.2 2.6 3.0 3.4
aa ee

4.23 pav. Asimetrijos (kairéje) ir eksceso (deSinéje) modeliuoty reikSmiy histogramos

Jei | nwage turéty normalyjj skirstinj, tai asimetrijos koeficiento reik§mé 0,396 buty
neitikétinai didelé (kaip beje ir eksceso reik§meé 3,51). Veliau griSime prie kiekybiniy
normalumo nustatymo metody (tai atlicka suderinamumo kriterijai, zr. 10 sk.), o kol kas
darome iSvada, kad, nezitrint iSorinio | nwage histogramos panasumo j normalyji tankj,
vyry atlyginimy logaritmas greiciausiai néra normalusis a.d.

4.1 pvz. Zemiau esancioje lenteléje pateikti avariju per metus visose 56 JAV atominése
elektrinése skaiciai:
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Pavadinkime $j faila nuclear.txt ir patalpinkime ji i R darbing direktorija. Jis turi matrici-
n¢ struktiira, todél skaitydami ji su r ead. t abl e, gautume duomeny sistema (paban-
dykite). Kadangi mes norime gauti vektoriy, taikysime scan funkcija:

nuc<-scan("nucl ear.txt")

Stai keli grafiniai Sios skaitinés informacijos pateikimo variantai.

par (nfrow=c(2, 2))

hi st (nuc)

hi st (nuc, breaks=seq(-0.5, 13.5))
pl ot (t abl e(nuc))

bar pl ot (t abl e( nuc))

Histogram of nuc

Frequency
10 15

5

0

table(nuc)

T T T T T T 1
0123456789 12

nuc

Frequency
0 2 4 6 8 10

6 8 10

4

2

Histogram of nuc
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0123456789 12

4.24 pav. Keturi avarijy skaiciaus “histogramos” variantai
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VirSuje kair¢je esanti histograma néra labai “teisinga” skirstinio formos charakteristika,
kadangi { pirmaji stulpelj ji sumeta net tris’ reikmes: 0, 1 ir 2. I§ tikryju,

> hi st (nuc) $br eaks
[1] -0.0000014 2.0000014 4.0000014 6.0000014
[5] 8.0000014 10.0000014 12.0000014 14.0000014

Avarijy skaiCiaus skirstinio forma “teisingai” pateikia virSuje deSinéje esanti histograma,
taciau jos sintaksé gana komplikuota. PanaSy paveiksla gauname ir su bar pl ot ko-
manda (Zr. grafika apacioje deSingje), taciau i$ jo sunku suprasti, kad 11 avarijy nebuvo
nei vienoje elektrinéje (bar pl ot yra pirmiausiai skirta vardiniams kintamiesiams —
tokiu atveju 10, 11 ir 12 yra tiesiog vardai). Ko gero paprasciausiai reikalinga grafika
gauname su pl ot (t abl e(nuc)) komanda (grafikas apacioje kairéje).

Kadangi avariju skaiciaus skirstinys turi sunkia deSiniaja uodega, vidurkis bus didesnis
uz mediana.

> mean( nuc)
[1] 4.035714
> medi an( nuc)
[1] 3

Kuris 1§ $iy skaiciy yra “teisingesné” centro charakteristika? Kadangi tai priklauso nuo
poziiirio, geriausiai pateikti juos abu (matome, kad jie pastebimai skiriasi, taigi skirsti-
nys asimetriSkas). Visuomenés nuomone kiekviena avarija pavojinga, todél didelis vi-
durkis yra blogai (nes mean( nuc) [b6 reiskia bendra avarijy skai¢iy). Antra vertus,
vyriausybé Zino, kad 12 ir 13 avarijy® buvo dviejose naujose elektrinése, tiek avarijy jo-
se kitais metais nebus ir tod¢l geriau i jas nekreipti didelio démesio (mediana (beje, ir
“nupjautas” (=trimmed) vidurkis) kaip tik ir nekreipia!). Pazymésime, kad JAV vyriau-
sybin¢ statistika pateikia kasmetiniy gyventoju pajamu mediana, nes Simto turtingiausiy
visuomeneés nariy pajamos aiskiai iSkreipia bendra vaizda (t.y., vidurki)’. Apskritai, jei
teigiamas a.d. turi sunkia (deSing) uodega, tai mediana yra yra stabilesnis jvertis (turi
mazesng dispersija) ir todé¢l labiau priimtinas.

4.8 UZDUOTIS. Parasykite dvi funkcijas apr . st ir Apr. st , kurios pateikty skaiti-
nio kintamojo X apraSomasias statistikas taip, kaip pavaizduota Zemiau:

> apr.st(rnorm(100))
Obs= 100 , Mean= 0.041 , Std.Dev.= 0.951 , Mn= -2.605 , Max= 2.224

> Apr.st(rnorm(100))
Obs Mean Std. Dev. M n Max
100. 000 0.031 1.010 -2.770 2. 156

> Cia problema ta, kad kairysis histogramos taskas 0 (kuris bus priskirtas pirmajam intervalui) kartojasi
net $esis kartus. Histograma pirmiausiai yra skirta tolydiems atsitiktiniams dydziams — tuomet $ansai, kad
viena kokia reik§mé pasikartos, yra nedidelé (teoriskai to i§ vis neturéty biti, taciau dél matavimo rezul-
taty apvalinimo taip gali ivykti).
6 Jas galima interpretuoti kaip i$skirtis — patikrinkite su boxpl ot .

Profesionaliose futbolo komandose daznai biina keli labai gerai apmokami zaidéjai. Komandos
savininkams labiau rtpi viduting alga (nes ji nusako ju i$laidas - kodél?), tadiau eiliniams Zaidéjams labiau
rupi atlyginimy mediana (kodél?).
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4.9 UZDUOTIS. Bibliotekoje Simple (ja galima atsisiysti i§ fttp:/www.math.csi.cuny. |
edu/Statistics/R/simpleR/Simple 0.4.zip|) yra duomeny rinkinys bunper s. Kas tai
per duomenys? Kaip galima suzinoti, kad tai (duomeny) sarasas? Transformuokite ji
1 skaitin] vektoriy su vardais ir iSbrézkite histograma. Pabandykite atspéti vidurki,
moda ir standarta. Savo hipotezes patikrinkite su tinkamomis R funkcijomis.

4.10 UZDUOTIS. Aukéiau pateikta uzduoti atlikite su kitais Simple duomeny rinkiniais
firstchi irmath.

4.11 UZDUOTIS. Pakete car yra duomeny rinkinys Davi s. Apskai¢iuokite jo kom-
ponentés r epwt vidurkj ir dispersija. Kadangi ten kai kuriy duomeny truksta, gal
biit teks  pasinaudoti  opcija  nmean( X, na. r mFTRUE) arba  ne-
an(x[!'is.na(x)]). Ar trukdo trikstami duomenys iSbrézti histograma? Noreé-
dami atsakyti { pastaraji klausima, panagrinékite funkcijos hi st programa su

> hist; nmethods(hist); hist.default

4.2.5. Funkcija eda. shape

Auksc¢iau aptaréme jvairias grafines ir skaitines éminio charakteristikas. Visas Sias pro-
ceduras tikslinga pateikti viena funkcija, kuria pavadinsime eda. shape:

eda. shape <- function(x){

opar <- par(nfrow=c(2,2));on.exit(par(opar))
hi st (x) ; boxpl ot (x)

pl ot (density(x));x <- sort(x)

I'i nes(x, dnorm(x, mean(x), sd(x)), col =2)

ganor n(x) ; qql i ne(x)

cat ("Vidurkis=", nean(x),", Mediana=", nedi an(x),

"(simetriniu atveju turi beveik sutapti)”, # Teksta papil done konentaru
"\ nStandartas=", sd(x),", MAD=", nad(Xx), # Sinbolis “\n” nurodo: toliau
"(kai nera isskirciu, turi beveik sutapti)", # esanti teksta spausdinti i3
"\nAsinetrijos koeficientas=", ask(x), # naujos eilutés

"(simetriniu atveju turi buti 0)"
"\ nEkscesas=", eks(x),"(normaliuoju atveju turi buti 3)\n")

}
Stai jos taikymo pavyzdys:

> eda. shape( hF)

Vi durki s= 164. 7143 , Medi ana= 165 (sinetriniu atveju turi bevei k sutapti)

St andartas= 5.659129 , MAD= 5.9304 (kai nera isskirciu, turi beveik sutapti)
Asinetrijos koeficientas= -0.2311667 (sinmetriniu atveju turi buti 0)
Ekscesas= 3.152079 (nornaliuoju atveju turi buti 3)

Histogram of x
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4.25 pav. Funkcijos eda. shape pateiktas vaizdas
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4.12 UZDUOTIS. Stai, du Zemiau esan¢ius grafikus bréZiangios, programos pradzia:

set. seed(15)

x<-rnor m 150)

par (nfrow=c(1, 2))

h<-hi st (x, br eaks=15, fr eq=F)

Histogram of x

2 o e ™
2 o 2 o |
8 o > o |
o o T 1T 1T T°71
2 0 2 2 0 2
X xhist

4.26 pav. Zr. 4.12 uzduotj.

Pabaikite Sia programa (deSin¢je yra ta pati, bet kitaip pateikta histograma, bei
normaliojo tankio, nusakomo S$io éminio empiriniais parametrais, grafikas). Nuo-
roda. Pasinaudokite funkcija pl ot (.., t ype="s").

4.13 UZDUOTIS. Pateiksime procediira, kuri generuoja vadinamajj dvimodalinj (t.y.
toki, kurio tankis turi dvi modas (lokaliuosius maksimumus)) skirstinj.

two. nod <- function(n){x <- nuneric(n)
for(i in 1:n) if (runif(1)<0.3) x[i]<-rnorn(1) else x[i]<-rnorn(1,
mean=5)

x}
Generuokime 1000 Siy atsitiktiniy skaic‘fiq8 ir iSbrézkime jy histograma.

par (nfrow=c(1, 2))
y<-two. nod(1000)
hi st (y, prob=T)
lines(density(y))
> medi an(y)

[1] 4.445219

Kaip toli yra $is medianos jvertis nuo tikrosios? Aisku, kad apraSytaja modeliavimo
procediira galime pakartoti daug karty ir taip istirti, tarkime, skirstinio medianos
kintamuma (pvz., rasti jos pasikliauties intervala arba bent {vertinti jos tarpkvartiling
atstuma IQD”). Deja, praktikos uzdaviniuose paprastai turime tik vieng éminj ir te-
oriSkai jvertinti musy (aiskiai nenormalaus) skirstinio medianos IQD néra lengva.
Tokiu atveju galima taikyti vadinamaji butstrepo (= bootstrap (angl.)) metoda, kuris
sitilo imti naujus éminius ne i§ visos populiacijos, bet tik 1§ turimo éminio. Galima
irodyti, kad tam tikromis salygomis abu metodai duoda panasy rezultata.

8 Tai vadinamasis dviejy normaliyjy tankiy misinys
% Priminsime — tai skirtumas tarp 3-iojo ir 1-ojo kvartiliy.
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> y. boot <- sanple(y, 1000, repl ace=T)

> hi st (y. boot, mai n="boot st rap", prob=T)
> | ines(density(y. boot))

> medi an(y. boot)

[

1] 4.338387
Histogram of y bootstrap
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4.27 pav. Originaliojo éminio y (kair¢je)
ir vienos butstrepinés kopijos y. boot (deSinéje) histogramos

O dabar UZDUOTIS. i) Generuokite 500 éminiy po 600 skai¢iy su t wo. nod
funkcija. Apskaiciuokite kiekvieno éminio mediang ir raskite jos IQD. ii) Paimkite
dar vienag éminj, sudarykite 500 jo butstrepiniu kopiju ir apskaiciuokite medianos
IQD. Palyginkite abu jvercius.

4.14 UZDUOTIS. n =15 karty pakartokime Bernulio eksperimentus su sékmés tikimybe
p=0,3. Tokio eksperimenty sé¢kmiy skai¢iy X galima modeliuoti arba su funkcija r bi -
nom( 1, 15, 0. 3)arba su sun(sanpl e(c(0, 1), 15, repl ace=TRUE, pr ob=
c(0.7,0.3))) (kuo skiriasi $ios dvi procediiros?). Teoring X skirstinio lentele
palyginkite su empirine (skaitmeniSkai ir grafiskai).

4.15 UZDUOTIS. Sugeneruokite du Kogy atsitiktiniy skai¢iy éminius. Ar bus jy histog-
ramos vienodos?

set.seed(2)
x1<-rcauchy(100)
x2<-r cauchy(100)
par (nfrow=c(1, 2))
hi st (x1)

hi st (x2)

Papildykite hi st funkcijas tokiais parametrais, kad abi histogramos turéty tuos
pacius dalinimo taskus.

4.16 UZDUOTIS. Pakete Simple (plg. 4.5 uzd.) yra daug duomeny rinkiniy. Be tradi-
cinio buido atidaryti duomeny rinkini babi es (su dat a( babi es) ) galime pasitlyti
dar viena: komandiniame lange, spragtelékite ant kair¢je virSuje esancio File|Source R
code..., atsidariusiame Select file to source lange nuvairuokite i ...\rw10721\library\ Simple\
data\babies.R ir spragtelékite ant Open.
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> source("C. /Program Fil es/ R rwl071/1i brary/ Si npl e/ dat a/ babi es. R")
> babi es[1:5,]

bw gestation parity age hei ght wei ght snoke
1120 284 0 27 62 100 0
2 113 282 0 33 64 135 0
3 128 279 0 28 64 115 1
4 123 NA 0 36 69 190 0
5 108 282 0 23 67 125 1
> par (nfrow=c(1, 2))
> hi st (babi es$wei ght)
# O Stai antras vari ant as:
> attach(babi es)
> hi st (wei ght)
# Dar vienas vari antas:
> hi st (wei ght)
> bar pl ot (wei ght)

Ar simetriskas wei ght skirstinys? Ar turi jis i$skir¢iy? Kuri uodega sunki? Nubréz-
kite suglodinta histograma. Atlikite tas pacias uzduotis su kitais kintamaisiais i$
babi es.

4.17 UZDUOTIS. Naudodamiesi funkcijomis f | oor ir r uni f, generuokite 1000 atsi-
tiktiniy skaiCiy, turin€iy tolygy skirstini skaitmeny aibéje 0, 1, ..., 9. Tq pati atlikite su
funkcija sanpl e. Palyginkite skaitmeny daznius abiem atvejais. Nuoroda. Funkcija
runi f generuoja tolygiai intervale [0,1] pasiskirs¢iusius skaitius X;, t.y., pvz.,
n(runif (1000) J[0,3;0,4))/1006= 1/10 arba, kas ekvivalentu,
n( floor(10 Crunif (1000))= 3)/1000= 1/10.

4.18 UZDUOTIS. Duomeny rinkinys hur on yra R1\Data\Maindonald direktorijoje.

> huron

year nean. hei ght
1 1860 581. 56
2 1861 581. 55
3 1862 581. 34
kkhkkkkhkhkkkhkhhkkkhhkkxkhkkhkkk*k

Siame rinkinyje pateikti daugiame¢iy Hurono eZero lygio steb&jimy rezultatai. EZero
lygis kinta gana chaotiskai (Zr. 4.28 pav., zalia linija), tod¢l norint geriau suvokti
tendencijas, duomenis reikty suglodinti. Tai galima atlikti jvairiai. Vadinamasis
slenkamojo vidurkio metodas sitlo lygi h(t) pakeisti gretimy reikSmiy vidurkiu, pa-
vyzdziui, (h(t—2)+h(t —1) +h(t))/3 (juoda linija) arba (h(t —1) +h(t) +h(t +1))/3
(juoda truki linija). 4.28 pav. iSbréztas naudojant tokias komandas:

> pl ot (hur on$nean. hei ght, type="1", col =3)

> library(ts)

> lines(filter(huron$nmean. height, rep(1, 3), sides = 1)/3)
> lines(filter(huron$mean. hei ght, rep(1, 3))/3, lty=2)
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huron$mean. height
576 577 578 579 580 581 582
I

Index

4.28 pav. Hurono ezero lygio kitimo grafikas (zalia linija) ir
keli suglodinto ezero lygio grafikai (juoda linija)

(Beje, kaip atrodyty paveikslas, jei glodintume ne pagal 3, o pagal 15 taSku?). Parasykite
dvi savo funkcijas (viena su f or ciklu, kita — be jo), kurios atliktu tokias glodinimo pro-
cediiras su vektoriumi X. Nuoroda. Glodinant vektoriy X be ciklo pagal 3 taskus, gali
praversti tokia eiluté:

cbi nd(c(NA, NA, x), c(NA, x, NA), c(x, NA NA))

4.19 UZDUOTIS. Testg sudaro 20 klausimy, i kuriuos reikia atsakyti Taip arba Ne.
Parasykite R funkcija, kuri imituoty atsitiktinai spéliojant; studenta. Pakeiskite Sia funk-
cija taip, kad klausimy skaic¢ius buty bet koks. Pakartokite $i testa 1000 karty, iSbrézkite
teisingy atsakymy skaiciaus histograma (o gal geriau ne histograma?), apskaiciuokite

empirini vidurkj ir dispersija. Palyginkite su teorinémis $iy parametry reikSmeémis.

4.20 UZDUOTIS. Atlikite 4.19 uzduoti, jei viena teisinga testo atsakyma reikia pasir-
inkti 1§ 5 pateikty varianty.

4.21 UZDUOTIS. Gaisry skai¢ius Vilniaus rajone turi Puasono skirstini su vidurkiu 1,2
darbo dienomis ir su vidurkiu 1,5 nedarbo dienomis. Imituokite 52 savaiiy gaisry su-
vesting. Apskaiciuokite kiekvienos savaités dienos empirini gaisry vidurki. Papuoskite
savo ataskaita keliais grafikais.

4.22 UZDUOTIS. Nagrinékime du duomeny rinkinius.
set.seed(1); ru<-runif(40)

ir

set.seed(1); re<-rexp(30,1)

Rinkinio “centro” padéti galima nustatyti, remiantis jvairiais principais, pvz., tai galéty
biiti
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mean( ru)

nmedi an(ru)

(max(ru)+mn(ru))/2 # AnglisSkai Si statistika vadi nama m drange
(Q+2Q+Q) /1 4 # [CM1, 39 psl.] tai vadinama triskaiciu vidurkiu

Vienas svarbiausiy jverciui keliamy reikalavimy, yra jo tikslumas. Jei éminio skirstinys
buty zinomas, kiekvieno i§ auksciau pateikty iverCiu tiksluma (pvz., dispersija) galima
biity jvertinti teoriSkai. Tardami, kad r u ir r € kilmé néra Zinoma, generuokite po 999
kiekvieno jver¢io dydzio 40 butstrepo éminiy (tai atlikite su a) sanpl e ir b) boot
funkcija i$ boot paketo) ir palyginkite histogramas ir IQD. Kuris ivertis tikslesnis?

Histogram of mean.b o Histogram of median.b Histogram of midrange.b
2 _ - R 1 _ g _
o I © 7
g — o
® L 2 o
g "] o
P\ > > 8
o — 4] — | o I
c o = =
o © o O Q
3 N 3 O 3 O
o o o - o O
o B 4 o o
L « 7 L L o
g R 1
- 8 e
8
. - I

r T T T T T T 1 r T T T T 1 T
0.25 0.35 0.45 0.55 0.2 0.4 0.6 0.40 0.45 0.50
mean.b median.b midrange.b

4.29 pav. r U éminio atveju tiksliausia trecioji statistika

4.23 UZDUOTIS. Alisa ir Bilas tarnauja kariniuose daliniuose, dislokuotuose vienoje
i§ penkiy valstiju: Kanzase, Kolorade, Misisipéje, Nebraskoje ir Oklahomoje. Siuo metu
Alisa tarnauja Nebraskoje, o Bilas — Oklahomoje. Kiekviena ménesi jie abu yra perve-
dami tarnauti i atsitiktinai parinkta viena i§ gretimuy valstijy. Pavyzdziui, Alisa po méne-
sio su tikimybe 1/3 tarnaus Kolorade, Kanzase arbe Misisisp¢je.

P Mebraska
-
T{-::,Lm‘ia'u:in.: Kanzasas I IR VIR
?: 1 :-r:l..-f'r'[lh]_lllf
. -~ .

(5 ) Oklahoma

4.30 pav. Valstijy iSsidéstymo schema;
Alisa §iuo metu yra Nebraskoje, o Bilas - Oklahomoje

Apskaiciuokite ménesiy, kurie praeis iki to momento, kai Alisa ir Bilas susitiks vienoje
valstijoje, vidurkj ir dispersija. Pazymésime, kad tikslus sprendimas yra gana kompli-
kuotas (zr. P. I'paxem, [[. Kayr, O. Ilaramnnk, Konkpernas maremaruka, ctp. 626,
8.32); ménesiy skaiciaus vidurkis lygus 75/16=4,69, o dispersija - 105/4=26,25. D¢l Sios
priezasties atsakyma rasime Monte Carlo metodu.

426



Randez <- function()
{
# Funkcija Randez
S.nr<-nuneric(1000) # 1000 repliku
for(i in 1:1000)
{
A<-4 # Alisa Siuo netu 4-ojoje valstijoje
B<-5 # Bilas Siuo netu 5-o0joje valstijoje
s<-0
whi | e( Al =B)

{

i f(A==1) A<-sanple(2:5,1) else if(A==2| A==3) A<-sanple(c(1,4,5),1) else
A<-sanple(1:3,1) # A yra valstijos, i kuria bus perkelta Alisa, numner

i f(B==1) B<-sanple(2:5,1) else if(B==2|B==3) B<-sanple(c(1,4,5),1) else
B<-sanpl e(1: 3,1)

print(c(A B))

s<-s+1
oo — .
s.nr[i]<-s # i-o0sios replikos nménesiy iki susitikimo skaicius
cat (paste("s.nr(",i,")="),s.nr[i],"\n")
}

hi st (s. nr, prob=T)
print(list(vidurkis=nean(s.nr),dispersija=var(s.nr)))
#s.nr

}
> Randez()

[1] 3 3

s.nr( 996 )= 1 # Alisa ir Bilas susitiko po 1 ménesio 3-joje valst.
[1] 2 3

[1] 1 4

[1] 2 2

s.nr( 997 )= 3 # 3i karta jie susitiko po 3 mén. 2-joje valst.

[1] 1 2
[1] 5 4
[1] 1 2
[1] 55
s.nr( 998 )= 4
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
s. nr
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]
[1]

S. nr

Histogram of s.nr

Density

0.00 0.04 0.08 0.12

99 )= 10 o 5 10 15 20 25 30 35

4.31 pav. Ménesiy iki susitikimo skaiciaus histograma
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000 )= 9
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$vi durki s
[1] 4. 486
$di spersija
[1] 29.76157

1) Issiaiskinkite Randez funkcija. 2) Ménesiy iki susitikimo skai¢iaus S. nr skirstinys
yra labai nesimetriSkas, todél jo vidurkio 95% pasikliauties intervalg raskite butstrepo
metodu (zr. 4.13 ir 4.22 uzduotis). Ar tikroji vidurkio reikSme priklauso Siam intervalui?

4.24 UZDUOTIS. Vadinamoji 30 taisyklé tvirtina, kad (i§ tikryjy neaprézto) normaliojo
ad. X reikSmés  praktiSkai  visuomet priklauso apréztam intervalui
(EX =3+DX,EX +3+/DX). 1) apskaiciuokite Sia tikimybe, 2) generuokite 500 norma-
liyju a.d. ir raskite koks procentas §io éminio nariy yra intervale (X —3s,X +3s), 3) ta

pati atlikite su eksponentiniu skirstiniu ir su Puasono skirstiniu (imkite | anb-
da=0. 09).

4.25 UZDUOTIS. Jei kai kurios kintamojo reikimés kartojasi kelis kartus, rezultatai
kartais pateikiami grupuotu pavidalu (Zr. Zemiau nor arba nnor). Stai kelios eilutés,
kurios sukurs dirbtinius tokio pavidalo duomenis.

set.seed(1)

nor _tabl e(round(rnornm 30, 100, 1), 0))
nor

# 98 99 100 101 102 103

# 3 6 11 7 2 1

nor1_as. nuneric(nanes(nor))

norl

#(1] 98 99 100 101 102 103
nor 2_nor

di mamnes(nor2) _NULL

nor 2

#[1] 3 611 7 2 1
nnor _chi nd(nor 1, nor 2)

> nnor

nor1l nor?2
[1,] 98 3
[2,] 99 6
[3,] 100 11
[4,] 101 7
[5,] 102 2
[6,] 103 1

a) ApskaiCiuokite nnor vidurkj ir standarta (jie lygts, atitinkamai, vid=100,0667 ir
sta=1,201532);
b) Naudodamiesi funkcija i nt egr at e, apskaiciuokite integrala
110
J’ xexp(—(x —vid)*/2sta*)dx .
90

ISbrézkite pointegrinés funkcijos grafika.

4.26 UZDUOTIS. Kompakto R1 failuose Data\Misc\d-olive-test.txt ir Data\Misc\d-olive-
train.txt yra yra pateikti duomenys apie Italijos alyvy aliejus. Kiekvienas aliejus buvo
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charakterizuojamas gamybos rajonu (Region - tai South=1, Sardinia=2 ir North=3), Sio
rajono parajoniu (Area) ir aStuoniy riebiyjy ragsciy (palmitic, palmitoleic ir t.t.) kiekiu
(%%100) iame aliejuje. Tyrimo' tikslas buvo i$siaiskinti ar galima pagal riigi¢iu kom-
binacija nustatyto aliejaus kilmés vieta. Mes apsiribosime aprasomaja Siy duomeny
analize. Apjunkite Siuos du failus | viena (ko gero tai bus duomeny rinkinys
Data\Misc\olive-dat.txt - patikrinkite) ir nusiskaitykite. Skaitines charakteristikas (visiems
rajonams kartu ir kiekvienam rajonui atskirai) pateikite mazdaug tokiu pavidalu:

Visiems rajonams:

palmtic palmtoleic .iiiiiiiiiiiiiiieeennn, ei cosenoi ¢
mn 610 15. 00 1.00
nmedi an 1201 110. 00 17.00
nmean 1232 126. 10 16. 28
max 1753 280. 00 58. 00
std. dev 168. 6 52.5 14.1

Dabar ta pati apskaiciuokite atskirai pietiniams rajonams (Region=1), Sardinijai (Re-
gion=2) ir Siaurés rajonams (Region=3). Kiekvienam rajonui iSbrézkite jo alyvy jvairiy
rugsciy vidurkius (plg. 6.3 pav.).

4.27 UZDUOTIS. Kompakto R1 faile Data/Misc/Minnrain.csv yra pateikti daugelio mety
krituliy kiekiai. Nusiskaitykite Siuos duomenis, iSbrézkite ju histograma ir kvantiliy gra-
fika. Ar duomenys panasiis i normaliuosius? Gal Box — Cox’o transformacija (zr. 4-4
psl.) galéty pagerinti duomeny normaluma? Paeksperimentuokite.

4.28 UZDUOTIS. Tarkime, kad visy $alies namy tkiy (= household (angl.)) pajamos X
yra vienodos ir lygios C (variantas: visi akcininkai turi vienoda akcijuy skai¢iy). Jei Siuo
“visuotinos lygybés” atveju surinktume duomenis apie minétas pajamas, tai visi éminio
elementai X; biity lyglis €. Antra vertus, “visiSkos nelygybés” atveju visos Salies pajamos
(variantas: visos AB akcijos) priklausyty vienam namy tkiui (kity pajamos biity lygios
nuliui). AiSku, kad tarpiniy varianty yra daug, o vienas i§ biidy pademonstruoti visuo-
menés “nelyguma” yra Lorenz’o kreive ir Gini’o koeficientas.

Lorenz Curve

% of income

1] 20 40 1] a0 10
% of households

‘—Line of perfect equalty =———Lorenz curve ===Line of petfect inequalty

4.32 pav. Trys Lorenz’o kreivés

07, http://www.public.iastate.edu/~dicook/stat503.html , faila cs_olive.pdf.
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(Raudongja (zr. 4.32 pav.)) Lorenz’o kreive reikty interpretuoti taip. Tarkime,
X, X5,..., X, yra visy Salies namy tkiy pajamos (Siy skai¢iy suma lygi visam Salies pro-

duktui). Jet susumuotume 20% skurdZiausiy namy iikiy pajamas, tai $i suma sudaryty tik
mazdaug 12% viso produkto, o jei 60% - tai 40% viso produkto ir t.t.

Stai kelios eilutés, kurios brézia kreive panasia i raudonaja.

y <- sort(runif (1000, 0, 15000))

hi st (y)
X <- (1l:length(y))/length(y)
pl ot (x, cumsum(y)/sunm(y),type="1", col =2)

abl ine(0, 1, col =3)

Histogram of y
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4.33 pav. 1000-¢io namy tikiy pajamos yra tolygiai pasiskirs¢iusios intervale [0, 15000] (kairéje);
tai néra (kodél?) “lygybés visuomené” (zr. Lorenz’o kreive desinéje)

ISbrézkite dar dvi Lorenz’o kreives, kurios atitikty atvejus, kai iikiy pajamos turi a) nor-
malyji skirstin su vidurkiu 0 ir standartu 5000 (¢éminj sudarykite tik i§ teigiamy §io ob-
jekto elementy) ir b) Pareto skirstini su parametru ¢ =2 .

Pajamy “nelygybe” galima charakterizuoti vadinamuoju Gini’o koeficientu G — skait-
meniskai jis lygus plotui tarp zalios ir raudonos linijos (jei G =0 — “visi lygus”, jei
G =1 - visiSka nelygybé). Apskaiciuokite a) ir b) atvejy Gini’o koeficientus. Kuri
visuomen¢ “nelygesné”? Kaip tai susije su a) ir b) skirstiniy savybémis?

4.29 UZDUOTIS. Lorenz’o kreive galima apibrézti ne tik éminiams, bet ir populiaci-
joms. Tiksliau kalbant, jei namy iikio pajamos nusakomas skirstiniu F, , tai Sios popu-
liacijos Lorenz’o funkcija apibréziama taip:

p
L (P) == [Fi')du, pO.1)

(¢ia Fy' yra funkcija atvirk$tiné skirstinio funkcijai (kitaip sakant, tai kvantiliy funkcija
- pakete R ja skai¢iuoja funkcijos quni f, qpar et o ir panasiai)). Irodykite, kad Lo-
renz’o funkcija turi savybes:

a) Ly(0)=0,
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b) Li(D=1,

) L (p)20,
d) Lx'(p)ZO (t.y., Lorenz’o kreivé visuomet yra zemiau tiesés Y =X
(kodél?)).

1

e) Irodykite, kad Gini’o koeficientas G =1 —2I L, (p)dp.
0
f) Kaip Gini’o koeficientas Pareto skirstiniams priklauso nuo c?

ISbrézkite Lorenz’o kreive, kai X turi tolygy skirstini intervale [0,1]; raskite Sio skirstinio
Gini’o koeficienta.

430 UZDUOTIS. Duomeny rinkinio at t enu:

> data(attenu)

> attenu
event mag station dist acce

1 17.0 117 12.0 0.359
2 27.4 1083 148.0 0.014
kkkkkkhkhkkikhkkkkkkk*%

11 27.4 117 370.0 0.004
12 35.3 1117 8.0 0.127
13 4 6.1 1438 16.1 0.411
14 4 6.1 1083 63.6 0.018
15 4 6.1 1013 6.6 0.509
st st fe e ke s s s sk st ke sk sk sk ok

pirmajame stulpelyje event yra pateiktas zemes dreb¢jimo Kalifornijoje numeris (nuo
1 iki 23). Kai kuriuos i$ ju uzregistravo tik viena stotis (pvz., 1-aji), taciau kitus — kelios
stotys (pvz., 2-aji uzregistravo deSimt stoc¢iy). Komanda

> tabl e(attenu$event)
1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
110 1 911 1 1 522 1 3 1 2 4 4 3 3113816 7 10 18

informuoja apie kiekvieno drebé&jimo registracijy skaiciy, taciau gerai buty Sia informa-
cija pateikti vaizdziau. Komanda

> barplot(tabl e(attenu$event)) # Plg. 4.34 pav. vir3utini grafika
pateikia auksciau uzraSyta informacija grafiskai, o komanda

> barplot(rev(sort(table(attenu$event)))) # 4.34 pav., viduryje

brézia ty pa¢iy duomeny Pareto grafika (zr. [CM, 55 psl.]). I§ 8io grafiko jau aiskiai

matome, kad daugiausiai karty buvo uzregistruotas 19-asis zemés drebéjimas, toliau eina
9-asis ir t.t.
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4.34 pav. at t enu$event stulpeliné (virSuje) ir dvi Pareto diagramos

ParaSykite kelias komandas, kurios brézty apatini 4.34 pav. grafika (¢ia kreivé virSuje
yra sukauptieji stebéjimy dazniai).

431 UZDUOTIS. Isskirtys (outliers) daZnai signalizuoja apie tai, kad éminyje yra
“nereguliariy” stebéjimy arba “klaidy”. Néra standartiniy rekomendacijy, ka daryti su
18skirtimis (daznai iSskirtys tiesiog atmetamos, taCiau jei keli taSkai prieStarauja miisy
modeliui, tai gal tiesiog modelis blogas''?). Kaip ten bebiity, pabandykime aptarti, ka
vadinti i$skirtimis ir kaip ju efekta susilpninti. DaZznai teikiama rekomendacija atmesti
duomenis, kurie netelpa { intervala mean*3sd (triju sigmy taisyklé); deja ji néra
visuomet gera, nes tuomet, kai turime iSskir¢iy kaip vidurkis taip ir standartas gali biiti
toli nuo “tikryjy”. Tokiu atveju tikslingiau naudotis “atspariomis” statistikomis, pvz.,
mediana ar MAD (zr. 4-15 psl.).

Nagrinékime duomeny vektoriy X

0.378 -22.831 1.123 -10.789 0.191 0. 168 0. 552 1.192 1.767 0.170
-1.108 -1.714 6.045 -1.424 -1.226 -26.948 1.875 -2.059 -0.491 0.010
-9.526 0.216 -0.479 -27.457 1.148 -3.852 -0.859 -1.338 -0.037 0.912

0.831 0.132 -0.887 0.144 0.042 3.145 -0.546 321.202 0.612 0.067

1.910 0.952 -0.738 -4.508 23.327 0.564  3.658 0.885 -0.116 5.232

0.205 -3.820 -0.236 -0.386 0.727 -3.817 -2.584 -1.514 20.013 -0.160
-0.374 -0.183 -0.368 1.156 -2.995 -1.222 0.041 -0.589 0.993 0.223

0.043 -2.175 0.576 0.540 -0.179 -4.750 0.585 -1.999 -0.830 -0.653

4.030 1.472 -0.302 0.509 3.809 1.811 -19.947 -1.860 4.351 0.058

1.021 1.986 1.389 -0.136 0.459 0.766 -17.920 1.940 1.646 1.211

Keturiuose polangiuose iSbrézkite keturias staCiakampes diagramas: 1) paciy duomenuy
X, 2) rinkinyje X palikite tik duomenis telpan¢ius | intervala [mean(Xx) -
3*sd(x), mean(x) +3*sd( x) ], 3) rinkinyje X palikite tik duomenis tarp 0,025-0jo
ir 0,975-jo0 kvantiliy, 4) teorija rekomenduoja rinkinyje X palikti tik duomenis i$ inter-
valo [medi an( x) - 3, 5*mad( x), medi an(x) +3,5* nmad(x)].

! Teigiama, kad ozono “skylé” vir§ Antarktidos buvo taip ilgai nepastebéta dél to, kad stebéjimy
“i$skirtys” buvo automatiskai atmetamos.
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4.32 UZDUOTIS. Su File|Source R code... nuskaitykite duomeny rinkini primates.R 1§

Data/Maindonald.
> primates = n .3
Speci es Bodywt Brai nwt = 8-
1 Potar nonkey 10.0 115 > -
2 Gorilla 207.0 406 = %‘ *5 *2
3 Humen  62.0 1320 s oM 00000
4 Rhesus nonkey 6.8 179
5 Chinp 52.2 440 0 50 100 150 200
Body weight (kg)

Siy primaty kiino ir smegeny svorio sarysj pavaizduosime grafiskai.

attach(pri mat es)
pl ot (x=Bodywt, y=Brai nwt, pch=16, x| ab="Body wei ght (kg)",
yl ab="Brai n weight (g)", xlimc(5,240), ylinmsc(0,1500))
chw <- par () $cxy[ 1]
t ext (x=Bodywt +chw, y=Brai nwt, | abel s=row. nanes(pri mates), adj=0)

Pakeiskite §i grafika taip, kad tasky etiketés biity ne eilés numeris, bet primato vardas.
Galimas daiktas, kad horizontaliai uzraSyti vardai netilps, tod¢l pasukite juos 45 laipsniy
kampu (parametras St r ). PanaSiai jveskite dolphins.R duomenis ir iSbrézkite grafika

att ach(dol phi ns)
pl ot (I ogwei ght, | ogheart)

Kaip nors “protingai” pazymeékite St yX ir del ph rasis.
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5. Dvimaciai duomenys: aprasomoji statistika ir

duomeny prieSanalizé

Kaip ir vieno kintamojo atveju, nagrin¢jant du kintamuosius, paprastai kyla klausimai
apie kiekvieno ju skirstinio forma ar parametrus. Antra vertus, dabar atsiranda nauja
tema apie jy tarpusavio rysius. Jos sprendimas priklauso nuo kintamuyjy tipo. Ar iSsila-
vinimo lygis priklauso nuo lyties? (abu kintamieji vardiniai). Ar priklauso atlyginimas
nuo lyties? (pirmasis kintamasis skaitinis, antrasis vardinis). Ar priklauso atlyginimas
nuo patyrimo (metais)? (abu kintamieji skaitiniai). Siems bei panasiems klausimas ir

skirtas 5 skyrius.

5.1. Vardiniai kintamieji

bwages duomeny rinkinyje turime informacijos apie tiriamyjy asmeny lytj mal e ir is-
silavinima educ. Ar galima teigti, kad moterys (o gal vyrai?) yra labiau i$silaving?

> attach(bwages)
> (me <- tabl e(nal e, educ))
educ
male 1 2 3 4 5
0 23 70 162 192 132
1 76 195 258 164 200
> (em <- tabl e(educ, nal e))
mal e
educ O 1
1 23 76
2 70 195
3 162 258
4 192 164
5 132 200

Stai funkcija mar gi nal s, sumuojanti gautasias lenteles pagal eilutes ir stulpelius (pa-

bandykite ja i$siaiSkinti!):

margi nals <- function (x) {

## X is a matrix
row. suns <-

r ow. nanes <-
col . nanes <-
X <- cbind(x, row. suns)
col . suns <-

# Tai vadinamoji
# lenteleé

(pozymiu)

saveikos

(contingency table)

# Kitaip pateikta saveikos lentele

appl y(x, 1, sum
c(rownames(x), "Total ")
c(col names(x), "Total ")

appl y(x, 2, sum

X <- rbind(x, col.suns)
rownanes(x) <- row. names
col nanmes(x) <- col.nanes

X

}

Pritaikykime ja miisy duomenims:

> smem <-

si npl e. mar gi nal s(en)
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> snem

0 1 Tot al
23 76 99
70 195 265

162 258 420
192 164 356
132 200 332
Total 579 893 1472
> snme <- sinple. margi nal s(ne)

GrrWNE

> snme

1 2 3 4 5 Tot al
0 23 70 162 192 132 579
1 76 195 258 164 200 893

Total 99 265 420 356 332 1472

Kokias nors i$vadas apie kintamyjy educ ir mal e priklausomybg sunku daryti, kadangi
vyry yra zymiai daugiau ir tiesiog lyginti skaiCius atitinkamuose langeliuose neverta.
Pavyzdziui, snmre lenteléje 5-joje educ grupéje motery yra 132 (i$ 579), o vyru 200 (i$
893; aisku, kad teisingiau biity lyginti 132/579=0,228 su 200/893=0.224).

> (smme/sme[,"Total "])[-3,-6] # Matricos snme stul peliai cikliSkai
# (t.y.,teisingai) dalinam iS “Total”
# stulpelio; iS gautosios matricos
# pasSaliname 3 eilute ir 6 stulpeli
1 2 3 4 5
03972366 0.1208981 0.2797927 0.3316062 0.2279793

0 0.
1 0.08510638 0.2183651 0.2889138 0. 1836506 0.2239642

Stai dar du $ios procediiros variantai, naudojantys tik base paketo funkcijas:

t (appl y(em 2, function(x){x/sumx)})) # t=transponuoti (rmatrica)
t (appl y(ne, 1, function(x){x/sumx)}))

Tiesa sakant, visus $iuos rezultatus galima gauti ir su base paketo pr op. t abl e funk-
cija: iSbandykite

prop.tabl e(ne, 1) # Procentai eilutese
prop.tabl e(ne, 2) # Procentai stul peliuose
prop.tabl e(nme, NULL) # Procentai lenteléje

PanaSiems reikalams skirta ir funkcija t ab. di stri b, kuria galima taikyti matricoms
arba masyvams (galimas daiktas, gautiems kaip funkciju t abl e arba xt abs reikSmés):

tab.distrib <- function(x){
dins <- dimx)
jtd <- x/sum(x) # N Total
col <- matrix(x, nrow=di ms[ 1])
cold <- sweep(col, 2,apply(col,2,sum,"/") # N Col Tot al
cold <- array(col d, di m=di ms)
row <- matrix(t(col), nrow=di ns[ 2])
rowmd <- sweep(row, 2, apply(row, 2,sunm,"/") # N RowTot al
rowmd <- t(matrix(rowd, nrow=ncol (col), ncol =nrow(col)))
rowmd <- array(rowd, di medi nrs)
attributes(cold) <- attributes(x)
attributes(rowd) <- attributes(x)
list(joint.distrib=jtd,col.distrib=cold,row.distrib=rowd)
}

Du pavyzdziai:
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5.1 pvz.

> tab. distrib(nme)$row
educ
mal e 1 2 3 4 5
0 0.03972366 0.1208981 0.2797927 0.3316062 0.2279793
1 0.08510638 0.2183651 0.2889138 0.1836506 0.2239642

5.2 pvz.

> dat a(war pbr eaks)
> tab <- xtabs(breaks ~ wool + tension, data = warpbreaks)
> tab
tensi on
wool L M H
A 401 216 221
B 254 259 169
> tab. distrib(tab)
$joint.distrib
tensi on
wool L M H
A 0.2638158 0.1421053 0.1453947
B 0.1671053 0.1703947 0.1111842

$col . distrib
t ensi on
wool L M H
A 0.6122137 0.4547368 0.5666667
B 0.3877863 0.5452632 0.4333333

$row. distrib
t ensi on

wool L M H
A 0.4785203 0. 2577566 0.2637232
B 0.3724340 0.3797654 0. 2478006

5.1 UZDUOTIS. Issiaiskinkite funkcijos t ab. di st ri b teksta ir 5.2 pavyzdi.

5.2 UZDUOTIS. Eilutés

sex <- c("Male", "Female")
age <- letters[1:6]
education <- c("low', 'med', 'high')

data <- expand. gri d(sex=sex, age=age, educati on=educati on)
counts <- rpois(36, 100)

datal <- chind(data, counts)

t1l <- xtabs(counts ~ sex + age + education, data=datal)

generuoja “labai tvarkinga” duomeny sistema dat a. Pakeiskite generavimo procediira
taip, kad dat a bty labiau panasus i realu (“netvarkinga”) 36 eilu¢iy duomeny rinkinj.
Papildykite ji “vardy” stulpeliu | D (“vardai” turéty biti pavidalo KL245, AV311 ir

pan.). Nuoroda. Jums gali praversti tokios komandos:

il <- sanpl e(LETTERS, 36, r epl ace=T)
i 2 <- sanpl e(LETTERS, 36, r epl ace=T)
i 3 <- sanpl e(100: 999, 36)

ID <- paste(il,i2 i3, sep="")

Grizkime prie iSsilavinimo tyrimo. Matéme, kad auksSc¢iausiose iSsilavinimo grupése
(ypac 4-joje) dominuoja moterys, o Zemiausiose — vyrai. Taigi atrodo, kad lytis turi jta-
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kos iSsilavinimui, taiau tai patvirtinti statistikos testy skaitmeniniais rezultatais galé-
sime tik 10 skyriuje (zr. 10.1 uzd.).

Tik ka nustatytas faktas bus ypac vaizdus, jei ji pavaizduosime grafiskai.

> barpl ot ((smre/sme[,"Total "])[-3,-6], besi de=T, | egend=c("fenal e",
"mal e"))

B female

_ S e S ——
1 2 3 4 5

0.00 0.10 0.20 0.30

5.1 pav. Motery ir vyry iSsilavinimo stulpelinés diagramos

Nors kintamieji educ ir mal e yra skirti vardiniams kintamiesiems (faktoriams)
koduoti, taciau jie apiforminti kaip skaitiniai kintamieji.

> cl ass(educ)
NULL

Kartais kintamojo klasé néra svarbi, taciau kai kurios funkcijos reikalauja, kad kintama-
sis buity, tarkime, faktorius. Pakeisti klase néra sunku:

> r <- rpois(10,3)
>r
[1] 3344122224
> cl ass(r)
[ 1] NULL
>rf <- factor(r) # Kei c¢iame klasés poZzymi
> rf
[1] 3344122224
Levels: 1 2 3 4
> class(rf)

[1] "factor”
>rr <- as.nuneric(rf) # Griztame atgal
>rr

[1] 3344122224
> class(rr)
NULL

Zemiau pateikiame funkcija j i tt, kuri, kai skirtingy reik§miy “mazai”, iSbrézia kelis
grafiky variantus. Eminj r 1 sudaro n atsitiktiniy skaiciy, kuriy kiekvienas Zymi sékmiy
skaiciy, atlikus keturis bandymus (s€ékmés tikimybé lygi 0,45), o éminj r2 sudaro n
panasiy skai¢iy (bet sékmés tikimybé dabar kiek didesne — 0,55).  Grafikas
pl ot (v1, v2) $jkarta mazai informatyvus, nes daug tasky (ir neaiSku kiek) “sulimpa”
1 viena. Tokiu atveju naudinga funkcija j i tt er (jitter (angl.) = triukSmas) — ji kiekvi-
eng taska truputj pastumia i Song (bet kiekviena skirtingai), ir dabar aiskiau matyti, keli
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taskai buvo sulipg i viena. Atkreipkite démesi i tai, kad priklausomai nuo kintamojo
klasés funkcija pl ot brézia vis kitoki grafika — R yra objektiskai orientuota pro-
gramavimo kalba!

jitt <- function(n){

# funkcija jitt

vl <- rep(1l:2,c(n,n))

#n <- 4

#vl <- rep(1:2,c(n,n)) vl rodo éminio numeri

#vl

#(1] 11112222

rl <- rbinon(n,4,0.45)

r2 <- rbinon(n, 4, 0.55)

v2 <- ¢(rl1,r2)

opar <- par(nfcol=c(2,3))

on. exi t (par(opar))

pl ot (v, v2, mai n="plot(vl,v2)") # G afi kas visai neinformtyvus
plot(factor(vl), v2, # Zym ai geri au, sutanpa su boxpl ot
mai n="pl ot (factor(vl),v2)”)
plot(jitter(vl),jitter(v2),min="plot(jitter(vl),jitter(v2))”)

# Visi taSkai “padrebinti”

stripchart(v2~vl, nethod="jitter”,vertical =T, main="stri pchart”)

# PanaSus grafi kas

barpl ot (tabl e(vl, v2), besi de=T, | egend=c(*“ p=0. 45", " p=0. 55"),

mai n="bar pl ot ™) # Jei p=0,55 — daugiau dideliy
# reikSmiy
sunfl owerpl ot (v1, v2, # Spinduliy skaicius lygus tasko
mai n="sunf | owerpl ot") # kartoti nunui
cat (“Medi ana 1=",nedian(rl),”, Mediana 2=",nedian(r2),”\n")

tabl e(vl, v2)
}

> jitt(40)
Medi ana 1= 1 , Mediana 2= 2
v2
Vl 0 1 2 3 4 plot(v1l,v2) plot(jitter(v1),jitter(v2)) barplot
141814 31 1T <1 - .
21 914 13 3 . .. v N
4o B o PR e
g g
¥ w4 ﬁ:? N—~":}'°.o g3
-] R SoL e
o 4 © 1 ° -
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1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 08 1.2 1.6 20
vl jitter(vl)
plot(factor(vl),v2) stripchart sunflowerplot
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I
|
¥ ¥
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I
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5.2 pav. Sesi biidai sveikaskai¢iams matavimams vaizduoti

5.3 UZDUOTIS. I§siaiskinkite Zemiau pateikta teksta:

data(airquality); attach(airquality)
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tabl e(cut (Tenp, quantil e( Tenp) ), Mont h)
#si npl e two-way contingency table
pl ot (tabl e(cut (Tenp, quantile(Tenp)), Mnth))

Pastarasis grafikas iliustruoja tai, kad karSciausia btina liepos ménesi. Kaip dar galétu-
méte pademonstruoti §i fakta?

5.4 UZDUOTIS. I3siaiskinkite § teksta:

data(Titanic)

ftable(Titanic, row vars 1:3)

ftabl e(Titanic, row vars = 1:2, col.vars = "Survived")
ftable(Titanic, row vars = 2:1, col.vars = "Survived")
5.5 UZDUOTIS. I3siaiskinkite §] teksta:

dat a( UCBAdmi ssi ons)

X <- apern(UCBAdm ssions, c(2, 1, 3))

dimames(x)[[2]] <- c("Yes", "No")

nanes(di manes(x)) <- c("Sex", "Admt?", "Department")

ftabl e(x)

## Fourfol d display of data aggregated over departnents, with
## frequencies standardi zed to equate the nmargins for admi ssion
## and sex.

fourfol dpl ot (margin.table(x, c(1, 2)))

5.2. MiSrus atvejis: vardiniai ir skaitiniai kintamieji

Ar diskriminuojamos Belgijoje moterys? Tiksliau kalbant, ar priklauso atlyginimo
wage (tai skaitinis kintamasis) dydis nuo lyties mal e (tai vardinis kintamasis)? I§
principo, galétume pasinaudoti tuo, ka jau zinome — kintamaji wage galétume skaidyti 1
grupes, o paskui tirti Siy dviejy vardiniy kintamyjy saveikos lentelg. Prisiminkime kaip
tai daroma.

> attach(bwages)

> summary(wage)
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
88.38 327.30 408.50 445.80 514.60 1919.00

Suskaidykime atlyginima i keturias grupes pagal kiek padailintas kvartiliy reikSmes (tai
atlieka funkcija cut ):

> wage
[1] 313.85280 194.37800 426.13640 284.09090 318.18180 330.78950
[7] 331.36360 418.66030 441.91920 290.90910 281.10050 299.87370

> cut (wage, breaks=c(80, 320, 410, 520, 1920))
[1] (80, 320] (80, 320] (410, 520] (80, 320] (80, 320]
[6] (320, 410] (320, 410] (410, 520] (410, 520] (80, 320]

Matome, kad pirmasis atlyginimas 313,85 priklauso intervalui (80,320] ir t.t.

> t abl e( cut (wage, breaks=c(80, 320, 410, 520, 1920)))

(80, 320] (320, 410] (410, 520] (520, 1. 92e+003]
337 410 364 361
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Kaip ir reikgjo tikétis (kodél?), kiekvienoje grupéje yra mazdaug vienodas jrasy skai-
¢ius. Dabar patyrinékime lyties ir atlyginimo saveikos lentelg.

> nmw <- tabl e(male, cut(wage, breaks=c(80, 320, 410, 520, 1920)))
> mw
mal e (80, 320] (320, 410] (410,520] (520, 1.92e+003]

0 162 169 140 108

1 175 241 224 253
> snmw <- si npl e. mar gi nal s( nw)
> simw

(80,320] (320,410] (410,520] (520,1.92e+003] Total

0 162 169 140 108 579
1 175 241 224 253 893
Tot al 337 410 364 361 1472

I§ tikryju, mums reikia kiek kitokios lentelés:

> (smmwv/ s, "Total "])[ -3, -5]
(80, 320] (320,410] (410,520] (520, 1.92e+003]
0 0.2797927 0.2918826 0.2417962 0. 1865285
1 0.1959686 0.2698768 0.2508399 0. 2833147
> barpl ot ((smmv/ smmy , "Total "])[-3,-5], besi de=T, | egend=c("fenal e",
"mal e"))

B female
O male
I L ] ]
(80,320] (320,410] (410,520] (520,1.92e+003]

5.3 pav. Grupuoto atlyginimo stulpelinés diagramos (atskirai moterims ir vyrams)

Matome, kad mazy atlyginimy grupése motery daugiau, o dideliy — maziau (diskrimi-
nacija!). Antra vertus, grupuodami duomenis, kiek sugrubinome tiriama paveiksla. Ne-
sunku panas$y tyrima atlikti ir su negrupuotais duomenomis.

> boxpl ot (wage[ nal e==0] , wage[ mal e==1], names=c("fenal e", "mal e"))
S o

500
|

female male

5.4 pav. Atlyginimo sta¢iakampés diagramos (atskirai moterims ir vyrams)
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Stai skaitinis $io grafiko ekvivalentas:

> tappl y(wage, mal e, sumrary) # Funkcijos tapply reik3mé yra saradas
# su dviem komponentém, kuriuy vardai
# 13 0“ i r 13 1“
$"0" # Mterys, t.y. nal e==0
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
88.38 314.30 383.50 413.90 483.00 1364.00
$" 1" # Wrai, t.y. male==1
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

139.9 340.9 422.8 466.4 539.8 1919.0

Grafike matome, kad abiejose grupése atlyginimy skirstiniai nesimetriski ir turi daug
i§skir¢iy. Taip pat matome, kad vyry atlyginimy ir mediana ir visi kvantiliai didesni nei
motery (norint iSsiaiskinti, ar Sis skirtumas néra dél éminio atsitiktinumo, reikia paken-
téti iki 10.2 uzduoties).

R yra open source produktas, t.y., kiekvienas gali paraSyti savo funkcijas ir papildyti
jomis esamas bibliotekas. H.Bengtsson’as yra parasgs funkcija pl ot . hi st ogram
leidziancia iSbrézti dvi ar daugiau histogramas viename brézinyje. Atsisiuskite Sia
funkcija i§ http://www.maths.Ith.se/matstat/staff/hb/mypackages/R/plot.histogram.R | ir
patalpinkite ja bet kur, pvz. C:\spec direktorijoje. RGui aplinkoje surinkite File| Source R
code; po lentel¢je Select file to source nuvairuokite | C:\spec\plot.histogram.R ir spragtelé-
kite ant Sio failo: dabar base paketo funkcija pl ot . hi st ogr amyra pakeista Bengts-
son’o funkcija pl ot . hi st ogr am(ji skiriasi nuo senosios tuo, kad yra ivesti du papil-
domi argumentai — stulpelio plotis Wi dt h ir postimis of f set ). Brézdama histograma,
funkcija hi st kreipsis i naujaja funkcija pl ot . hi st ogr am

at t ach( bwages)

w0 <- wage[ mal e==0]

wl <- wage[ mal e==1]

hi st (w0, width=0.5, offset=0.0, col="blue", breaks=15,

mai n="Hi st ogram of w0 & wl", xlab="w0 - blue, wl - red", prob=T)

hi st (wl, width=0.5, offset=0.5, col="red", breaks=15, add=TRUE, prob=T)

Histogram of wO & w1

Density
0.0000 0.0010 0.0020 0.0030

T T T T T T 1
o 200 400 600 800 1000 1200 1400

wO - blue, wil - red

5.5 pav. Motery ir vyry atlyginimo histogramos (papildykite §i grafika legenda)
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Vél matome, kad tarp daug uzdirbanc¢iy dauguma sudaro vyrai. O Stai dar du vyry ir
motery atlyginimy palyginimo variantai: a) pagristas tankio funkcija density (zr. 5.6
pav., kair¢) ir b) pagristas skirtumais tarp empiriniy skirstinio funkciju (zr. 5.6 pav., de-
S$ing)

par (nfrow=c(1, 2))

pl ot (density(w0), mai n="density - w0 vs. wl ", x|l ab=
l'i nes(density(wl), col =2)

| egend( 600, .003,c("femal e","male"),lty=1,col = c(4,2))

pl ot (c(sort(w0), max(w0)), (0: 1 engt h(wd))/I engt h(w0), type="S", col =4)
lines(c(sort(wl), max(wl)), (0:length(wl))/Ilength(wl),type="S", col =2)
| egend(700, .82, c("female”,"male"),lty=1,col = c(4,2))

, col =4)

Nagrinédami empirines skirstinio funkcijas (Zr. deSiniji 5.6 pav. grafika) matome, kad
raudonoji kreiveé yra visur zemiau, kas dar karta irodo, kad vyry atlyginimai yra didesni
(kodél?).

density -wOvs. wl

o
o ] s -
3 3
o
S -
o — female o © — female
o — male S — male
> A = ©
R —]
2 8 5 ©
g ° g .
] = _—
g =
3 2
o o o
S -
S _
] o
© o
o T T T T T T T T T T T
(0] 500 1000 1500 200 400 600 800 1200

c(sort(w0), max(wO0))

5.6 pav. Vyry ir motery atlyginimy empiriniai tankiai (kairéje) ir empirinés skirstinio funkcijos
(desinéje; papildykite §i grafika vardu ir pakeiskite asiy vardus informatyvesniais)

Dar istirkime atlyginimo wage priklausomybe nuo i$silavinimo educ.

> boxpl ot (wage[ educ==1], wage[ educ==2], wage[ educ==3] , wage[ educ==4] ,
wage[ educ ==5], names=c("1","2","3","4","5"))

1500
0
mooo ®

1000

— o

°

’EEEEE

%ooo 0 0

500

T T T T T
1 2 3 4 5

5.7 pav. I$silavinimui didéjant, atlyginimas taip pat didéja
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Tekstas boxpl ot komandos skliaustuose yra gana ilgas, taciau ji galima sutrumpinti:

1) boxpl ot (split(wage, educ), nanes=c("1","2","3","4","5"))
2) boxpl ot (wage~educ, names=c("1","2","3","4","5"))
3) with(bwages, boxpl ot (wage~educ)) # ?with

arba tiesiog

pl ot (educ, wage) # plot yra bendriné funkcija; jei educ yra
# faktorius, plot elgiasi kaip boxpl ot

Uzrasas wage~educ yra pirmasis formulés pavyzdys (jas daznai naudosime véliau
regresiniuose modeliuose), o funkcija spl it panagrinékite patys. Trumpam dar sus-
tokime prie skaitinio paskutiniosios procediiros varianto ir prisiminkime, ka zinome
apie sarasus.

> wes <- tappl y(wage, educ, summary)?

> wes
$" 1
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
136.4  300.5 331.4 340.0 388.8 539. 8
$" 2"
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
88.38 293.30 353.00 371.70 429.60 997.80
$" 3"
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
90.91 314.40 384.60 411.60 478.80 1240.00
$" 4"
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
181. 8 351.1 448. 6 461.1 533.7 1288.0
$" 5"
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

113.6 397.3 507.7 563. 2 679.9 1919.0
Wes yra sarasas:

> node(wes)
[1] "list"

Jo pirmaja komponentg pasiekti galime su komanda

> wes[["1"]] # Pagal komponentés varda
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

! Jei dar norétume apskai&iuoti panasias charakteristikas sutrumpintam rinkiniui Bnages (zr. 6-
3 psl.), tai reikty elgtis taip:

det ach( bwages)

at t ach( Bwages)
t appl y(wage, educ, sunmary)

Beje, tai galima pastebimai sutrumpinti:

wi t h(Bwages, {tapply(wage, educ, summary)})
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arba

> wes$" 1" # Pagal komponentés varda ($ yra [[..]] sinonimas)
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
136. 4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

arba

> wes[[1]] # Pagal komponentés numeri
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

Komponent¢ yra skaitinis vektorius su vardais:

> node(wes$"1")

[1] "nuneric"

> names(wes$"1")

[1] "Mn." "1st Qu." "Median" "Mean" "3rd Qu." "Max."

Antra vertus,
> wes[ 1]
$" 1"

Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
136.4 300.5 331.4 340.0 388.8 539.8

yra sarasas:

> node(wes[1])

[1] "list"
> nanes(wes[1])
[1 n 1ll

NeuzmirSkime — R yra programavimo kalba!

5.6 UZDUOTIS. Iitirkite ir palyginkite davi s duomeny rinkinyje motery ir vyry (tik-
raji) svori wei ght (po to —aigi hei ght ) . Koks rysys tarp tikrojo ir pranestojo (repor-
ted) Gigio (po to — svorio). Autoriaus hipoteze: Gigi pranesa didesni negu tikrasis, o svori
- mazesnj.

5.3. Skaitiniai Kintamieji

Vienas daznai sutinkamy uzdaviniy yra dviejy skaitiniy kintamyjy, prediktoriaus (arba
regresoriaus, arba nepriklausomo kintamojo) X ir (modelio) atsako (arba priklausomo
kintamojo) y, saveikos tyrimas. Tokie modeliai vadinami regresiniais, o dazniausiai nag-
rin¢jami keli klausimai: 1) kaip, zinant X reikSme, prognozuoti Yy reikSme? 2) kaip paly-
ginti du (ar kelis) modelius (Jei turime du Belgija apraSancius modelius, kuris 18 ju “tei-
singesnis”? Jei Belgijos ir Lietuvos modeliai nedaug skiriasi, tai gal tik dél éminiy atsi-
tiktinumo?) ir t.t.

Tirkime du skaitinius kintamuosius wei ght ir hei ght i§ duomeny rinkinio davi s.

attach(davi s)
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hF <- hei ght[sex=="F"]
hM <- hei ght [ sex=="M]
wWF <- weight[sex=="F"]
WM <- wei ght[sex=="M]
par (nfrow=c(1,2))

pl ot (hF, wF)

pl ot (hM WM

Variantas:

par (nfrow=c(1,2))
pl ot (wei ght ~hei ght, data
pl ot (wei ght ~hei ght, data

davi s, subset=sex=="F", mai n="Femnal es")
davi s, subset=sex=="M', mai n="Mal es")
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5.8 pav. Siuose paveiksluose X yra figis (prediktorius),
o Y — svoris (atsakas) (kairéje - moterys, desinéje - vyrai)

Atkreipsime démesi, kad X ir y aSys abiejuose grafikuose skiriasi — vyrai apskritai yra
aukStesni ir sunkesni. Tai bus lengviau pastebéti, jei abu grafikus iSbréSime viename pa-
veiksle.

pl ot (hF, wF, xI i mrr ange( hF, hM, yl i mFrr ange(ws, WM, # ?range
x| ab="hei ght", ylab="wei ght")
poi nts(hM wM pch=17) # plg. 6.9 ir 6.10 pav.
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5.9 pav. Motery (apskritimai) ir vyry (trikampiai) svorio ir tigio sklaidos diagrama
(papildykite $i grafika legenda; vyrus ir moteris pazymékite skirtingomis spalvomis)

Matome, kad did¢jant Gigiui svoris apskritai didéja. Kaip Sia tendenija, kuria akis leng-
vai pagauna, iSreikSti matematiskai? Kadangi svoris nuo tigio priklauso tiesiskai, biity

5-12



protinga per abiejy 5.8 pav. grafiky taSky debeséliy “viduri” iSbrézti tiesg, kuri viena ar
kita prasme bty “ar¢iausiai” visy taSky. Vienas i§ galimy tiesés parinkimo principy yra
maziausiy kvadraty metodas. Tarkime, kad kiekvienas atsako matavimo rezultatas Y,
nuo prediktoriaus X; priklauso taip (tai vadinamasis tiesinés regresijos modelis):
y, =a+bx, +e, 1 =1,2,..,n;

kitais Zodziais, Yy ir X priklausomybé tiesiné, bet ja kiek gadina atsitiktinés paklaidos e, .
Tiesés koeficientus a ir b tikslinga parinkti taip, kad paklaidy kvadraty suma (daznai
zymima RSS(a,b) (nuo Residual Sum of Squares)) biity minimali (tai vadinamasis ma-
ziausiy kvadraty metodas):

o e e _ 2
RSS = min RSS(a,b) = min ; e, —?tn .Z (y, —(a +bx,))

1

Norint rasti §§ minimuma, dalines RSS(a,b) iSvestines pagal a ir b reikty prilyginti O ir
1Sspresti gautaja dviejy tiesiniy lygciy sistema. R pakete Sia procediira atlieka funkcija
| m (Im=Linecar Model (angl. tiesinis modelis)), joje modeli nusakanti formulé
y, =a +bx, +e uzrasoma taip: y~X (galima rasyti ir y~1+X, bet néra reikalo: laisva-
sis narys jtraukiamas automatiskai). Funkcija | mranda a ir b jvercius & ir b, Ji taip pat
apskaiCiuoja prognozuojamas y reikSmes §, =a + Bxi , 1 =1,...,n ir dar daug ka.

Patikslinkime savo ankstesng¢ procediira:

> par(nmfrow=c(1, 2))
> Fhwl <- | m(wF~hF) # Sudarome tiesini modeli moterims
> Fhwl

Call:
Im(formula = wk ~ hF)

Coef ficients:
(I'ntercept) hF

-45. 6730 0.6227 # Tiesés koeficienty iverciai & ir b
# Kitai p sakant, noteruy svoris nuo tgio

# priklauso taip: weight =-4567 +0,623 [height

A

> pl ot (hF, wF)

> |ines(hF, Fnwl$fit) # Fhwisfit yra vektorius (Y,...,Y¥,)

> vhwl <- | m(wv-hM # Sudarome tiesini modeli vyrams
> Mhwl

Cal | :

Im(formula = wM ~ hM

Coefficients:

(I'ntercept) hM
-101. 3301 0. 9956 # Vyru regresijos tiesés lygtis yra
# weight = -101,33 +0,996 [Height
> pl ot (hM WM
> | ines(hM Mwl$fit) # Sinonimas: abline (Mhwl) - bendriné

# funkcija abline pati pasiim reikalingus
# koeficientus 18 sarasSo Mhwl
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5.10 pav. Sklaidos diagramos kartu su regresijos tiesémis

Remdamiesi Siuo tyrimu, galétume pasiiilyti formules “optimaliam” svoriui apskai¢iuo-
ti: tarkime, 170 cm Ugio moteris turéty sverti 170*0.623-45.67=60.24 kg. Vyry svorio
formulg trumpai galétume suformuluoti taip: svoris lygus Gigiui — 100, kitaip sakant 170
cm Ugio vyras turéty sverti 70 kg.

Maziausiy kvadraty metodas turi daug gery savybiuy, taciau norint, kad jos galioty, reikia
tam tikry salygy. Jos formuluojamos paklaidy terminais:

* paklaidy dispersijos turi nepriklausyti nuo i: ;7 =g’
* paklaidos privalo turéti normalyji skirsting

Norédami patikrinti Siuos du teiginius, surinkime

par (nfrow=c(1, 4))

pl ot (Fhwl)
Residuals vs Fitted < Normal O-OQ plot Scale-lL ocation plot Y cook's distance plo
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5.11 pav. Tiesinio regresinio modelio Fhwl diagnostiniai grafikai

Kiekviename grafike nurodyta po tris taskus, kurie, vadovaujantis vienu ar kitu principu
(zr. [Fo, 268-277 p.], [CM1, 47 p.], [Fa, 65-73 p.] arba Grubbs’o kriterijy
www.itl.nist.gov/div898/handbook/| (Zr. taip pat 9.4 uzduoti)) turéty biiti pripaZinti is-
skirtimis. Tai jrasai 16, 26, 29, 63 ir 80. Pasalinkime juos i§ hF ir WF:

hFn <- hF[-c(16, 26, 29, 63, 80)]
wkn <- wH[ -c(16, 26, 29, 63, 80)]
hFn <- hF[-c(16, 26, 29, 63, 80)]
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wkn <- wF[ - c(16, 26, 29, 63, 80) ]
Fhwln <- | m(wFn~hFn)

Residuals vs Fitted Normal O-O plot Scale-l ocation plot Cook's distance plo
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5.12 pav. Tiesinio regresinio modelio Fhwln diagnostiniai grafikai

Dabar turime tik viena rySkesng iSskirti — tai jrasas 16 (pagal nauja numeracija) — taciau
tai priimtina (pabandykite ja pasalinti savarankiskai). Pirmas i§ kairés grafikas rodo, kad
visos modelio paklaidos €, daugmaz homogeniskai telpa juostoje nuo —10 iki +10, taigi

visos dispersijos 0, beveik lygios. Antras 1§ kairés grafikas rodo, kad paklaidos beveik
normalios (galite dar patikrinti su su eda. shape( Fhwln$r es)) . Kadangi

> Fhwln$coef
(I'ntercept) hFn
-40. 3916370 0.5888778

tai pagal nauja formule 170 cm Tigio moteris turéty sverti truput; maziau: 170*0,589-
40,39= 59,74 kg.

Ispiidingas tiesinés regresijos pavyzdys yra pateiktas [Ve, p.28]. Ten taip pat aptartos at-
spariosios regresijos funkcijos r | mir| qs (jos maziau jautrios i$skirtims).

5.7 UZDUOTIS. Pati uzduotis — kiek véliau, o dabar pakartosime figio ir svorio analizg
su kitais duomenimis. Kompaktiniame diske R1 (Zr. Data\StatLab\Data) yra gana didelis
(1236 irasai) duomeny rinkinys babies_data.htm, kuriame be kity kintamyju yra pateikti
duomenys apie motery aigi ir svori. Nukopijuokime Siuos duomenis i R darbing direkto-
rija ir nusiskaitykime su

> StatlLabs <- read.tabl e(“babi es_data.txt”, header=T)

> St at Labs

bwt gestation parity age hei ght wei ght snoke
1 120 284 0 27 62 100 0
2 113 282 0 33 64 135 0
3 128 279 0 28 64 115 1
4 123 999 0 36 69 190 0
5 108 282 0 23 67 125 1
6 136 286 0 25 62 93 0
7 138 244 0 33 62 178 0
8 132 245 0 23 65 140 0
9 120 289 0 25 62 125 0
10 143 299 0 30 66 136 1

5-15



Pakete Simple yra funkcija Si npl e. scatter pl ot — prisijunkime ja su | i br a-
ry(Si nple)

attach( St at Labs)
si npl e. scatterpl ot (hei ght,weight) # Brézia sklaidos diagrama ir abieju
# kintamyju histogramas

Al :

200 400 600 800 1000

o 8 %iizzzs=

60 70 80 90 100

5.13 pav. x asis — hei ght , y asis - wei ght

Aiskiai matome abiejy dydziy i$skirtis. Pabandykime apziaréti St at Labs didziausiy
reikSmiy srityje. Bet pirmiau keli ZodZiai

Apie rusiavimgq. 1lgy skaitiniy vektoriy perraSymas didéjimo tvarka yra gana daug laiko
reikalaujanti procediira (zr. ?sor t ). Stai keli paprastesni pavyzdziai.

> set.seed(5)

> x1 <- rbinon(10, 20, .4)

> x1
[1] 7 9 610 8 5 7 11 4 13

Perrasyti §i vektoriy did¢jimo tvarka galima su sort :

> sort(x1)
[1] 4 5 6 7 7 8 9 10 11 13

arba suor der ir[ ..] kombinacija:

> order(x1)
[1] 9 6 3 1 7 5 2 4 810

(maziausias X1 elementas yra 9-asis, po eina 6-asis ir t.t.)

> x1[order (x1)]
[1] 4 5 6 7 7 8 9 10 11 13

Kartais matricq ar duomeny sistema reikia surti§iuoti, tarkime, pirmojo stulpelio didéji-
mo tvarka.

x2 <- rbinon(10, 20, . 4)

x3 <- rbinon(10, 20, . 4)

xx <- data.frane(xl, x2, x3)
xx[ order(x1),]

VV VYV
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Sios matricos pirmajame stulpelyje yra du 7-tukai, tatiau kodél pirmiau eina eiluté 7 11
5, o ne 7 8 8 — sunku pasakyti. Reikalui gsant, isristi lygius elementus galima, pavyz-
dziui, pagal antrQjo stulpelio reikSmes:

> xx[ order (x1J%2) , ]
X1 x2 x3
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Grizkime prie St at Labs duomeny rinkinio.

> 00 <- order(height,weight)# Jei a yra vektorius, tai a[order(a)] yra
a, perrasytas didejimo tvarka

SL yra StatlLabs, perraSytas hei ght dide-
jimo tvarka; kai height vienodi, irasus
iSdesto weight didéjimo tvarka

> SL <- StatlLabs[oo0,]

F o H o

> SL[1210: 1236, ]
bwt gestation parity age hei ght wei ght snpke

718 144 287 1 33 71 153 1
148 160 300 0 29 71 175 1
288 148 279 0 27 71 189 0
86 129 274 0 29 71 999 1
176 122 278 0 31 72 155 1
1216 152 267 0 28 99 119 1
848 134 278 0 28 99 126 1
361 107 278 1 27 99 135 0
43 138 302 0 26 99 999 1
153 127 336 0 29 99 999 0
155 129 999 0 23 99 999 1
186 131 286 0 34 99 999 1
231 111 284 0 22 99 999 1
338 131 283 0 31 99 999 0

Atrodo, kad skai¢iai 99 ir 999 skirti kazkokiam kodavimui. IS tikrujy,
www.stat.berkeley.edu/users/statlabs/labs.html|skyrelyje Birth weight Il randame, kad jie
zymi ta fakta, kad Sios moters tigis ar, atitinkamai, svoris nezinomas. PaSalinkime §ios
jraSus. Tam reikty prisiminti, kad hei ght ==99 (skaitome: hei ght lygus 99) Zymi
logini vektoriy, kurio ilgis 1236 ir kurio beveik visos komponentés lygios FALSE (is-
skyrus atitinkancias hei ght ==99 — Sios lygios TRUE). hei ght! =99 (skaitome:
hei ght nelygus 99) yra loginis vektorius, kuriame, lyginant su ankstesniuoju, TRUE ir
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FALSE sukeista vietomis. Loginiame vektoriuje hei ght ! =99&wei ght ! =999 reikSme
TRUE yra ten, kur hei ght nelygus 99 ir kartu wei ght nelygus 999 (atkreipiame dé-
mesi: loginis “arba” Zymimas simboliu |).

> SL <- StatLabs[height!=99&wei ght!=999,] # Paliekane tik eilutes,
# atitinkancias TRUE
> sinpl e. scatterpl ot (SL$hei ght, SL$wei ght)

DDHHHH HHHnnn

200 250
]
o

150

100

5.14 pav. Ugio ir svorio sklaidos diagrama su abieju kintamuyjy histogramomis

Savarankiskai jsitikinkite (pvz., su eda. shape), kad x koordinaté (t.y., hei ght) turi
beveik normalyji skirstinj, tuo tarpu wei ght — tikrai ne. Pastarajj fakta galima paais-
kinti bent dviem priezastimis: 1) nesveiku gyvenimo bidu ir 2) svoris proporcingas tii-
riui, o pastarasis — tigio kubui (normaliojo a.d. kubas néra normalusis).

Dabar pati UZDUOTIS. Atlikite panaia analize su vyry Ggiu ir svoriu. Duomenis ir ju
apraSyma rasite R1 disko failuose babies23_data.htm ir All_BABIES.doc.

5.8 UZDUOTIS. Kod¢l sie du grafikai skiriasi?

par (nfrow=c(1, 2))
X <- runif (50, -15, 20)
y <- -x"2+rnorm(50, sd=2.5)

plot(x,y, t="1")
00 <- order(x)

pl ot (x[ 00], y[ 00], type="1")

5.9 UZDUOTIS. df yra duomeny sistema, turinti 4 stulpelius: df <- dat a.
frame(x1, x2, x3, x4) . Perradykime $ia sistema x2 didéjimo tvarka. Stai du va-
riantai.

1) df[sort.list(df$x2),]

2) df.di <- df[order(df$x2),]
df . ma <- df[rev(order(df$x2)),]

# RGSiuojame didéjimo tvarka
# RGSiuojame mazéjimo tvarka

Susiraskite ir iSrusiuokite realy pavyzdi is dat a() .
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5.10 UZDUOTIS. Kaip matéme 5.1 paveiksle, tinkamai parinkti legendos vieta ir forma
ne visuomet paprasta. Zemiau pateiktas pavyzdys pateikia vieng Sios problemos
sprendimy (zr. ?par — $i funkcija turi daugybe opciju).

## increase size of the bottom border:

par(mar= c(6, 4, 4, 2) + .1)

## Set xpd=TRUE, so all plotting is clipped to the figure
## (not the plot) region:

par ( xpd=TRUE)

## Your barplot:

bp <- barplot(1:3)

## Text for the | egend:

| egend. text <- c("cats", "dogs", "cows")

## And plot the I egend below the existing plot -- centering it

| egend(nean(range(bp)), -0.3, legend.text, xjust = 0.5,
fill=heat.colors(length(legend.text)), horiz = TRUE)

Pagal §i pavyzdi, pertvarkykite 5.1 paveiksla.

5.11 UZDUOTIS. Pateikiame dar viena isskirgiy paieskos varianta. Su Copy ir Paste
perkelkite | R Zemiau pateiktas komandas (iki i dentify eilutés imtinai),
spragtelékite kairjji pelés klavisa greta iSsiskiriancio F taSko (pasirodys jo iraSo
numeris 12; tasky identifikavimo procediira galima testi, bet jei ja nusprendéte
baigti, paspauskite pelés desini klavisa).

l'ibrary(car)

dat a( Davi s)

attach(Davi s)

names( Davi s)

#[ 1] "sex" "wei ght" "height" "repwt" "repht"
rm(sex, wei ght, hei ght, repwt, repht) # Del viso pikto
pl ot (repwt , wei ght, pch=as. char act er (sex))
identify(repw, weight)

#war ning: no point with 0.25 inches

#[ 1] 12
3 12 F
C
o
:f' —
o
= 9 M
R
¢ ¢ v
8
8
g
T
120
repwt
5.15 pav. Pranestojo ir tikrojo svorio sklaidos diagrama
> Davi s[11:13,] # Pasidairykime Davis 12 eilutés aplinkoje
sex wei ght height repwt repht
11 M 70 175 75 174
12 F 166 57 56 163
13 F 51 161 52 158
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Atlikite panasia analizg¢ su car paketo Duncan duomeny rinkiniu. Panagrinékite i n-
come ir pr est i ge sklaidos diagrama. Identifikuokite kelis i$siskirian¢ius taskus su

> identify(incone, prestige, | abel =r ownanes(Duncan))

5.12 UZDUOTIS. Pratgsime poZzymiy saveikos lentelés nagringjima. I3siaiskinkite
zemiau pateikta pavyzdi.

dat a(war pbr eaks)
tab <- xtabs(breaks ~ wool + tension, data = warpbreaks)

> tab
tensi on

wool L M H
A 401 216 221
B 254 259 169

> tab/sun(tab)
tensi on

wool L M H
A 0.2638158 0.1421053 0. 1453947
B 0.1671053 0.1703947 0.1111842

# N RowTot al

> tab/apply(tab, 1, sum

t ensi on

wool L M H

A 0.4785203 0. 2577566 0.2637232
B 0.3724340 0.3797654 0.2478006
# both N Col Tot al
> sweep(tab, 2, apply(tab, 2, sum, "/")
> tab/(rep(1, 2) %% apply(tab, 2, sum)
t ensi on
wool L M H
A 0.6122137 0.4547368 0.5666667
B 0.3877863 0.5452632 0.4333333

5.13 UZDUOTIS. Stai war pbr eaks duomeny rinkinio analizés tesinys.

dat a( war pbr eaks)
opar <- par(nfrow = c¢(1,2), oma = c(0, 0, 1.1, 0))

pl ot (breaks ~ tension, data = warpbreaks, col = "lightgray",
varwi dth = TRUE, subset = wool == "A", nmain = "Wol A")

pl ot (breaks ~ tension, data = warpbreaks, col = "lightgray",
varwi dth = TRUE, subset = wool == "B", main = "Wol B")

m ext (" war pbreaks data", side = 3, outer = TRUE)

par (opar)

ISsiaiSkinkite kiekvienos eilutés prasmeg. Kokias iSvadas galite padaryti i§ gauty grafiky?
Stai kelios uzduotys i§ [Ve].

5.14 UZDUOTIS. A student evaluation of a teacher is on a 1-5 Leichert scale. Suppose
the answers to the first 3 questions are given in this table:

Student Ques. 1 Ques. 2 Ques.
5

oUubhwWNR
AWDbWWW
NN OTOTN
WRRPRP®WRFEW
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1
Enter in the data for question 1 and 2 using c(), scan(), read.table or data.entry()

1. Make a table of the results of question 1 and question 2 separately.
2. Make a contingency table of questions 1 and 2.

3. Make a stacked barplot of questions 2 and 3.

4. Make a side-by-side barplot of all 3 questions.

5.15 UZDUOTIS. In the library MASS is a dataset UScer eal which contains infor-
mation about popular breakfast cereals. Attach the data set as follows:

|'i brary( MASS)

dat a( UScer eal )

attach(UScereal)

names(UScereal ) # to see the nanes

Now, investigate the following relationships, and make comments on what you see. You
can use tables, barplots, scatterplots etc. to do your investigation.

1. The relationship between manufacturer and shelf
2. The relationship between fat and vitamins

3. the relationship between fat and shelf

4. the relationship between carbohydrates and sugars
5. the relationship between fibre and manufacturer
6. the relationship between sodium and sugars

Are there other relationships you can predict and investigate?

5.16 UZDUOTIS. The built-in data set manmal s contains data on body weight versus
brain weight. Use the cor to find the Pearson and Spearman correlation coefficients.
Are they similar? Plot the data using the pl ot command and see if you expect them to
be similar. You should be unsatisfied with this plot. Next, plot the logarithm (I 0Qg) of
each variable and see if that makes a difference.

5.17 UZDUOTIS. For the data set on housing prices, homedat a, investigate the rela-
tionship between old assessed value and new. Use old as the predictor variable. Does the
data suggest a linear relationship? Are there any outliers? What may have caused these
outliers? What is the predicted new assessed value for a $75,000 house in 1970.

5.18 UZDUOTIS. For the or i da dataset of Bush vs. Buchanan, there is another obvi-
ous outlier that indicated Buchanan received fewer votes than expected. If you remove
both the outliers, what is the predicted value for the number of votes Buchanan would
get in Miami-Dade county based on the number of Bush votes?

5.19 UZDUOTIS. For the data set emi ssi ons plot the per Capi t a GDP (gross
domestic product) as a predictor for the response variable CO2 emissions. Identify the
outlier and find the regression lines with this point, and without this point.
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5.20 UZDUOTIS. Attach the data set babi es:

i brary(sinple)
dat a( babi es)
at t ach( babi es)

This data set contains much information about babies and their mothers for 1236 obser-
vations. Find the correlation coefficient (both Pearson and Spearman) between age and
wei ght . Repeat for the relationship between hei ght and wei ght. Make scatter
plots of each pair and see if your answer makes sense.

5.21 UZDUOTIS. Find a dataset that is a candidate for linear regression (you need two
numeric variables, one a predictor and one a response.) Make a scatterplot with regres-
sion line using R.

5.22 UZDUOTIS. The built-in data set nt car s contains information about cars from a
1974 Motor Trend issue. Load the data set (dat a(ntcars)) and try to answer the
following:

. What are the variable names? (Try hanmes.)

. what is the maximum npg?

. Which car has this?

. What are the first 5 cars listed?

. What horsepower (hp) does the “Valiant” have?

. What are all the values for the Mercedes 450slc (Merc 450SLC)?

. Make a scatterplot of cylinders (cyl ) vs. miles per gallon (npg). Fit a regression
line. Is this a good candidate for linear regression?

~N N DN AW~

5.23 UZDUOTIS. Zemiau yra pateiktas vadinamasis Anskombés (Anscombe) kvartetas:

x1 yl x2 y2 x3 y3 x4 v4

10 8.04 10 9.14 10 7.46 8 6.58
8 6.95 88.14 8 6.77 8 5.76
13 7.58 13 8.74 13 12.74 8 7.71
9 881 9877 9 7.11 8 8.84
11 8.33 11 9.26 11 7.81 8 8.47
14 9.96 14 8.10 14 8.84 8 7.04
6 7.24 66.13 6 6.08 8 5.25
4 4.26 4 3.10 4 5.39 8 5.56
12 10.84 12 9.13 12 8.15 8 7.91
7 4.82 7 7.26 7 6.42 8 6.89
5 5.68 54.74 5 5.73 19 12.50

Nezitrint to, kad Sios keturios poros pastebimai skiriasi (lengviausia tai pamatyti i$
sklaidos diagramuy; jas iSdéstykite kaip 2x2 matrica), ju vienmatés ir dvimatés skaitinés
charakteristikos sutampa. Negana to, sutampa juy regresijos ties€s ir visos tiesiniy regre-
siniy modeliy lin.i <- | n(yi~xi) -charakteristikos (pastaraji fakta galima
patikrinti su sunmar y (I i n. i) ). Patikrinkite Siuos teiginius.

5.24 UZDUOTIS. R konsoléje spragtelékite File|Source R code..., nuvairuokite | kom-
paktinio disko R1 faila Data\Maindonald\dolphins.R ir spragtel¢kite ant Open.
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> sour ce("E: / Dat a/ Mai ndonal d/ dol phi ns. R")
> dol phins
wt heart | ogwei ght | ogheart species
1 35 245 3.555348 5.501258 styx
2 42 255 3.737670 5.541264 st yx
8 54 300 3.988984 5.703782 del ph
9 59 350 4.077537 5.857933 del ph

khkkkkhkhkkkhkhkkkkhhkkkkx

Pertvarke (jei reikia) faila dolphins, iSbrézkite kintamyjuy | ogwei ght (=x) ir | og-
heart (=y) sklaidos diagrama. Skirtingas speci es grupes pavaizduokite skirtingais
simboliais. Kiekvienai grupei iSbrézkite tiesinés regresijos tieses. Papildykite Zemiau
pateikta paveiksla legenda ir antraste.

logheart
5.8 6.0 6.2
| |
N
\ >

5.6
\

5.4

3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2

logweight

5.16 pav. 5.23 uzduoties iliustracija
Nuoroda. Duomeny sistema dol phi ns papildykite stulpeliu spec (nauja sistema
pavadinkite dol phi ns1), sudarytu i§ 1 (kai st yx) ir 0 (kai del ph). Gal bat, jums
pravers tokia eiluté:

> abl i ne(l n(l ogheart ~l ogwei ght, subset (dol phi nsl1, spec==1)), col =2)

5.25 UZDUOTIS. Du skaitinius vektorius galima apjungti kaip i matrica, taip ir { duo-
meny sistema:

X <- c(NA 1:5)

y <- c(6:10, NA)

xym <- chind(x,y) # Matricoje eilutés ir stul peliai |ygiateisiai
xyd <- data.frame(x,y) # Duonmenu sistema turi “nattralia” stulpeline
> Xxym # struktara

X Yy
[1,] NA 6
[2,] 1 7
[3,] 2 8
[4,] 3 9
[5,] 4 10
[6,] 5 NA
> xyd

X oy
1 NA 6
2 1 7
3 2 8
4 3 9
5 410
6 5 NA

Norint atrinkti $iy objekty poaibius, nusakomus, tarkime, stulpelio y reikSmémis,
lengviau dirbti su duomeny sistemomis ir funkcija subset .
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\%

subset (xyd, y>6)
Xy
1 7
2 8
3 9
4 10

AabhwN

Daznai reikia pasalinti eilutes, kuriose yra tristamy duomeny.

> subset (xyd, y! =" NA")

abwNE
DN E; x
O ©~NOK<

1

Pastaraji rezultata gautume ir su na. om t funkcija (ji patogesné, nes pasalinty ir ei-
lutes su blogais X ‘ais):

> pa.omt(xyd)

n
X
1
2
3
4

aprwnN
O O 00N

1

O dabar pati uzduotis. MASS bibliotekoje yra duomeny rinkinys Uscer eal . Aprasykite
ji. Palikite jame tik eilutes, kuriose vi t ami ns lygis 100%. Atspausdinkite eiluciy var-
dus tokiu pavidalu.

[, 1]

"Just Right Fruit & Nut"
"Product 19"

"Total Corn Fl akes"
"Total Raisin Bran"
"Total Whole G ain"

)

)

)

’

GrWNE

’

5.26 UZDUOTIS. Kompaktinio disko R1 direktorijoje DataMisc yra failai ztemp.txt ir

zdate.txt. Faile ztemp.txt yra pateikta Zuvinto eZero rajono pirmyjy 152 kiekvieneriy mety

(nuo 1966 iki 1977) dieny vidutiné paros oro temperatiira. Faile zdate.txt yra nurodyta

pirmosios kuoduotosios anties pasirodymo Zuvinto eZere tais pa¢iais metais data (mety

dienos numeris; kai kuriais metais duomeny triiksta).

a) ISbrézkite visy mety temperatiiry grafikus

b) Istirkite zdat e duomenis.

¢) Apskaic¢iuokite viduting 7 dieny prie§ atskrendant Siam pauks$ciui temperatiirg (gali
biti naudinga funkcijai S. na)

d) ISbréZkite Sios temperatiiros ir atskridimo datos sklaidos diagrama. Sudarykite ati-
tinkama tiesinj regresini modeli. Ar turi temperatiira itakos atskridimo datai?

5.27 UZDUOTIS. Bibliotekoje MASS yra duomeny rinkinys mammal s. Atlikite duo-

meny prieSanalize, identifikuokite i$skirtis. Sudarykite du regresinius modelius 1)
br ai n~body ir 2) | og( brai n) ~l og( body) . Kuris i$ ju tinkamesnis?
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6. Daugiamaciai duomenys: aprasSomoji statistika ir

duomeny priesanalizé

Daznai tiriamas reiskinys yra apraSomas modeliu, kuriame yra daugiau kaip du kin-
tamieji. Paprastai ¢ia susiduriama su keliomis problemomis, kaip antai, patogus
duomeny pateikimas, duomeny vizualizacija, tinkamas modelio parinkimas. Kai ku-
rios 1§ problemy sprendziamos kiek apibendrinant dvimatj atveji, taciau yra ir speci-
finiy daugiamaciy aspekty. Pradékime nuo duomeny pateikimo.

6.1. Duomeny pertvarkos

Daugiamacius duomenis R pakete galima patalpinti jvairiais btidais. Tarkime, kad,
analizuojant UAB Geronda darba, buvo surinkti duomenys apie kiekviena padalini (i$
viso ju trys). Buvo fiksuojamas kiekvieno darbuotojo amzius (skaitinis kintamasis) ir
Iytis (v ir m— tai faktorius). Stai dalis surinkty duomeny (patys sukurkite pall):

> pal # pal yra duonenu sistenn
amly > cl ass(pal)

25 v [1] "data.frane"

35 m # > class(pall, 1])

29 v # NULL

46 v # > class(pal[, 2])

33 m # [1] “"factor”

abhwNPE

\%

pa2

amly
44 v
51 v
29 m

wWN P

\

pa3
amly
34 v
22 m
29 m
40 v

A WN PP

Apjungti Siuos duomenis i vieng rinkinj ger onda galima jvairiais budais.

> geronda <- data.frane(pal, pa2, pa3) # Bl ogai

Error in data.frame(pal, pa2, pa3) : argunents inply differing nunber
of rows: 5, 3, 4

> geronda <- |ist(pal, pa2, pa3) # Dabar gerai, bet daZniausiai
> geronda # muns rei kia ne tokio pavidalo

! Pradékite su

> anx- 25

> pal<-data.frame(am
> pal<-edit(pal)
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arWN R

o
WUNARI
J<<g<«x

[[2]]
amly
144 v
251 v
329 m

[[3]]
am |
1 34
2 22
3 29
4 40

<33<X

Biity patogiau, jei ger onda atrodyty taip:

> geronda <- rbind(pal, pa2, pa3) # Apjungia tris duomeny sistemas
> geronda # (vienag po kita)

amly

25
35
29
46
33
44
51
29
34
10 22
11 29
12 40

O©CooO~NOOOTRA,WNPE

< 33<3<<3<<3<

Dar geriau bity, jei ger onda turéty dar viena stulpelj, kuriame buty nurodytas pa-
dalinio numeris (tai faktorius su reikSmémis 1, 2 ir 3).

> pa <- factor(c(1,1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3)) # Surinkonme rankom s

arba
> pa <- factor(rep(21:3,c(dimpal)[1], # Jei duonmenu daug, geriau
di mpa2)[1],dimpa3)[1]))) # Sitaip
>pa
[1] 111112223333
Levels: 1 2 3

> geronda.p <- data.frame(rbind(pal, pa2, pa3), pa)
> geronda. p

amly pa
1 25 v 1
2 35 m 1
3 29 v 1
4 46 v 1
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33
44
51
29
34
10 22
11 29
12 40

©O©oo~NO O

<33<3<<3
WWWWNNN P

DazZnai duomeny sistema pateikiama dar kitokiu pavidalu, jvedant vadinamuosius
fiktyviuosius (= dummy (angl.)) kintamuosius. Pvz., skaitinis kintamasis p2 nurodo,
kad Sis jrasas priklauso 2-ajam padaliniui, jis apibréZiamas taip:

pl
p2
p3

VVVVYV

<-
<-
<-

i fel se(geronda. p[, 3]==1, 1, 0)

i fel se(geronda. p[, 3]==2,1,0) # Sukuriane kintamgji p2 - vek-
i fel se(geronda. p[,3]==3,1,0) # torinées |ogi kos pavyzdys

dat a. frame(geronda. p[, - 3], pl, p2, p3)

amly pl p

25
35
29
46
33
44
51
29
34
10 22
11 29
12 40

O©CoO~NOOUR,WNPE

< 33<3<<3<<3<

[cNoNoNoNoNoNol i ol ol il

geronda. d <-
geronda. d

COO0OOFRRFPFPOOOOON

©

PRPPRPPOOOOOO0OO0OO0OW

Daugiau duomeny pertvarkymo pavyzdziy galima rasti [Ba, Skyriuje Reading and
transforming data] arba [My, Exercise 2]). Pateiksime dar viena pavyzdi. Failas
bwages yra didelis ir su juo ne visuomet patogu dirbti. Imdami tik kas deSimta
bwages ecilutg ir iSmesdami visus logaritmy stulpelius, sukurkime mazesnj jo vari-
anta Bwages:

> Bwages <-

> Bwa

ges

313.
281.
354.

wage educ exper
8528 23
1005 39
6364 20
5555 33
1039 5
3131 15

mal e

R OoR

dat a. frame( bwages[seq(1, 1472,10),c(1,3,4,7)],row. nanes =
as. character(1:148))

6.1 UZDUOTIS. “Ilgoje” duomeny sistemoje df . ori g

Alll
All1l
All1l
B123
B123
B123

1000
1100
1200
2000
2100
2200
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kiekvienas “asmuo” (A111, B123 ir t.t.) kartojasi tris kartus. Sia sistema reikia trans-
formuoti | “placia” duomeny sistema df . fi n

Alll 1000 1100 1200
B123 2000 2100 2200

Stai vienas tokios operacijos variantas:

df .orig <- read.table(“df _orig.txt")
N <- nrow(df.orig)
id <- df.orig[seq(1, N, by=3), 1]
dat <- matrix(df.orig[,2], ncol=3, byrow=T)
df .fin <- data.frane(id, dat)
df . fin
id X1 X2 X3
1 A111 1000 1100 1200
2 B123 2000 2100 2200

Sukurkite savaji varianta (plg. 6.22 uzduotj).

6.2. Grafiné analizé

Akis labai geras matavimo instrumentas, taciau jau trimatése sklaidos diagramose ji
gana sunkiai jzitri tendencijas. I§ tikryjy, panagrinékime funkcija scat t er pl ot 3d
1§ tokio pat pavadinimo paketo (jis yra kompaktiniame diske R1; panaSios funkcijos

yra Duncan’o Murdoch’o rgl pakete, zr. R1 diska arba http://www.stats.uwo.ca/

ffaculty/murdoch/software/|

at t ach( Bwages)
Bw3d <- scatterplot3d(exper, educ, wage, # Bréziame 3-mate sklaidos
hi ghl i ght. 3d=TRUE, col . axi s="bl ue", # diagrama
col . grid="Ilightblue",
mai n="scatterpl ot 3d", pch=20, t ype="h")
mano. | m <- | mwage~exper +educ) # Apskaicdiuojame regresijos plokStumg
Bw3d$pl ane3d( mano. | m) # Papildome sklaidos diagrama Sia
# regresijos plokStunma

scatterplot3d

wage

200 400 600 800 100012001400
educ

0" 10 20 30 40

exper

6.1 pav. Trimaté sklaidos diagrama ir wage regresijos (exper ir educ atzvilgiu) plok§tuma
Matome, kad jau trimaciu atveju sklaidos diagrama mazai naudinga (o kai matavimy

skaiius didesnis, jos apskritai nejmanoma nubrézti). Tai paaiSkina, kodél daugiama-
¢iu atveju dazniausiai apsiribojama jvairiais pavidalais pateikiama dvimaciu rysiy
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analize. Pradékime nuo bendro pobiidzio pastabos. R funkcijos pl ot, boxpl ot ,
bar pl ot , mat pl ot (ir dar daug kity) yra bendrinés, t.y., ju reikSmés priklauso nuo
argumento tipo. Stai lentelé, kurioje pateikta mums reikalingy fakty santrauka.

6.1 lentele.
vektorius matrica duomeny sistema
x - koordinatés nu- . . . [brézia daug sklaidos
. . X - pirmasis stulpelis, |,. .
pl ot meris, y — koordi- ) . diagramuy: x - vienas
AT y - antrasis stulpelis . .
natés reikSmé stulpelis, y - kitas
. .. . .. . vienas sta¢iakampis
vienas staciakampis [vienas sta¢iakampis o .
boxpl ot . .. . e lkiekvienam stulpeliui
visam vektoriui visal matricail . .
(kintamajam)
po stulpelj kiekvie- |po stulpelj kiekvienam
nai koordinatei, jo  |matricos stulpeliui, q
bar pl ot . e neapibrézta
aukstis lygus koor- [eilutés skiriamos spal-
dinatés reikSmei vomis
X - koordinatés nu- [x - eilutés numeris, y - [x - eilutés numeris, y -
meris, y - koordi- stulpeliy reikSmés stulpeliy reikSmeés
mat pl ot ) e . . . N . ..
nates reikSme su (kiekvienam stulpeliui |(kiekvienam stulpeliui
Zyma sava Zyma) sava Zyma)

Stai kelios §ios lentelés iliustracijos.

> par(nmfrow=c(1l, 2))

> pois.v <- rpois(5,3)
> pois.v

[1] 33045

> bar pl ot (poi s. v)
> box() # D agranmg patalpinsime i déZute
> pois.m<- matrix(rpois(20,3), ncol =5)
> pois. m
(.1 [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] 6 5 6 6 2
[2,] 1 2 2 4 6
[3,] 4 2 1 2 1
[4,] 3 1 1 3 4
> ba

i) rpl ot (poi s. m besi de=T)

n © —
— Ln_
< -

(3]
™ —

N
N
-l - -
o o -

6.2 pav. Vektoriaus (kair¢je) ir matricos (desingje) stulpelinés diagramos

> mat pl ot (poi s.v,type="b")
> mat pl ot (poi s. mtype="b")

# mat pl ot =matri xpl ot ;
# variantu

yra daug jos
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2 3 4 5
|
=

pois.v
pois.m
1 2 3 4 5 6

0]
|

6.3 pav. Vektoriaus grafikas (kairéje) ir matricos grafikas (deSinéje)

Priminsime, kad ir daugelio kity R funkcijy elgesys priklauso nuo argumento klasés.
Zemiau esancioje lenteléje pateikta trumpa $iy fakty santrauka.

Funkcija matrica duomeny sistema
sum vienas skaicius vienas skaicius
max vienas skaicius vienas skaicius

median vienas skaicius neapibrézta
mean vienas skaicius kiekvienam stulpeliui
sd ki ekvi enam st ul peli ui ki ekvi enam st ul pel i ui

var varcov matrica varcov matrica

Tenka pripazinti, kad tokia jvairové yra nepatogi, bet tai kaina, kuria tenka mokeéti uz
programavimo suderinamuma. Priminsime, kad matrica R viduje pateikiama kaip il-
gas vektorius su di m poZymiu, ir, pvz., funkcija SuUmsusumuoja visus §io vektoriaus
elementus. Norint rasti stulpeliy sumas, reikty naudoti (zr. 3 sk.) viena i§ Siy varianty:

apply(matrica, 2, sun
sapply (duomenuy sistema, sum)

Grizkime prie  duomeny  sistemos
Bwages. Funkcija pl ot turéty iSbrézti
daug sklaidos diagramu, rodanciy kiekvi-
eno stulpelio priklausomybe nuo kity.

12345 0.0 04 08
I I

200 1200

20

pl ot ( Bwages)

Deja, Sie grafikai mazai informatyvis,
nes daug tasky “sulimpa”. Funkcija
jitter duomeny sistemoms neapi-
brézta, todél taSkus “padrebinkime”

patys. 6.4 pav. Visy Bwages komponeniy porinés
sklaidos diagramos

200 600 1200 0 10 30

Bw.jitt <- Bwages+data.frame(rep(0,148),runif(148,-0.2,0.2),
runi f(148,-0.01,0.01), runi f(148,-0. 05, 0.05))
plot(Bw.jitt)

6-6



0.0 04 08
N

1200

200

0.0 0.8

200 600 1200 0 10 30

6.5 pav. Visy “padrebinty” Bwages komponenciy porinés sklaidos diagramos

Mums labiausiai riipi pirmoji eiluté — matome, kad didéjant i$silavinimui atlyginimas
didéja, nuo patyrimo jis priklauso paraboliskai (kaip manote, kodé¢l?), o vyry
atlyginimas, apskritai, didesnis nei motery. Beje, didziausia atlyginima gauna vidu-
tinio amziaus ir ne pacio auksciausio iSsilavinimo moteris. Ja néra sunku rasti.

> max(wage)

[1] 1239.669

> whi ch(wage==max(wage) )

[1] 67

> Bwages[ whi ch(wage==rmax(wage)), ]
wage educ exper nale

67 1239. 669 3 23 0

Kitas variantas pagristas i dent i fy funkcija.

> pl ot (exper, wage)
> jdentify(exper, wage, n=1)
[1] 67

Surinkg antros eilutés teksta ir peréje i grafikos langa, pamatysime kryzelj (jis Zymi
kursoriaus padéti). Nuveskime kryzeli ant norimo taSko ir spragtelékime kairiuoju
klavi$u — pamatysime jraso eilutés numerj.

6.2 UZDUOTIS. Originaliajame _— © 1446
rinkinyje bwages trys daugiausiai uzdir- g L™ - 1165 o 1404
bantys asmenys yra vyrai — patikrinkite . o ° O .
(funkcijoje i denti fy imdami n=3, i§- LI

wage
1000
°
o
°

brezkite 6.6 paveiksla). Kokie jy atlygini-
mai?

o
o of
86950508 o
S -

g 8@8 o
; %g%g %@ag

500
1

EHO 3

exper

6.6 pav. Rinkinyje Bwages daugiausiai uzdirbantis asmuo buvo
67-asis, o rinkinyje bwages — 1446-asis, 1165-asis ir 1404-asis
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Panagrinékime funkcija pai rs — jos iSbréztas grafikas panasus | funkcijos pl ot
taCiau ji pateikia Zymiai daugiau varianty.

> pairs(Bw. jitt, upper.panel =panel.snooth, diag. panel =panel . hi st,
| ower . panel =panel . cor)

Cia upper.panel nurodo, kas bus vir§ jstrizainés (base paketo funkcija
panel . snoot h isbréz kreive, einancia per taskuy “debesélio” vidurj — jau turéjome
tokios kreivés pavyzdi (regresijos tiesg), bet dabar remiamasi kitokiais principais
(kreive apskaiCiuos neparametrinio glodinimo funkcija | owess)). Opcija
di ag. panel nurodo kas
dar, be kintamojo vardo, bus
ant istrizainés  (funkcija
panel . hi st galima
surasti su ?pairs (Zr.
pavyzdziy skyriy); pries
vykdant aukS$¢iau uzraSyta

1200

200

1 35
LIl

komanda, funkcija
panel . hi st reikia Paste
to console). Opcija i

| ower . panel nurodo, kas
bus po istrizaine (funkcija
panel . cor irgi rasite TTTT1 T
funkcijos pai rs help’o 200 800 0 20 40
pavyzdziy skyriuje, ji ap-
skaiCiuoja koreliacijos koe-

0.0 0.8

ficiento tarp atitinkamy kinta- 6.7 pav. Funkcija pai r s : duomeny sistemos Bw. j i t t
muyju modulj; koeficiento skait- sklaidos diagramos, glodinancius regresijos kreivés,
meny didumas proporcingas koreliacijos koeficientai ir histogramos

koeficiento reikSmei — tai, kad

v —

beveik 0).

Kita funkcija, labai naudinga tiriant daugiamacius duomenis, yra copl ot (y~x| a)
arba copl ot (y~x| a*b). Ji brézia keleta y sklaidos diagramy X atzvilgiu (visoms
a reikSméms arba, atitinkamai, visoms pory (a,b) reikSméms). Norint, kad duomenuy
sistemos Bwages atveju educ ir mal e bty “teisingai” traktuojami, reikéty pabrézti,
kad jie faktoriai.

rm(educ, mal e) # Dél viso pikto (kad nebGtuy panaudoti panaudoti “pasi-
# klyde” educ ir male (vietoje educ ir male 1S Bwages))
det ach( bwages)
at t ach( Bwages)
educf <- as.factor(educ) # Dabar educ tikrai i§ Bwages (o ne gal but
# kazkada atsirade iS bwages)
mal ef <- as.factor(nale)
BwW <- data.franme(wage, exper, educf, nal ef)
r n( educf, nal ef) # Zitrékime i ateiti - “$iuk3les” paSalinkime
det ach( Bwages)
copl ot (wage~exper | mal ef ,
panel =panel . snoot h, dat a=Bwmf) # data=Bwf yra ekvi val entu konandai
# attach(Bwf)viena eilute anksc¢iau
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Given : malef

wage

200600 1200

exper

6.8 pav. Atlyginimas priklauso nuo patyrimo, bet vyrams ir moterims skirtingai

Siuos du grafikus galima pateikti ir vienu paveikslu, bet tuomet vyrus ir moteris rei-
kéty zyméti skirtingais simboliais (zr. 6.9 pav., kair¢je):

pl ot (wage~exper, pch=as. nurmeri c(nal ef ) +13)
| egend(0, 1200, c("mal e","femal "), pch=as. numeri c(mal ef ) +13)

Beje, visu 25 R grafiniy simboliy lentelg galima atspausdinti su tokiu kodu:

pl ot (1: 25, 1: 25, pch=1: 25, cex=1.5) # pch=printing character
# cex=sinbolio dydis

0 —
[ AV
n <
J e
;;nale Q 4 .
o ||T female " °
§ n . .A
u v
sS4 u a"! u : ] ﬂ = @-
g " 1o 5 =
g 1 T . XXEH
sS4 . 2 D i. T a — b
“ o u 1 - "ot g
oo :EII' =y A o Ea g*
= ol Bﬁw (LTl M PR B \4
NI Tl P PUR L . w <
ey . ] ngh g +><
s | at 7 s B @ om . N
ST T T T T O
T T T T T
0 10 20 30 40 5 10 15 20 25
exper 1:25

6.9 pav. Motery ir vyry atlyginimo ir patyrimo sklaidos diagramos (kairéje) ir
grafiniy simboliy lentelé (desinéje)

Taigi grafinius R simbolius galima pasirinkti i§ 6.9 pav. deSiniajame grafike pateikty

dvidesimt penkiuy, o apskritai visus pch variantus galima iSbrézti su $iuo kodu:

pl ot (x=0, type="n", xlimec(0, 2.5),ylimec(0,0.9)) # Ka daro $i eilute?
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for(i in 1:260) {
jo<-i -1
X <- j%9%0/10 # Surinkite ?"% %
y <- j940/10
cat("(",x,",",y,",",i,")\n")
poi nt s(x,y, pch=i)
}

& o (2<FPZdnx  &-— a -3EOU®&®d G
g—eo 1, EOYecmwid< « YO3»CNUOA&TU
*+ &O:DNXblvOsS»O- 2 4FEDUAIT S
g—EA % / 9CMWakulO% « 08 £» AT ygai-+
° < v e $ 8BLV-jt~~ ) o0 AlTOdaio
c 1 omvy#g - 7AKU—is}t*T  >¥—1A[xaesy
XBAw 6@ITAhr | TOSo®: A1Oaéob
g_+nou+5?|s]gq{ OmE - - AEORB &6V
ZANN=: IS *x4>HR\ fPz»0~¢-TAEOP&OU
g_cl> o )I3=GQ[(|aonyTi«H<LIIEOY l’\llfl
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Index
6.10 pav. Visy pch simboliy lentelé

Pazymésime, kad tasky Zyméjimo varianty yra dar daugiau — taskus galima nuspalvinti
arba vietoje grafiniy simboliy vartoti jvairius simbolinius kintamuosius:

pl ot (wage~exper, pch=20, col =as. nuneri c(educf))
pl ot (wage~exper, pch=as. char act er (educf))

_] ® _ 3
8 . 8 4
S o
= . — 5 3
o . L3 o 4
8 Voo ° 8 554 53
87 ol alT e 8 2 55857 Py
o . ,;g:::, o et o 512 2 3 12§
F e war e e S 272 8o
AN BT Ty 4
o *® | S %o (=] 22
S | =+ e ¢ o 2 3
T T T T T N T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
exper exper

6.11 pav. Atlyginimo ir patyrimo sklaidos diagramos: skirtingomis spalvomis (kairéje) ar
skirtingais skaitmenimis (desSinéje) Zymima iSsilavinimo grupé

Paskutiniuose grafikuose spalvy ir skirtingy simboliy aiskiai per daug, geriau vis tik
bty isbrézti penkis atskirus grafikus. copl ot leidzia pasirinkti du salyginius kinta-
muosius, mes pasirinksime educf ir mal ef .
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> copl ot (wage~exper | educf *nal ef , panel =panel . snoot h, dat a=Bwf )

Given : educft

— =]
 E— —
—="
— =]
—=—
o 20 40 o 20 40 o 20 40
L L L1
- o -
° | § 0
° o <, %39 e o g
<o
(=]
o D> e_© o |- o
0 ° c; °°° ° ’g/é:;T © A
o) Oofﬁ }°};—°\%\ o =T ° I~ o c
(U o = ° =) o P e
; o - S N 0
3 >
o
H ° )
o o
g - . .
o /o ) - -4 S
e 7 ,:a%/so/o > ° <
o o o—4 % ce®
N LI — LI —
o 20 40 o 20 40
exper

6.12 pav. Atlyginimo ir patyrimo kografikas (su fiksuotomis lyties ir i$silavinimo reik§mémis)

Stai dar vienas copl ot funkcijos vartojimo pavyzdys (¢ia jdomiausios yra duomeny
rinkinio VADeaths” transformacijos — duomeny formata gana daznai reikia keisti).

> dat a( VADeat hs)
> VADeat hs

Rural Male Rural Femal e Urban Mal e Urban Fenal e

50-54 11. 7 8.7 15. 4 8.4
55-59 18.1 11.7 24.3 13.6
60- 64 26.9 20. 3 37.0 19.3
65- 69 41.0 30.9 54.6 35.1
70-74 66.0 54.3 71.1 50.0

Sia matrica perrasysime kaip stulpeli, tadiau dar sudarysime antra, tredia ir ketvirta
stulpelius, kuriuose nurodysime amziuy, lytj ir gyvenimo vieta.

> dr <- c(VADeaths) # Matrica VADeaths paversime vektoriumi
> dr

[1] 11.7 18.1 26.9 41.0 66.0 8.7 11.7 20.3 30.9 54.3 15.4 24.3 37.0
[14] 54.6 71.1 8.4 13.6 19.3 35.1 50.0
> n <- length(dr)
> rep(ordered(rownanmes(VADeat hs)), | engt h=n)

[1] 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74
[11] 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 50-54 55-59 60-64 65-69 70-74
Level s: 50-54 < 55-59 < 60-64 < 65-69 < 70-74
> gl(2,5n, labels=c("M, "F')) # Funkcija gl gam na faktorius

[] MMMMMFFFFFMMMMMFFFFF
Levels: MF
> gl (2,10, labels= c("rural", "urban"))

[1] rural rural rural rural rural rural rural rural rural rural

* Tai mirusiyjy skaiius 100-ui gyventoju ivairiose amziaus grupése. Duomenys sugrupuoti pagal
gyvenamo vieta (kaimas ar miestas) ir lyti (vyras ar moteris).
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[11] urban urban urban urban urban urban urban urban urban urban
Levels: rural urban

> d. VAD <- data.franme (Drate=dr, age=rep(ordered(rownanes(VADeat hs)),
| engt h=n), gender=gl (2,5, n, l abel s= ¢c("M', "F"')), site=gl (2,10, |abels

=c("rural", "urban")))
> d. VAD

Drate age gender site
1 11. 7 50-54 M rural
2 18.1 55-59 M rural
3 26.9 60-64 M rural
4 41.0 65-69 M rural
5 66.0 70-74 M rural
6 8.7 50-54 F rural
7 11.7 55-59 F rural
8 20. 3 60-64 F rural
9 30.9 65-69 F rural
10 54.3 70-74 F rural
11 15.4 50-54 M ur ban
12 24.3 55-59 M ur ban
13 37.0 60-64 M ur ban
14 54.6 65-69 M ur ban
15 71.1 70-74 M ur ban
16 8.4 50-54 F urban
17 13.6 55-59 F urban
18 19.3 60-64 F urban
19 35.1 65-69 F urban
20 50.0 70-74 F urban

> nmode(d. VAD)

[1] "list"

> cl ass(d. VAD)

[1] "data.frane"

> coplot(Drate ~ as.nuneric(age) | gender * site, data = d. VAD,
panel = panel . snoot h)

Given : gender

I
50 70

T 1
30
urban

10

Drate
30 50
11
rural
Given : site

10
|

H_
o 4
w -
& 4
P

as.numeric(age)

6.13 pav. Dr at e ir amziaus kografikas (su fiksuotomis lyties ir gyvenamosios vietos reikSmeéms)
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Kografiky metodas yra smarkiai patobulintas lattice bibliotekoje. Panagrinékime
Car s93 duomenis i$ MASS bibliotekos.
library(lattice); |ibrary(MASS)

dat a(Cars93) # ?Cars93
> Cars93[1:5,]

Manuf act ur er Model Type Mn.Price Price Max.Price MPG city MPG hi ghway
1 Acura Integra Snmall 12.9 15.9 18.8 25 31
2 Acura Legend M dsize 29.2 33.9 38.7 18 25
3 Audi 90 Conpact 25.9 29.1 32.3 20 26
4 Audi 100 M dsi ze 30.8 37.7 44.6 19 26
5 BMW 535i M dsize 23.7 30.0 36.2 22 30

AirBags DriveTrain Cylinders Engi neSize Horsepower RPM

1 None Fr ont 4 1.8 140 6300
2 Driver & Passenger Fr ont 6 3.2 200 5500
3 Driver only Fr ont 6 2.8 172 5500
4 Driver & Passenger Fr ont 6 2.8 172 5500
5 Driver only Rear 4 3.5 208 5700

Rev. per.mle Man.trans. avail Fuel.tank.capacity Passengers Length Weel base
1 2890 Yes 13.2 5 177 102
2 2335 Yes 18.0 5 195 115
3 2280 Yes 16.9 5 180 102
4 2535 Yes 21.1 6 193 106
5 2545 Yes 21.1 4 186 109
Wdth Turn.circle Rear.seat.room Luggage. room Wi ght Origin Make
1 68 37 26.5 11 2705 non- USA Acura Integra
2 71 38 30.0 15 3560 non-USA Acura Legend
3 67 37 28.0 14 3375 non- USA Audi 90
4 70 37 31.0 17 3405 non- USA Audi 100
5 69 39 27.0 13 3640 non- USA BMW 535i

(mes pakrovéme Car s93 duomenis, ta¢iau, norédami pademonstruoti “dat a=" op-
cija (zr. komandas Zemiau), neprijungsime jy su att ach). Pagrindiné lattice idéja
yra grafinj langa suskaidyti 1 keleta polangiy (paprastai jie nusakomi kokiu nors saly-
gos kintamuoju). Funkcijos (ju vardai natiiraliis, tac¢iau skiriasi nuo iprasty — pvz., ra-
some hi st ogr amir bwpl ot vietoje, atitinkamai, hi st ir boxpl ot ) naudoja for-
muliy sintaks¢ (plg. 5.2 pvz., 5.2 uzd., 5-10 psl.). Vienmaciy grafiky atveju (o dvi
auk$Ciau wuzraSytos funkcijos brézia tokius) kairigja formulés zenklo ~ puse
paliekame tusc¢ia. Pvz., komandos

> histogram ~ Max.Price | Cylinders , data = Cars93)
> bwplot( ~ Max.Price | Cylinders , data = Cars93)

pateikia ta pacia informacija dviem skirtingais pavidalais:

6.14 pav. Kiekvienam cilindry skai¢iaus variantui,
Cia iSbréztos maksimalios kainos histograma ir sta¢iakampé diagrama
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Su lattice taip pat galima brézti (salygines) sklaidos diagramas (tik vietoje pl ot
reikés rasyti Xypl ot ir, be to, naudoti formuliy sintaksg)).

attach(Cars93)
xypl ot (MPG hi ghway ~ Weight | Type) # Zr. 6.15 pav., kairéje

Tendencijos yra aiskios: kuo didesnis automobilio svoris, tuo maziau myliy su vienu
kuro galonu galima nuvaziuoti. Antra vertus, Sias tendencijas geriausiai pavaizduoti
regresijos tiesémis. Funkcija, bréziancia Sias tieses lattice atveju, teks parasyti patiems.

pl ot.regression=function(x,y) # Zenklas “=" yra Zenklo “<-” sinoni mas

{
panel . xypl ot (x, y)
panel . abl i ne(l n{y~x))

}

trellis.device(bg="white") # fonas bus baltas
xypl ot (MPG hi ghway ~ Weight | Type, panel = plot.regression)

2000 3500
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Van Small Sporty Van
o 1 - 50
N - 45
. - - 40
T . ~35
E ] \ 30
o [e)) 1 \_ 25
< 7 - 20
|_Compact | large | Midsize | ¢ Compact | Large Midsize
Q 50 -
E 45 — [—
40 -
35 -
20 \ l_
25 u
20 T T T T T T T T T T T T T T T
2000 3500 2000 3500
W eight

6.15 pav. Sunaudojamo kuro kiekio priklausomybés nuo automobilio svorio grafikai
ivairiose automobiliy grupése (desinéje — kartu su regresijos tiesémis)

Matome, kad i svori jautriausiai reaguoja mazieji automobiliai. Atkreipkite démesi i
tai, kad trel | i s. devi ce komanda standartinj (kieck tamsoka) fona pakeicia baltu.

6.3 UZDUOTIS. Su lattice pakartokite keliais puslapiais auk$¢iau atlikta analize su
Dr at e ir age.

Daugiamaciu duomeny vaizdavimas yra komplikuotas uzdavinys. Be jau aptarty
galimybiy, dar paminésime cl oud ir Wi r ef r ame funkcijas i$ lattice bibliotekos,
bibliotekas djmrgl ir rgl, o taip pat iSoring programing jranga xgobi ir ggobi.

6.3. Skaitinés charakteristikos

Jau zinome, kad daznai naudingos éminiy skaitinés charakteristikos. Daugiamaciu
atveju be vidurkio (ar medianos) ir standarto (ar IQD) dar naudojama éminio kore-
liacijos matrica.
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Pradékime nuo vienmaciy skaitiniy charakteristiku.

> round(appl y(bwages, 2, sunmary), 2) # Funkcijoje apply(..,2,..) skaidius
# 2 reiSkia “stul pelians”
wage | nwage educ exper | nexper | neduc nale

M n. 88. 38 4.48 1.00 0.00 0. 00 0.00 0.00
1st Qu. 327.30 5.79 3.00 9.00 2.30 1.10 0.00
Medi an 408. 50 6.01 3.00 16.50 2. 86 1.10 1.00
Mean 445, 80 6.03 3.38 17.22 2.69 1.14 0.61
3rd Qu. 514.60 6.24 4.00 24.00 3.22 1.39 1.00
Max. 1919. 00 7.56 5.00 47.00 3. 87 1.61 1.00

Matome, kad, pvz., vyry éminyje yra 61% (kodel?), o vidutinis iSsilavinimas lygus
3,38 (neuzmirskime, kad educ yra ranginis kintamasis, todél Sis skaicius nieko ypa-
tingo nereiskia).

> round(appl y(bwages, 2,sd),2) # Stulpeliy (=kintamuju) standartai
wage | nwage educ exper | nexper | neduc mal e
179. 53 0. 36 1.20 10.17 0.73 0.43 0. 49

Dabar apskaiciuosime koreliacijos matrica.

> round(cor (bwages), 2) # Koreliacijos matrica
wage | nwage educ exper | nexper | neduc nale

wage 1.00 0.95 0.39 0.31 0.33 0.36 0.14
Inwage 0.95 1.00 0.40 0.31 0.34 0.37 0.15
educ 0.39 0.40 1.00 -0.29 -0.27 0.97 :0.14
exper 0.31 0.31-0.29 1.00 0.93 -0.31 0.16
I nexper 0.33 0.34 -0.27 0.93 1.00 -0.28 0.15
[neduc 0.36 0.37 0.97 -0.31 -0.28 1.00 -0.15
mal e 0.14 0.15 :0.14 0.16 0.15 -0.15 1.00

Matome, kad, pvz., paprastasis (Pearson’o) koreliacijos koeficientas tarp educ ir
mal e lygus —0,14. Kadangi tai ranginiai kintamieji, vietoje paprastojo reikia skaii-
uoti rangini (Spearman’o) koreliacijos koeficienta. Jis pagristas ne kintamojo
reikSmémis, bet ju rangais (vieta).

> a <- ¢(3,8,6,6,9,100)
> rank(a)
[1] 1.0 4.0 2.5 2.5 5.0 6.0 # 3 yra maziausias, todél jo rangas 1;
# 6 uzima 2-g ir 3-ia vietas, todél jo
# vidutinis rangas 2,5
> a <- ¢(3,8,6,6,9, 10)
> rank(a)
[1] 1.0 4.0 2.5 2.5 5.0 6.0 # Nesvarbu kas, 10 ar 100 yra
# didZiausias - rangas nuo to nesikeicia

Jei X ir y suristi tikslia tiesine priklausomybe — ju Pirsono koreliacijos koeficientas
lygus +1 arba —1, taciau jei tikslia paraboline ar eksponentine — koeficientas nebiitinai
artimas vienetui. Tuo tarpu, jei Spirmeno koeficiento reik§més moduliu artimos 1, §i-
tai signalizuoja apie monotonisko (bet nebiitinai tiesinio) trendo egzistencija:

> x <- 1:50
> cor (X, X)
[1] 1 # Priklausomybe tiesiné, todél =1
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> cor (x, exp(x))

[1] 0.3525162 # Pirsono kor.koef. toli nuo 1

> cor(rank(x), rank(x)) # Spirnmeno koreliacijos koeficientas
# tarp x ir y apibréziamas kaip
# cor(rank(x), rank(y))

[1] 1 # Spirmeno k.k. lygus 1

> cor(rank(x), rank(exp(x)))

[1] 1 # Spirnmeno k.k. vel lygus 1 (kadang

# exp(x) nonotoni Skai priklauso nuo x)

Grizkime prie koreliacijos tarp educ ir mal e.

> at tach(bwages)

> cbi nd(educ, mal e, rank(educ), rank(mal e)) # Palyginkime tikrasias
# ir ranzuotas reikSmes

mal

c
(9]

50 1026 # educ reiksSmiu (suvi durkinti)

50 290 # rangai lygus 50; 232; 574.5% ir t.t.
50 1026

50 1026 # mal e: (vidutinis) noters rangas
50 1026 # lygus 290, o vyro - 1026

50 290

50 1026

50 1026

50 1026

50 1026

50 290

50 290

50 1026

50 290

50 1026

50 290

ODURARWNRPOOONOURAWNRLQD
RPRRPRRPRPRPRRRREPRPRPRRLRREEOD
OROROORRRRPRORRRLROPR

PR PRPRRPRRPR R R ()
et et e e e e e e e e e e e e e

—_——————

> cor (educ, nal e) # Pearson’ o koefi cientas
[1] -0.1396446

> cor(rank(educ),rank(male)) # Spearnman’ o koefi ci ent as
[1] -0.1389874

Pazymésime, kad abu koeficientai praktiSkai sutampa. Beje, minuso Zenklas rodo
neigiamo trendo buvima — didéjant educ reikSmei, mal e reikSmé mazéja (nuo 1 link
0), kitais zodziais, motery iSsilavinimas aukstesnis nei vyry. Tai galima patikrinti dar
ir taip:

> tappl y(educ, mal e, nean)
0 1
3.587219 3.243001

6.4 UZDUOTIS. I$nagrinékite trimatei grafikai skirta D. Murdoch’o paketa djmrgl (Zr.
kompaktinj diska R1 arba |http://www.stats.uwo.ca/faculty/murdoch/ software/) ir
pateikite jo apzvalga.

3 > tabl e(rank(educ))

50 232 574.5 962.5 1306.5
99 265 420 356 332
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6.5 UZDUOTIS. [$siaiskinkite pl ot . t abl e ir nosai cpl ot funkcijas. I$nagriné-
kite duomeny rinkini UCBAdmM ssi ons.

6.6 UZDUOTIS. Isinagrinékite Zemiau pateikta pavyzdi (jis priklauso Ross’ui
Ihaka’i, vienam i$ R kiiréju).

# First create sone fake data.
# of a matrix,

# Start

XXX <-

by generating a matrix of
function(){
X <- matrix(runif(200),

The data will
wi th each row sunming to 100.

nc=4) + 4

be in the form

random uni forms and addi ng 4.

# Conpute the row suns and normalise each row by its sum

rOWsums <-
y <- 100 * apply(x,

appl y(x,

"sum')
ll/ ll’

r OWSums)

# Now repl ace each row by its cummul ative suns

# The t()
z <- t(apply(y,

# Get the "x
xval s <-

11

val ues to pl ot agai nst

1: nrow z)

# Ok, we're ready to plot.

# Start a new plot and set

is needed to get the right shape
"cunmsum'))

(YMW) .

up the pl ot w ndow.

# The xaxs= and yaxs= renpove the 6% paddi ng at the plot edges.
pl ot. new()

pl ot . wi ndow( xl im = c(O0,

# Now draw t he bars for
in 4:1)
rect(xvals -

for(i

xaxs="i

nrow(z)),

, yaxs = "i")

1, O,

xval s,

z[,i],

col

each tinme interval.

ylimec(0, 100),

+ 1, border = NA)

# Finally add the cross-hatching grid and axes.
# 1've rotated the |abels on the y axis so they are horizontal.

abline(h = seq(5, 95, by = 5))

abline(v = seq(5, 45, by = 5))

axi s(1)

axis(2, las=1)

box()}

Metai M este Kaine
1970 1558 1561 1986 2341 1219 x. .
1971 1602 1559 1087 2390 1207 | Si0s programos idéjas panau-
1972 1661 1536 1988 2440 1195 dokite, vaizduodami Lietuvos
1973 1721 1509 1989 2487 1188 : : : -
1974 1773 1486 1990 2527 1181 miesto 1r .k.almo vgyventom
1975 1828 1460 1991 2557 1179 santykio kitima (Zr. lentelg
1976 1884 1431 1992 2568 1179 kairéje; joje gyventoju skai-
1977 1934 1409 1993 2549 1187 < _ <o
1978 1981 1386 1994 2533 1191 clus nurodyjcas Vtu.kStanVCIals.)'
1979 2035 1357 1995 2526 1191 Horizontalioje aSyje pazymé-
1980 2074 1330 1996 2518 1193 kite metus. Atspausdinkite
1981 2121 1302 1997 2534 1173 - - T
1982 2167 1276 1098 2525 1179 | gautuju santykiy vektoriy. IS-
1983 2211 1259 1999 2523 1178 brézkite panaSy grafika su
1984 2256 1244 2000 2522 1176 pl ot funkcija
1985 2298 1230 2001 2516 1177
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6.7 UZDUOTIS. Pateiksime “keturmacio” grafiko brézimo pavyzdi:

attach(Bwages)
pl ot (exper,jitter(educ), cex=wage/ 250, col =rmal e+1, pch=mnml e)

jitter(educ)

PaaiSkinkite §j paveiksla. Patobulinkite ji, papildydami informatyvia legenda (isSi-
fruokite simboliy ir simboliy didumo reik§mes). ISbrézkite panasy grafika su Car s93
duomenimis i§ MASS bibliotekos (imkite x=EngineSize, y=Price, 0 CeX ir COl
parametrus pasirinkite patys).

6.8 UZDUOTIS. Realiuose duomeny rinkiniuose daznai biina praleistu duomeny
(Zemiau pateiktoje matricoje XX jie Zymimi simboliu NA). Matrica XX pasigaminome
taip: { “urna” supyléme visus 250 aibés X elementy, po to i§ urnos “atsitiktinai” paé-
méme vieng elementa, ji uZregistravg grazinome atgal ir vél procediira pakartojome

-1% G @WHHS @
<14 snBm FHX el O
4 8,0 gELEL RS 00
~H °5006 ”Oo%ogig@ 0
=] - o, Y P g
0 2|0 3|0 4|0
exper

6.16 pav. “Keturmaté” issilavinimo ir patyrimo sklaidos diagrama

(i8 viso 30000 karty — tai padaré funkcija sanpl e).

X <- c¢(1:200, rep(NA 50))
set . seed(45)

# Duomenuy sistema XX dabar

bus reprodukuoj ama

xx <- data.franme(matrix(sanpl e(x, 30000, repl ace=T), ncol =3))

XXX <- Xxx[9900: 9920, ]

XXX

[.1] [.2] [.3]
[1,] 16 NA
[2,] 39 128
[3,] 194 185
[4] NA 10
[5,] 142 92
[6,] 52 42
[7,] NA NA
[8,] 140 NA
[9,] NA NA
[10,] 54 173
[11,] 31 24
[12,] NA 117

141
NA
144
94
NA
41
188
179
127
123
NA
52
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NA 49 178

, NA NA NA
, 139 182 31
15 8 20

21 180 75
27 64 NA
11 196 NA
73 134 152
82 NA NA

NNRPRRERRE R
P OW©OWO~NO®U AW
e e e e e

Kadangi matrica XX turi praleisty reikSmiy, kai kurios funkcijos (pvz., mean ar
sum) neveiks:

> appl y(xx, 2,sum) # Skaic¢iuojame stulpeliy sumas
[1] NA NA NA

ApraSysime dvi procediiras, kurios pasalins i§ duomeny sistemos su trim stulpeliais
visas eilutes su bent vienu NA.

1.

dl <- function(x){

x1 <- subset(x,!is.na(x[,1])) # subset yra base paketo funkcija
X2 <- subset(x1,!'is.na(x1[, 2]))

X3 <- subset(x2,!is.na(x2[,3]))

x3}

> d1(xxx)

X1 X2 X3
9900 166 107 2
9901 36 25 63
9902 61 41 51
9904 47 43 72
9905 151 12 116
9909 174 16 66
9913 120 67 170
9915 8 172 103
9919 45 174 59
9920 185 6 152

Norint iSsiaiSkinti kaip dirba §i (ar kokia kita) funkcija, ja galima kiek modifikuoti:

dl.1 <- function(x){

x1 <- subset(x,!is.na(x[,1]))

print(is.na(x[,1])) # Funkcijos is.na reik3mé yra loginis vektorius
print(!'is.na(x[,1])) # Sinbolis ! reiSkia logini neigima

print(x1) # PaSalintos eilutés, kuriy l-jame stulpelyje buvo NA
X2 <- subset(x1,!is.na(x1[,2]))

print(x2)

x3 <- subset(x2,!'is.na(x2[,3]))

x3}

2.

d2 <- function(x){
x1 <- subset(x,!is.na(x[,1])& is.na(x[,2])& is.na(x[,3]))
x1}

Zemiau yra funkcijos, kurioms stulpeliy skai¢ius nesvarbus.
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3.

subset (xxx, conpl et e. cases(xxx)) # conpl ete.cases yra base paketo
# funkcija

4.

xxx[ conpl et e. cases(xxx), ]

5.
xXX[ - c(uni que(whi ch(appl y(is. na(xxx), FUN=any, MARG N=1) ==TRUE) ) ), ]

6. Jei norite pasalinti eilutes, sudarytas tik i§ NA, FUN=any pakeiskite { FUN=al | .
7.

d7 <- function(x){

x1 <- x[lis.na(as.matrix(x) %% rep(1l, ncol(x))), ]

x1}

8. Stai papras¢iausias variantas:

na. om t ( Xxx)

Kartais pageidautina, kad duomeny sistemoje nebiity pasikartojanciy eilu¢iy. Tai
galima pasiekti su funkcija uni que. dat a. f r ane, o Stai vienas jos taikymo vari-
anty:

di m(uni que. data. frame(na.omt(xx)))
[1] 5164 3

Taigi 18 pradiniy 10000 eiluciy beliko 5164.
O dabar pati

6.9 UZDUOTIS. Nukopijave eilutes

pradzia <- proc.time()
i nvi si bl e(dl(xx))
(proc.time() — pradzia)l 3]

i R konsole, pamatysite kiek laiko truko d1 procediira’. Kuri i§ pateikty astuoniy
funkciju skaiciuoja greiCiausiai? Kaip priklauso Sis laikas nuo XX didumo? ParaSy-
kite funkcijyu d1 ir d2 variantus, kurie iSmesty tik eilutes, sudarytas vien i§ NA.

6.10 UZDUOTIS. Stai duomeny rinkinys | oan. t ab:

num adj non newate oldrate fixedrate paid

1 Jan-00 8.09091 7.33541 8.250 0.23
2 Feb-00 8.20139 7.20833 8.375 0.17
3 Mar-00 7.90457 8.03989 8.250 0.49
4 Apr-00 8.22500 7.34167 8.250 0.20
5 Muy-00 8.41346 7.35577 8.375 0.08
6 Jun-00 8.75000 7.52273 8. 500 0. 27
7 Jul-00 8.54348 8.70109 8.250 0.00
8 Aug-00 8.61923 7.44231 8.125 0.08

* Pakartoje §ia procediira kelis kartus, galite gauti skirtingus laikus.
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Remdamiesi jo duomenimis, iSbrézkite Zemiau pateikta grafika. PaaiSkinkite ji.

Comparison of Interest Rates

_|| =™ Fixedrate

90 | Newrate
% ----- Oldrate N @ )
¥ 8.5
g
Q
£ 80 -
Q
(o))
(0] .
>
<

7.0

Percentage of loans paid off:

23% 17% 49% 25% 14% 27% 0% 20%
I I I I I I I I

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug

Adjustment Month

6.17 pav. Paskoly paliikany normy grafikas

6.11 UZDUOTIS. Tiriant per savaite alkoholiniams gérimams isleidziamy pinigy
suma (kintamasis anmount — svarais sterlingy per savaitg), buvo gauti tokie duome-
nys (duomeny rinkinys dr i nk):

sex age enpl anount

0 20 0 8. 83
1 33 0 4.90
1 50 1 0.71
0 48 0 5.70
0 47 0 6. 20
0 19 0 7.40
1 21 1 3. 58
0 64 0 4.80
1 32 0 4.50
1 57 1 2.80
0 49 0 4.60
0 18 0 5.30
1 39 1 3.42
0 28 0 10.15
0 51 0 6. 20
1 43 0 4. 80
1 40 0 3.82
0 22 1 7.70
1 30 0 6. 20
0 60 0 4.45

(sex: vyras 1, enpl : dirba 0). Istirkite kickvieng kintamajj ir ju tarpusavio rysius.
6.12 UZDUOTIS. Stai dvi pagalbinés funkcijos

panel .tab <- function (x, vy)

{
par (new = TRUE)
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fourfol dpl ot (tabl e(x, y))
}

ir

panel . chisq <- function(x, y)

{

par (new = TRUE)

usr <- par("usr")

on. exi t(par(usr))

par (usr = c(0, 1, 0, 1))

x2 <- format C(chisq.test(table(x, y))$p.value,
digits = 4, format = "f")

text(0.5, 0.5, x2, cex = 0.75)

print(x2)

}

dirbtiniai duomenys (tai dvi reikSmes igyjanciy vardiniy kintamyjy pavyzdys)
X <- matrix(rbinonm 300, 1, 0.5), 100, 3)

ir pai r s funkcijos variantas:

pai rs(x, upper.panel = panel.tab, |ower.panel = panel.chisq)

ISsiaiSkinkite visy pateikty funkcijy darba ir pateikite sava skaitini pavyzdi.

6.13 UZDUOTIS. Paketo Simple duomeny rinkinys chi ps yra sarasas (kaip tai suzi-
noti?), turintis astuonias komponentes. ISbrézkite kiekvienos komponentes staciakam-
pe diagrama (grafiniame lange turi biiti astuonios diagramos, po kiekviena uzrasykite
jos varda (plg. 4.3 uzduoti). Kaip jums atrodo: ar “centry” padétys vienodos? O issi-
barstymai?

6.14 UZDUOTIS. Paketo Sample duomeny rinkinyje chi cken pateikti duomenys
apie visciuky svorj trijose grupése. Viename brézinyje iSbrézkite visy trijy grupiy sta-
ciakampes diagramas. Kaip manote, ar vienodi svoriy vidurkiai Siose grupése? O
reikSmiy iSsibarstymas?

6.15 UZDUOTIS. Pakete base yra duomeny rinkinys ai r qual i ty. Taikydami
funkcija

> cor(airquality,use="pairw se. conpl ete.obs"),

apskaiciuokite komponenciy koreliacijos koeficienty matrica. Parasykite funkcija, ku-
ri atspausdinty tik tuos (ne ant istrizainés esancius) koeficientus, kuriy modulis dides-
nis uz 0,5 (kartu su atitinkamy eiluciy ir stulpeliy vardais).

6.16 UZDUOTIS. Su komandomis

I'i brary( MASS)
dat a( Car s93)
Car s93

galima apziiiréti didziulia duomeny sistema Car s93.
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> nanes(Car s93)

[1] "Mmanufacturer” " Model " "Type" "Mn. Price"

[5] "Price" "Max. Price" "MPG city" "MPG. hi ghway"

[9] "AirBags" "DriveTrain" "Cylinders" "Engi neSi ze"
[13] "Horsepower" " RPM' "Rev.per.mle" "Man.trans. avail"
[17] "Fuel .tank. capacity" "Passengers" "Lengt h" "Weel base"
[21] "wWdth" "Turn.circle" "Rear . seat . roonf "Luggage. r oonf'
[25] "Wweight" "Origin" " Make"

Kad tolimesné analiz¢ buty paprastesné, apsiribokime tik dalimi $iy parametry.

> cars <- Cars93[,c(1,3,5,8,25,26)]
> nanes(cars)
[1] "Manufacturer™ "Type" "Price" "MPG hi ghway"

“Wei ght"  "Origin”

Bendra supratimg apie car S galima susidaryti su sunmmar y (atkreipkite démes;i 1 tai,
kad §i funkcija atsizvelgia i kintamojo klasg).

> summary(cars)

Manuf act ur er Type Price MPG. hi ghway Wi ght Oigin
Ford : 8 Conpact: 16 M n. 1 7.40 M n. :20. 00 M n. 11695 USA 148
Chevrol et 8 Large :11 1st Qu.:12.20 1st Qu.:26.00 1st Qu.:2620 non- USA: 45
Dodge 6 Mdsize: 22 Medi an :17.70 Medi an : 28. 00 Medi an : 3040
Pont i ac 5 Small :21 Mean :19.51 Mean 129.09 Mean 13073
Mazda 5 Sporty :14 3rd Qu.:23.30 3rd Qu.:31.00 3rd Qu.:3525
Vol kswagen: 4 Van 9 Max. 161.90 Max. :50. 00 Max. 14105
(O her) 157

Pazvelkime | Wi ght kintamaji — skirtumas tarp minimumo ir maksimumo yra dide-
lis, taiau tai gali biiti paaiSkinta tuo, kad automobilio svoris priklauso nuo jo Type.
Suskaidykime duomeny sistema car s i grupes pagal Type reikSmes (plg. 6-15 psl.).

> nanes(split(cars, Type))

[1] "Conpact" "Large" "M dsi ze" "Small" "Sporty" "Van"

> summary(split(cars, Type) $Conpact) # Sinoni mas: sunmmary(split(cars, Type)[[1]])
Manuf act ur er Type Price MPG. hi ghway Wi ght Oigin
Chevrolet :2 Conpact : 16 M n. :11.10 M n. 1 26.00 M n. 12490 USA 17
Vol vo 1 Lar ge 0 1st Qu.:13.38 Ist Qu.:27.75 1st Qu.:2783 non-USA: 9
Vol kswagen: 1 M dsize: 0O Medi an :16. 15 Medi an : 30. 00 Medi an : 2970
Subar u 1 Small : O Mean :18.21 Mean 1 29. 88 Mean 12918
Saab 01 Sporty : O 3rd Qu.:20.68 3rd Qu.:31.00 3rd Qu.:3043
Pont i ac 1 Van 0 Max. :31. 90 Max. :36. 00 Max. 13375
(O her) 9

Apskaiciuokite automoboliy skaiciy kiekvienoje Type ir Ori gi n grupéje. Atspaus-
dinkite Pri ce skaitines charakteristikas ir iSbrézkite histogramas kiekvienai Type
grupei. Nustatykite, keli kiekvieno gamintojo (Manuf act ur er) automobiliai yra
rinkinyje car S; $tai tie gamintojai:

> nanmes(split(cars, Manufacturer)) # Sinoni mas: |evel s(cars$Manuf act urer)

[1] "Acura" " Audi " " BMW " Bui ck" "Cadil |l ac"

[6] "Chevrolet" "Chryl ser" "Chrysler" " Dodge" " Eagl e"
[11] "Ford" " CGeo" "Honda" "Hyundai " “Infiniti"”
[16] "Lexus" "Li ncol n" "Mazda" " Mer cedes- Benz" " Mercury"
[21] "M tsubishi" "N ssan" "A dsnobi | e" " Pl ynout h" "Ponti ac"
[26] "Saab" "Saturn" " Subar u" " Suzuki " "Toyota"
[31] "Vol kswagen" "Vol vo"

I8brézkite benzino sunaudojimo MPG. hi ghway ir svorio Wi ght
ma. ISbrézkite joje regresijos tiesg.

sklaidos diagra-
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6.17 UZDUOTIS. Su

I'i brary( MASS)
dat a(l nsurance)
| nsur ance
> | nsurance

District Goup Age Holders dains
1 1 <1l <25 197 38
2 1 <1l 25-29 264 35

Rk Sk kb R kO Sk SR R S R O o

galima apziiiréti duomeny rinkini | nsur ance. a) Nustatykite kiekvieno kintamojo
tipa ir klasg. b) Kiek iraSy yra kiekvienoje Age grupéje? c) Atspausdinkite lentelg,
kurios eilutése buty Gr oup, stulpeliuose - Age, o langeliuose — suminé¢ Cl ai ns
reik§mé. d) ISbrézkite Cl ai ms staCiakampes diagramas kiekvienai Di stri ct
reikSmei. Identifikuokite i$skirtis.

6.18 UZDUOTIS. Su sour ce nusikopijuokite duomeny rinkinj possum.R i§ R1 di-
rektorijos Data\Maindonald. Jame pateikti oposumuy (sterbliniy ziurkiy) morfometriniy
matavimy rezultatai (hdlngth = galvos ilgis, skullw = kaulolés svoris, totlngth = ben-
dras ilgis).

> possuni 1: 5,c(2, 4, 6:8)]
site sex hdlngth skullw totlngth

o] 1 m 94.1 60. 4 89.0
(03] 1 f 92.5 57.6 91.5
C10 1 f 94.0 60.0 95.5
C15 1 f 93.2 57.1 92.0
c23 1 f 91.5 56. 3 85.5

pai rs(possuni, 6: 8], col =pal ette()[as.integer(possunbsex)])
pai rs(possuni, 6: 8], col =pal ette()[as.integer(possunsite)])
attach(possum; boxpl ot (hdl ngth~site,col=1:7) # Zr. 6.19 pav.

50 55 60 65

hdingth

T T T 7
85 90 95
95 100
1 1
|
K
|
#

50 55 60 65

totingth L os g i o L
T T T T T T T — ®
85 90 95 100 75 80 85 920 95 T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7
6.18 pav. Oposumy morfometriniy matavimy 6.19 pav. hdl ngt h staciakampés diagra-
porinés sklaidos diagramos mos su visomis Si t e reikSmémis

Patobulinkite 6.18 pav. (ant jstrizainés atspausdinkite atitinkamo kintamojo stacia-
kampes diagramas (plg. 6.7 pav.)).
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Pasalinkite i§ possum visas eilutes su trukstamais duomenimis. Apskaiciuokite ir
“graziai” atspausdinkite visy trijy kintamyju vidurkius ir standartus kiekvienoje sex
irsi te grupése.

6.19 UZDUOTIS. Duomeny rinkinio Bwages kintamasis educ igyja penkias
reikSmes.

> attach(Bwages)
> | evel s(factor(educ))
[ 1] n 1" n 2" n 3" n 4" n 5"

Norint i$skirti jrasus tik su educ lygiu 2, reikia elgtis taip:
Bwages|[ educ==2, ]
arba

Bwages|[ educ>1&educ<s3, ]
O kaip i$skirtuméte jrasus su nelyginémis educ reikSmémis?
Beje, Stai vienas variantas:

Bwages|[i s. el enent (educ, c(1,3,5)), ]

6.20 UZDUOTIS. Kiekviena diena krituliy kiekis yra registruojamas trijuose punk-
tuose:

dat e p
20/ 04/ 2002 1
21/ 04/ 2002
22/ 04/ 2002
23/ 04/ 2002

[@NeNe e i V]
NARWW

uooo
ecoro

NN AN R
POoPo®

ISbrézkite toki grafika:

O 2 4 6 8 10
I

i ] ] —

[ I I
20/04/2002 21/04/2002 22/04/2002 23/04/2002

6.20 pav. Krituliy kiekio trijuose stebéjimo punktuose stulpelinés diagramos

6.21 UZDUOTIS. Dirbtiniame duomeny rinkinyje mydat a (tai 1000x3 duomeny
sistema) yra trys stulpeliai: OB - 0 reiskia, kad asmuo neturi virSsvorio, 1 — kad turi,
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GEN — 1 Zymi moteri, 2 — vyra ir AGEGR - tai kintamasis, igyjantis reikSmes nuo 1
iki 11 (jis Zymi amziaus grupe¢). a) Generuokite matrica mydat a su tokiomis sgvybé-
mis: jei GEN==1, OB dazniau igyja reikSme 1 (t.y., moterys dazniau turi vir§svorj);
asmeny su virSsvoriu procentas did¢ja vyresnése amziaus grupése; b) ISbrézkite stul-
pelines diagramas, rodanc¢ias vyry ir motery su virSsvoriu skai¢iy ivairiose amziaus
grupése. Nuoroda. Plg. skyrelj 10.2. Be to, atlickant b) uzduoti, gali praversti xt abs
funkcija:

mytabl e <- xtabs(~ GEN + AGEGR, data = subset(mydata, OB == 0))

oOB=0 oB=1
o)
o) .
M 1n
n N
N o
2 S
10 v
" 5
5 | 3
n - n
e O B R e e e e e o - S I B e e e
1 3 5 7 9 11 1 3 5 7 9 11

6.21 pav. Atsakymas galéty atrodyti mazdaug taip

6.22 UZDUOTIS. Kei¢iant “ilga” sistema i “pla¢ia” (plg. 6.1 uzd.) ir atvirk§&iai, gali
biti naudinga r eshape funkcija. Remdamiesi $ia funkcija (arba kaip nors Kkitaip),
tranformuokite “placia” sistema

> XX

Year Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
11993 -9 -10 -12 -24 -9 -18 -11 -18 -9 -15 -1 0
2 1994 -2 -1 -14 -26 -13 -12 -18 -20 -19 -16 -9 -15
3 1995 -4 -5 2-19 -9 -3 4 -1 3 -2 0 -8

i- ‘Cilgq,’

Year Month XX
1993 Jan -9
1993 Feb -10
1993 Mar -12
1993 Apr -24

A WNPE

36 1995 Dec -8
(gal biit pravers Month <- nanes(xx)[-1] eiluté).
6.23 UZDUOTIS. Matricoje

vv <- matrix(rnorn(100), ncol =4)
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yra pateikti keturmacio vektoriaus stebéjimy rezultatai. Sio vektoriaus kovariacing
(koreliacing) matrica galima suskaiciuoti su Var <- var (vv) (atitinkamai su Cor
<- cor (vv)). Dabar tarkime, kad matricos VvV neZinome, bet Zinome tik jos kova-
riacing 4 X4 matrica Var . Apskaiciuokite koreliacing matrica Cor .
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7. Centriné ribiné teorema ir didziyjy skaiciy désnis

Kartais sakoma, kad tikimybininkai turi viena dieva — normalyji arba Gauso skirstini.
Greitai pamatysime, kad §is teiginys néra be pagrindo.

7.1. Centriné ribiné teorema (vienmatis atvejis)

Tarkime, kad k, yra sé¢kmiy skaicius po n Bernulio eksperimenty su sékmés tikimybe p.
Kk 4Nk

Gerai zinoma, kad tikimybé P(k, =k) =C‘p“q"™, k =0,1,...,n, o tikimyb¢

[()a B X <Oa
[x]
P(k, <X)= Egcﬁpkq"‘k , xO[o,n],
H, , X=n

(¢ia [X] zymi sveikaja skaiciaus X dalj). Kai n néra didelis, Sias tikimybes néra sunku
apskaiciuoti tiesiogiai, ta¢iau augant n skai¢iavimai darosi vis sudétingesni'. A. de
Muavras 1718 m. ir nepriklausomai nuo jo P. Laplasas 1812 m. jrodé¢, kad, kai n didelis,
abi Sias tikimybes galima gana sékmingai apskaiciuoti, naudojant normalyji skirstini.
Pavyzdziui,

K, 7P X 700 _ =P(k, <x{npq +np) = d(x), x OR.

Pl <X = P Jnpg ~ /npg

(¢ia @ yra standartinio normaliojo skirstinio funkcija). Vietoje matematinio Sio fakto
irodymo, pateiksime grafines iliustracijas.

n <- 10

p <- 0.2

X <- seq(-3, 3, ength=100)

P <- pbinomx*sqrt(n*p*(1-p))+n*p,n,p) # pbinom(x,n,p) skaiciuoja
# tikimybe P (Kn<X)

plot(x, P,type="S") # Brézia laiptuota (“S”=Step) grafika

lines(x,pnorm(x)) # pnorn(x)=®(x)

® ®
o o
[ o«
o o
o o
O v T T T S e L H R e
3 1 1 2 3 -3 1 12 3
X X

7.1 pav. Binominio désnio normalioji aproksimacija (be Yates’o pataisos kairéje
ir su Yates’o pataisa desinéje)

! Komputeriy laikais tokie skai¢iavimai néra didelé problema. Svarbu tai, kad aproksimavoma normaliuju
skirstiniu galima taikyti ne tik K, skirstiniui.
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Matome, kad @ grafikas yra gana arti (normuoto) binominio. Tais atvejais, kai X" yra
sveikas skaiCius (ir n néra didelis), tikslinga jvesti Jeitso diskretumo pataisa — vietoje

D(x) imti (X +1/2+/npq) (7.1 pav., grafikas desingje).

Normaliosios aproksimacijos tikslumas ger¢ja didéjant n (tikslumas taip pat geresnis, kai
p arti 0,5). Norédami tuo jsitikinti, paraSykime funkcija b. Si m (Zemiau yra tvarkingo
funkcijos raSymo pavyzdys; deja, tai ne Notepad’o darbas...):

b.sim<- function()
{
#function b.sim
opar <- par(nfcol = c(3, 3))
on. exit (par(opar))
X <- seq(-3, 3, length = 100)
for(p in c(0.3,0.5 0.95)) { # | Sorinis ciklas
for(n in c(25, 100, 500)) { # Vidinis ciklas
P <- pbinom(x * sgrt(n * p* (1 - p)) +n* p, n p)
plot(x, P, type ="S", main = paste("n =", n, ", p =", p))
i nes(x, pnorn(x))

P
0.0 0.8
1111
P
0.0 0.8

L1l

P
0.0 0.8
11111

P
00 0.8
111111

P
0.0 0.8
|

P
0.0 0.8
111111

P
0.0 0.8
111111

P
0.0 0.8
|

P
0.0 0.8
111111

7.2 pav. Binominiy skirstiniy funkcijy normaliosios aproksimacijos

Tiesa sakant, aproksimacijy tikslumo skirtumai tarp p=0,3, 0,5 ir 0,95 nelabai pastebimi
— akis blogai skiria skirstinio funkcijas (integralines charakteristikas), ji geriau pastebi



diferencialinius skirtumus (pvz., skirtuma tarp tikimybes P(k, =K) = C: p“q"™ ir jos
normaliojo artinio ¢((k —np)/+/npq)/+/npq ). Parasysime atitinkama funkcija bb. si m

bb. sim <- function(){
#function bb.sim
opar <- par(nfcol = c(3, 3))
on. exit (par(opar))
for(p in c(0.3, 0.5 0.95)) {
for(n in c(25, 75, 225)) {
k <- ceiling(n* p- 2* sgrt(n* p* (1 - p))):floor(n
*p+2*sgrt(n* p* (1-p)))
P <- dbinom(k, n, p) # dnorn(k, n,p)=P(kn=Kk)

plot(k, P, main = paste("n =", n, ", p =", p))
lines(k, dnorm((k - n * p)/sqgrt(n * p * (1 -
p)))/sart(n * p; (1-p))) # dnor n(x) =¢(x)

}
}

Priminsime, kad standartinis normalus skirstinys yra praktiSkai sukoncentruotas
intervale (-2,+2) (i§ tikryju, > pnorm(2)-pnorn(-2) [1] 0.9544997), todél k

vidiniame cikle kinta tarp np —2./npq ir np +2,/npq .

n=25,p=0.3 n=25,p=0.5 n=25,p=0.95
[Te} —
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(=] S 7 g_ o
o o O': o o‘_ o
8 < |
<] S \9!_
© T T T T 1 S T T T T T T 1
4 6 8 10 12 8 10 12 14 16 22.0 23.0 24.0 25.0
k k k
n=75,p=0.3 n=75,p=0.5 n=75,p=0.95
o
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o
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7.3 pav. Binominiy tikimybiy normalioji aproksimacija
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7.3 pav. matome, kad, kai p=0.5, normalioji aproksimacija yra tiksli jau kai n=25; jei
p=0,3 — n turi biti lygus bent 75, o kai p=0,95 net n=225 negarantuoja didelio tikslumo
(kai p arti O ar 1, geresné yra Puasono aproksimacija).

Muavro ir Laplaso teorema yra atskiras vadinamosios centrinés ribinés teoremos (CRT)
atvejis. Tiksliau kalbant, tarkime, kad

_ [, su tikimybe p,
L Ep su tikimybe g =1-p,

yra nepriklausomy Bernulio a.d. seka; tuomet s¢kmiy skai¢ius Bernulio modelyje
K,=S, =X, +... +X,. Pasirodo, kad vietoje Bernulio a.d. galime paimti beveik bet

kokius® nepriklausomus vienodai pasiskirs¢iusius a.d. — kai n didelis, jy normuota suma
Z,=(S, —ES,)/{/DS, turés (beveik) standartinj normaluji skirstinj (tai ir vadinama
CRT). Sitai paaiskina, kodél normalusis désnis taip daZnai sutinkamas gyvenime —
stebima reisSkini nusako daug mazdaug vienos svarbos priezasciy.

“Irodykime” CRT nepriklausomy a.d., turin¢iy tolygu skirstini intervale [-1,+1], sekai.
Deja, jau dvieju tokiy dydziy sumos tankio iSraiSka gana sudétinga, todél sumos tanki
pakeisime histograma.

uni.sim<- function(){
#function uni.sim
opar <- par(nfcol =
on. exi t (par(opar))
for(i inc(1,5,15)){ # C klas: insine 1, 5 ar 15 démenuy

rr <- nuneric(1000) # Il gio 1000 nulinis vektorius

for(n in 1:1000) {rr[n] <- sum(runif(i,-1,1))}

rr <- rr*sqrt(3/i) # Nornuota suma

# Zemiau pateiktos eilutés skirtos normalumui jrodyti; vietoje hist
# galétume remtis ir eda.shape funkcija

hist (rr,prob=T,main=paste ("Démenu skaicius=",1i))

k <- seq(-3,3,1ength=100)

i nes(k, dnorm(k), col =2)

c(1, 3))

Demenu skaicius= 1 Demenu skaicius=5 Demenu skaicius= 15
3 - .
< R e | 8 | ] AY
. (@]
° B _
> N > o >
= o = N =
2 g o 2 _
8 o ny 8 7 8
o
S - =
o o T -
o o |
o _| o | _
o T T T 1 © T T T T T I S S
-2 1 o) 1 2 -3 -1 12 3 3 10 1 2 3

m

7.4 pav. Jau kai démeny penki, normuota suma Z; yra beveik normali

2Vwmmdmrdhmwmm$bmgméad.xi&wamp.B@Q]@ihﬁedwﬁmidmmmmnmjemﬂtmk
sunkias uodegas, kad §i salyga néra patenkinta.
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Panagrinékime dar viena pavyzdi. Tarkime, n.v.p.a.d. X;,i=1,..,n, turi toki pat

skirstini, kaip ir standartinio normaliojo a.d. kvadratas N*. Galétume, kaip ir praeitame
pavyzdyje, nagrinéti ju sumy histogramas, taciau $j karta pasiremsime tuo, kad S,

skirstinys yra zinomas — tai vadinamasis X (chi kvadrato su n laisvés laipsniais (1.1.))

skirstinys. Kadangi X, yra sumos skirstinys, todél, kai n didelis, jis turéty beveik sutapti
su normaliuoju. Tiksliau®,

2 _ 2
lim P(X“—EZXn <Xx) =limP(x. <</2nx +n) = &(x),
n-o DX n-oo

n
arba, diferencijuojant i reiskini ir pereinant prie tankiy®,

limp, (2nx +n) &/2n = d(x).

ISbrésime keliu tankiy grafikus ir patikrinsime §j teiginj.

@
<
o

<

3

oS _|

© T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

X

7.5 pav. Normuoto Xr? tankis, kai n=2,3,4,5,10 ir 20 (juodos linijos)

ir standartinis normalusis tankis (raudona linija) ( X1 tankis labai
nesimetriskas, todél konvergavimas létas)

7.1 UZDUOTIS. Nagrinékime normuota suma Z, = (S, —nEXl)/\/FX1 ; ¢ia S, yra
n.v.p.a.d. X,,.., X, suma. Palyginkite P(Z, <X) ir ®(X), Xx=-3;-2,9;-2,8,...,2,9;3
kai X, yra 1) Bernulio a.d. su p=0,6; n =50000 (remkités tuo, kad Sy, turi
binominj skirstinj su parametrais N=50000, p=0,6), 2) x; , n =1000 (remkités tuo, kad
S0 turi X skirstini su 1000 L.1.), 3) eksponentinis a.d. su tankiu ae™*1,, (x),rat e
parametru (a =)2 (zr. ?r exp) ir n=1000 (remkites tuo, kad S,,, turi gama skirstinj su

> Ex2=n, Dx’ =2n.

4 Beje: jei CRT galioja skirstinio funkcijoms (integraliné teorema), tai i§ ¢ia ne visuomet iSplaukia ribiné
teorema tankiams (lokaliné teorema)!

7-5



parametrais (zr. ?r gamma) shape=1000 ir scal e=1/a ). Atsakyma pateikite penkiy
stulpeliy matricos pavidalu (pirmajame stulpelyje patalpinkite X reikSmes).

7.2 UZDUOTIS. Nagrinékime Pareto atsitiktinius dydZius (Zr. 9 skyriu) su rodikliais 1)
c=3, 2) c=2 ir 3) c=1. Remdamiesi histogramomis ir kitais jums prieinamais budais,
patikrinkite ar galioja Siems a.d. CRT.

7.3 UZDUOTIS. Pateiksime kelis bidus, kaip rasti visy matricos stulpeliy sumas:

> sunma <- function(n)
{# Stulpeliy bus n
# Eiluciu bus 100
m<- matrix(runif(100 * n, -1, 1), ncol = n)
| ai kas <- nuneric(5)
#1 budas (ci kl as)
dabar <- proc.tinme()[3]
S <- NULL # Stulpeliuy sumy vektorius
for(i in 1:n) {s[i] < sumni, i])}
| ai kas[1] <- proc.tine()[3] - dabar
# Dabar i 3bréSime (normuoty) sumuy histograma
z <- s/sqrt(100/3) # Nornuojane sunmas (CRT!)
hi st (z, probabi lity=T)
rug(z) # Pazym s reikSnmes ant x aSies
l'ines(density(z))
#2 buadas (apply funkcija)
dabar <- proc.tinme()[3]
S <- numeric(n) # Kitaip uzradytas stulpeliy sumy vektorius
s <- apply(m 2, sunm
| ai kas[2] <- proc.tine()[3] - dabar
#3 buadas
dabar <- proc.tinme()[3]
s <- NULL
s <- drop(rep(l, nrowm(n)) %% m
| ai kas[3] <- proc.tine()[3] - dabar
#4 budas (colSums kreipiasi i greita vidine funkcija)
dabar <- proc.tinme()[3]
s <- NULL
s <- col Sunms(m
| ai kas[4] <- proc.tine()[3] - dabar
#5 buadas (lapply funkcija)
dabar <- proc.tinme()[3]
s <- NULL
s <- unlist(lapply(split(m col(m), sum)
| ai kas[5] <- proc.tine()[3] - dabar
cat (" Komputavinmo trukne:\n", round(laikas, 4), "\n")

> suma(100) # Bus 100 stulpeliuy
Konput avi no trukmne:
0.09 0.11 0 0.02 0.08
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7.6 pav. Suglodintas empirinis z tankis panasus i normalyji (kodél?)

Pazymésime, kad jei Sia funkcija pakartotume kelis kartus, gautume skirtingus
komputavimo laikus. Beje, §i karta ciklas néra pats 1éCiausias biidas!

O dabar pati UZDUOTIS. Pakeistite $ia funkcija taip, kad ji skaiiuoty eiluéiy sumas.
Isbrézkite keturias histogramas viename lange, kai n=1, 2, 4 ir 10. Matome, kad kai n
didé¢ja, z histograma darosi vis panaSesné | normalaja. Kodél? (UZzuomina: CRT!)

7.2. Centriné ribiné teorema (daugiamatis atvejis)

CRT galioja ir daugiamaciu atveju. Tiksliau, jei stebime (pvz., dvimaciy) atsitiktiniy
vektoriy seka (X,,X,), 1=1,..,n, tai “gerais” atvejais ju normuotos sumos Z,

konverguoja | dvimat] normalyji skirstini (o “dar geresniais” atvejais - Z, tankis

konverguoja { dvimatj normalyji tanki ¢ ;(X)). Cia

X 1 01 o0
(X)) =—F—=exp[T=XZ X =
Pa:(0 = Ters P 2
O —a\2 _ B e
= 1 exp - 1 . Ej(xl zal) _2p(X1 al)(X2 a2) +(X2 23_2) [D’
anooi- ¢ 0 20-p)0 o 0.0, o o

2

a yra vidurkiy vektorius, o :B 9 Ulajp E
[P.0,0 O, [

pateikta funkcija mvdnor m kuri skaiCiuoja $i tanki. Atkreipiame démesi i dar vieng

galimybe: visiems funkcijos argumentams nurodytos standartinés reikSmeés (pvz.,

pirmosis komponentés vidurkis a1=0), jei norime, kad koreliacijos koeficientas p buty

lygus, tarkime, 0,75, turime raSyti mvdnor n{ .., r 0=0. 75) .

- kovariacijos matrica. Zemiau yra

mvdnorm <- function(x1, x2,al=0, a2=0, s1=1, s2=1, ro0=0){
# funkcija nmvdnorm

# x1,x2 - bet kokie (skaiciai)

# al, a2 - bet kokie

# sl1,s2 - teigiam

# ro kinta nuo -1 iki +1

F1 <- 1/ (2*pi *sl1l*s2*sqrt(1-ro”2))

F2 <- -1/(2*(1-ro"2))



S1 <- (x1l-al)"2/s1ir2

S2 <- -2*ro*(x1-al)*(x2-a2)/(sl*s2)
S3 <- (x2-a2)"2/s2/2

z <- Fl*exp(F2*(S1+S2+S3))

z

}

Deja, jau zinome, kad daugiamaciu atveju grafinés galimybés gana ribotos. Stai vienas i3
varianty (funkcija per sp, ji turi labai daug opciju), leidziantis vizualizuoti dvimatg
tankio funkcija. Prie§ kreipdamiasi | funkcija per sp, i§ vektoriy X1 ir X2 reikSmiy
turime sukurti staciakampg gardelg¢ ir kiekviename jos taske apskaiciuoti funkcija
mvdnor m(tai atlicka funkcija out er, zr. Zemiau; daugiklis 10 iSrySkina tankio kalvos
pavidalo forma).

x1l <- seq(-3, 3,1 en=50)

X2 <- x1

z <- 10*outer(x1, x2, function(x1, x2) mvdnorm(x1, x2, ro=0. 75))

persp(x1, x2, z, t het a=130, phi =15, scal e=FALSE, axes=FALSE, nmai n="r 0=0, 75")

ro=0,75

7.7 pav. Dvimacio normaliojo tankio grafikas

Geresni supratima apie tankio pavirSiaus forma susidarysime, i§brézg jo lygio linijas. Tai
galime atlikti su funkcija cont our (zr. 7.8 pav Zemiau: dvimacio normaliojo tankio
lygio linijos yra elipses; atkreipsime démesi: kuo p modulis ar¢iau 1, tuo elipsés labiau
“iStemptos”). Beje, MASS pakete yra funkcija mvr nor m kuri generuoja daugiamacius
normaliuosius a.d.. 7.8 pav. (deSin¢je) lygio linijy grafikas yra papildytas sugeneruoty
tasky vaizdais. Matome, kad tai budingas sklaidos diagramos paveikslas, kitais Zodziais,
daznai stebime biitent dvimatj normalyji skirstini.

par (nfrow=c(1, 2))

contour (x1,x2,z,min="ro = 0,75")

I'i brary( MASS)

Sigma <- matrix(c(1,0.75,0.75,1),2,2)
mvn <- nmvrnorm 100, ¢c(0,0), Sigm))
contour(x1l, x2, z,main="ro = 0,75")
poi nts(nvn[, 1], nvn[, 2], pch=16, cex=0. 5)
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7.8 pav. Dvimacio normaliojo tankio grafiko lygio linijos

Koreliacijos koeficientas p rodo vektoriaus koordinCiy rySio tampruma (jei stebime
dvimatj normalyji a.d., salyga p =0 yra ekvivalenti koordinaciy nepriklausomumui).
Nesunku isitikinti, kad tik tuomet, kai | p| didesnis uz mazdaug 0,6, elipsin¢ strukttra
darosi ryskesné (jei p lygus, pvz., 0,8, tai, Zinant stebimojo atsitiktinio vektoriaus
pirmaja koordinate y1, galima gana tiksliai prognozuoti antrosios koordinatés Y2
reikSmg).

Koreliacijos koeficientas= 0 Koreliacijos koeficientas= 0.2 Koreliacijos koeficientas= 0.4
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7.9 pav. Dvimacio normaliojo a.d. sklaidos diagramos su jvairiomis p reikSmémis
7.4 UZDUOTIS. Isbrézkite 7.9 paveiksla.

Dar keli zodZiai apie dviejy kintamyjy funkcijy (ju grafikai — pavirSiai) vizualizacija. Jau
minéjome du variantus: funkcijas per sp ir cont our . Cia aptarsime dar dvi funkcijas:
imageirfilled.contour.

par (nfrow=c(1,1))
dens <- function(x, y) { dnorm(x) * dnorm(y) }
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Kuo ypatingas $is dvimatis normalusis tankis? Uzuomina:
nepri kl ausonumnas.

<- seq(-3, 3, len = 40)

<- seq(-3, 3, len = 30)

<- expand.grid(x, y)

mat <- matrix(dens(g[,1], 9[,2]), nrow = 40, ncol = 30)

# Dvi auksciau esancios eilutés yra funkcijos outer ekvivalentas
i mge(x,y, mt)

wi n.graph() # Atidaro nauja grafini langa

persp(x,y, mat)

wi n. graph()

filled.contour(x,y, mat)

wi n. graph()

contour (x,y, mat)

o< X H#H H#

(32}
N
) |
3 ||
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’ i
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[ ]
[ 77 T
(‘? 1777771 —— IR EWY
3 2 1 0 1 2 3 X
X
3 I
™
0.15
2 L o
1 -
0.10
0 — °
_ <
-1 0.05
— (\Il —
-2
I o
-3 T T T T T 0.00 T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3

7.10 pav. Keturi dvimacio normaliojo tankio grafikai: i mage (kairéjé virSuje), per sp (desingje virSuje),
fill ed.contour (kairéje apacioje) ir cont our (desinéjé apacioje)

Véliau visus papildomai atidarytus grafinius langus galima uzdaryti su dev. of f ().
7.5 UZDUOTIS. Aukitiau esan¢iame paveiksle isbrézti teorinio dvimaéio normaliojo

tankio grafikai. ParaSykite programa, kuri iSbrézty Zzemiau pateiktus suglodinto
“empirinio tankio” grafikus.
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7.11 pav. Dvimacdio empirinio normaliojo tankio branduolinio iver¢io
ivairts vizualizacijos tipai

Nuoroda. MASS bibliotekoje yra funkcija mvrnorm kuri generuoja dvimacius
normaliuosius a.d. Ten taip pat yra funkcija kde2d, kuri pateikia branduolinj dvimacio
empirinio tankio jvertji (mazdaug taip: bivn. kde <- kde2d(bivn[, 1],

bivn[, 2], n = 50)). Brézdami paskutinj grafika, pasinaudokite opcija Shade =
0. 1.

7.3. Didziyjy skaiiy désnis

Be CRT tikimybiy teorijoje svarby vaidmenj vaidina dar viena didelé ribiniy teoremy
klase — tai didziyjy skaiciy désniai (DSD). Je1 X,, X,,... yra n.v.p.a.d. seka su vidurkiu
EX, =a, tai galima jrodyti, kad S,/n — a (pagal tikimybg ir netgi, kas dar stipriau, su
tikimybe 1), kai n — oo . Sitai ekvivalentu tam, kad

. [0, kai x<0,
X) -
ts,m-a(X) % kai x>1.

I§ DSD isplaukia, kad éminio vidurkis X (arba dispersija s*) konveguoja i populiacijos
vidurki a (atitinkamai, dispersija ), santykinis daZnis konverguoja i tikimybe,
empiriné skirstinio funkcija — { teoring skirstinio funkcija. Didziyjy skaiciy désniu yra
pagristas Monte Carlo metodas (zr. 3.3 skyrelj).

DSD pailiustruosime dviem pavyzdziais. Pirmiausiai, parodysime, kad didinant démenu
skaiCiy, éminio vidurkis artéja i populiacijos vidurki.



DSD <- function(){

# funkcija DSD

nd <- rnorn(1074) # Generuojame 10000 standartiniy normaliuyju ats.

# skaiciuy

XX <- nuneric(1000)

for(i in 1:1000) xx[i] <- nean(n4[1:(10*i)])
# Ciklas: kaskart émini padidiname deSimc¢ia (jei
# ciklo turinys telpa i vieng eilute, figGriniuy
# skliausty nereikia)

n <- seq(10, 10000, 10)

pl ot (n, xx, type="1")

n4 <- rnorn(10"4) # Pakartojame visa procedira su kita seka

XX <- nuneric(1000)

for(i in 1:1000) xx[i] <- nean(n4[1:(10*i)])

n <- seq(10, 10000, 10)

l'ines(n, xx,|ty=2)

I'ines(n, rep(0,1000))

}

-0.050.00 0.05 0.10

T T T
6000 8000 10000

n

7.12 pav. Eminio vidurkis (nemonotoni§kai!) artéja
i teorinj vidurkj (lygu nuliui)

7.6 UZDUOTIS. Stai dinaminis (“kaip kine) auki¢iau pateiktos programos variantas,
perraSytas Bernulio atsitiktiniams dydziams (atitinkama DSD teorema vadinama
Bernulio teorema, zr. [Ku, 145 p.]).

Bernoul I'i <- function(p, N=1000, | o=max(0, p-0. 1), up=ni n(1, p+0. 1))
{
# p - sekmes tikimybe, N - bandynu skai ci us,
# lo — y aSies mninumas, o up - naksi mumas
set.seed(4)
n <- 1:N
pp <- rep(p, N
cum b <- cumsun(rbi nom(N, 1, p))
plot(n, pp,xlimec(1, N, ylimec(lo,up),type="1")
for(i in 1:(N1)) segnents(i,cumb[i]/i,i+1, cumb[i+1]/(i+1))
cat ("Seknmes tikinybes p ivertis \n(santykinis daznis)=", cumb[N/N,
"\n")

}

par (nfrow=c(1, 2))

Ber noul 1'i (0. 01, N=1500, | 0=0, up=0. 02)
# Seknes tikinybes p ivertis

# (santykinis daznis)= 0.008
Bernoul 1'i (0. 3)

# Seknes tikinybes p ivertis

# (santykinis daznis)= 0.306
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7.13 pav. Tipiskos santykiniy dazniy kitimo trajektorijos (kairéje p=0,01, desinéje p=0,3)

O dabar pati UZDUOTIS: issiaiskinkite visus programos Zingsnius ir pakomentuokite
grafikus. Grafikams suteikite antrastes. ParaSykite Sios programos varianta KoSy
atsitiktiniams dydziams. Pakomentuokite.

Antrajame pavyzdyje aptarsime Student’o su n LI. skirstini. Pagal apibrézima, Sio a.d.
tankis sutampa su a.d.

_ N _ N
JINZ+NZ 4. +N2)/n (Jx2/n

Tn

tankiu; ¢ia N, N, N,,..., N, yra nepriklausomi standartiniai normalieji a.d. Pagal DSD
vardiklis x2/n turi artéti i EN® =1, t.y. T  tankis tikriausiai artés prie N tankio.
Pasirodo, kad taip ir yra.

dnorm(x)
2

7.14 pav . Student’o tankio su 1, 3 ir 10 L1. grafikai; kai L.1. skai¢ius neapréztai didéja,
Student’o tankis artéja prie standartinio normaliojo (raudonas grafikas)

7.7 UZDUOTIS. Nubrézkite 7.14 paveiksla.

Tn tankio uodegos sunkesnés uz normaliojo, todél jo dideliy o reikSmiy kvantiliai
(priminsime: skaiCius X, vadinamas a.d. X a eilés kvantiliu, jei jis tenkina lygybe

P(X<x,)=a, al(0,1)) bus didesni uz atitinkamus normaliuosius. Sitai galima
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patikrinti bent trim biidais: 1) bréziant kvantiliy grafika (Zr. 4 skyriy); 2) lyginant
skirstinio funkcijas (Zr. 7.14 pav.); Stai atitinkamos komandos:

X <- seq(2,4,!|ength=50)
F <- pt(x,10) # pt(x,10) skaidiuoja Stjudento su 10 1.1.
# skirstinio f-ja “tadke” x°

pl ot (x, F, col =1, type="1")
I'i nes(x, pnornm(x), col =2)
arrows(gnorn(0.99), 0. 99,

A I T \I/ T T T

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

gnorn( 0. 99), 0. 965, col =2)
# 7r. 2arrows
arrows(qgt(0.99, 10), 0. 99,
gt (0. 99, 10), 0. 965)

1N

0.965 0.980 0.995

X

7.15 pav. Standartinio normaliojo (raudonas) ir Student’o su 10 L.1. (juodas)
skirstinio funkcijy grafikai ( X tarp 2 ir 4)

matome, kad standartinio normaliojo désnio 0,99 kvantilis (pazymétas raudona stréle —
jis lygus mazdaug 2,35) yra mazesnis uz Stjudento su 10 L.1. atitinkama kvantilj (juoda
strélé — tai mazdaug 2,75)). Zinoma, galime ir 3) tiesiogiai apskaidiuoti kvantilius
(rezultatams suteiksime lentelés pavidala)

al pha <- seq(0.8,0.99,0.01)

t10 <- round(qt(al pha, 10), 2)

n <- round(gnorn(al pha), 2)

mat ri x(c(t10,n), nrow=2, byrow=T, di manes=list(c("t10","norni), al pha))

0.8 0.81 0.82 0.83 0.84 0.85 0.86 0.87 0.88 0.89
t10 0.88 0.92 0.96 1.00 1.05 1.09 1.14 1.19 1.25 1.31
normO.84 0.88 0.92 0.95 0.99 1.04 1.08 1.13 1.17 1.23
0.9 0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
t10 1.37 1.44 1.52 1.60 1.70 1.81 1.95 2.12 2.36 2.76
norm1.28 1.34 1.41 1.48 1.55 1.64 1.75 1.88 2.05 2.33

7.8 UZDUOTIS. Papildykite $ia lentele naujomis eilutémis (kai L1. skai¢ius kinta nuo 2
iki “daug”) ir iSbrézkite kvantiliy elgesi iliustruojantj grafika (x aSyje atidékite al pha,
oyasyjet2,t3,...,t10,...,norm.

7.9 UZDUOTIS. Tarkime, kad nepriklausomi a.d. X; , i=1,...,6, igyja tris reik§mes: 0 su
tikimybe 0,3, 1 su 0,1 ir 2 su 0,6. Tarkime, S, =X, +...+ X, n 21. Naudodamiesi
Monte-Karlo metodu (jis — DSD iSvada!), apskaiciuokite apytiksles S,,...,S, reikSmiy
tikimybiy reikSmes ir iSbrézkite ju grafikus.

7.10 UZDUOTIS. [$siaiskinkite ir pakomentuokite §ias eilutes:

foo <- matrix(0, 49, 100)

for (i in 1:49)
foo[i, ] <- density(rnorm(5000,mean = sqrt(i),sd = i"0.25),
from= sqrt(1)-3*1, to = sqrt(49)+3*4970.25, n = 100) $y

> Priminsime, kad R pagristas vektorine aritmetika (¢ia X i$ tikryju yra vektorius).
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persp(foo, theta = 80, phi = 30, scale = FALSE, Itheta = -120, shade =
0.75, border = NA)

Papildykite Sig programa keliomis eilutémis, kurios iSbrézty gauto pavirSiaus kontiirines
linijas.
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8. Sprendziamoji statistika: parametry jverciai

Nors matematings statistikos tikslas yra jvertinti visos populiacijos parametrus, ta¢iau ji
gali remtis tik jos dalimi — éminiu. Jau Zinome, kad i§ DSD iSplaukia, kad populiacijos
vidurkis mazdaug lygus éminio vidurkiui, taciau jei norétume apskaiciuoti ne populiaci-
jos vidurki, bet kitus ja aprasancio skirstinio parametrus, reikéty kitokiy samprotavimuy
(zemiau aptarsime du metodus — momenty ir didziausio tikétinumo). Bet kuriuo atveju,
dél éminio atsitiktinés prigimties, gautasis jvertis (jis vadinamas taskiniu) bus tik apytik-
sliai lygus populiacijos vidurkiui ar parametry reikSméms. Norint nusakyti ivercio pak-
laida, galima remtis pasikliauties intervalais — tai toks atsitiktinis intervalas, kuris su di-
dele tikimybe uzdengia atitinkamy populiacijos parametry reikSmes. Aisku, matematika
turéty pasiilyti metodus, kaip surasti patj “geriausia’ (pvz., trumpiausia) tokj intervala.

8.1. Taskiniai jverciai

Tarkime, kad turimi duomenys neprieStarauja hipotezei, jog stebimasis a.d. turi tam tikra
skirstinj, priklausanti nuo vieno ar keliy nezinomy parametry. Parametry iver¢iams rasti
naudojami keli metodai - paprastas, bet nelabai tikslus momenty metodas, ir sudétinges-
nis, bet tikslesnis (nes iverciy dispersijos mazesnés) didziausio tikétinumo (DT) metodas
(= maximum likelihood estimate (MLE) (angl.)). Daznai (pvz., binominio, Puasono ar
normaliojo skirstinio atvejais) abu jverciai sutampa, taciau kartais iSspresti DT lygtis néra
lengva.

Priminsime apibrézimus. Tarkime, kad stebimojo a.d. X skirstinio funkcija Fg(x) pri-

klauso nuo nezinomo s-macio parametro © =(8,,...,8,). I§ DSD zinome, kad /-tasis émi-
nio momentas A4, =(1/ n)z x| apytiksliai lygus [-tajam populiacijos momentui
i=1

a,=a,0,,....6,) . Jei a.d. X turi s momenty, tai galima sudaryti s lyg€iy su s nezinomai-
siais sistema: 4, =a,(0,,...,0,), [ =1,...,s . Jei ja galima iSspresti 8,,...,0

| atZzvilgiu, tai
sprendinys 6, =0, (4,,...,4) =6 (x,,..,x,), [ =1,...,s, vadinamas parametro (6,,...,6.)

momenty metodo jverciu.

Sis jvertis yra palyginti lengvai randamas. Sunkiau yra su geresniuoju DT jveréiu. Tarki-
me, kad a.d. X turi tanki p(x;0). Funkcija

1©)=1, (0 =[]p(; 0

,,,,,

kaip ir jos logaritmas
L(©) =Inl(0O)

vadinamos DT funkcijomis', o visos DT procediiros tikslas yra rasti tokias 0,,....0,
reikSmes, su kuriomis /(©) arba, kas tas pat (kodel?), L(©O) igyja didziausig reikSmg.
Tai atlickama standartiniu btidu: randame visas dalines iSvestines, prisilyginame jas
nuliui ir iSsprendziame gautaja sistema (deja, $i sistema kartais biina gana sudétinga).

! Diskre¢iuoju atveju tankj kei¢iame tikimybémis.
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Panagrinékime pavyzdi. Tarkime, X ~ N(a,0) yra normalusis a.d. su dviem neZinomais

parametrais a ir 0 . Zinome, kad EX =a, o /DX =0 . Momenty metodas siiilo popu-
liacijos momentus sulyginti su éminio momentais: a =¥, 0 =s, (Cia s, yra nepaslinktas

dispersijos ivertis: s = Z(x1 -X)*/(n-1)). Sios sistemos sprendinys akivaizdus:
i=1

a =X,0 0 =s,. Priminsime (Zr. [Ku, 287 p.]), kad DT metodas siiilo praktikai tuos

padius jveréius: a =X, o O =s (&a s yra kiek paslinktas standarto jvertis:

= i(x,. -x)*/n).

Momenty ir DT metody iverciai sutampa ne visuomet. Tarkime, X turi tolygu skirstini
intervale [0,0]; ¢ia 8 yra nezinomas deSinysis intervalo galas. Momenty metodas sitilo

toki nezinomo parametro jvertj (zr. [CM, 1.6 sk.]): 8, =2x, o didziausio tikétinumo —

kitoki: 0, =maxx,. Ivertis 6 yra nepaslinktas, ty. E6 =0, tatiau 6, - ne:
E6; =0(n/(n +1)). Pakeiskime jverti 6, i 6, =((n+1)/n)6, - dabar vidurkiy prasme

jie abu bus vienodai geri. Antra vertus, 6,  yra vis tik “geresnis”: jo reikimés bus aréiau
tikrosios @ reik§més negu 6, , nes DO, =(1/3n)6>, o DO,  =(1/n(n +2))6". Pailiust-
ruosime §j teigini.

simunif <- function(n){ # n yra éminio dydis

#funkcija simunif

mm <- nuneri c(500)

dt m <- nuneric(500)

for (i in 1:500) {ru <- runif(n,0,1)# Tikroji 0 reikdme lygi 1, taciau
# “apsimeskime”, kad to neZinome

mii] <- 2*mean(ru)

dtnfi] <- ((n+1)/n)*max(ru)}

boxpl ot (mm dt m)

titl e(mai n=paste("n=",n))

cat ("E(t hetal)=", nean(mm), "E(t heta2)=", nean(dtn), "\ n")

cat ("D(thetal)=",var(m),"D(theta2)=",var(dtm,"\n")

}

> simuni f (10)

E(thetal)= 1.015739, E(theta2)= 0.99365 Kadangi abu iverciai
nepaslinkti, E(..) turetuy
btGti mazdaug 1
Apskaiciuokite Sias

di spersijas pagal auks-
¢iau pateiktas formules

D(t hetal)= 0.036887, D(theta2)= 0.00840

S H = A R

> simuni f (100)
E(thetal)= 1.000885, E(t heta2)= 0.9998426
D(t hetal)= 0.003496, D(t heta2)= 0.0001093
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n= 100

p o

ok *
8.1 pav. Matome, kad 92 reik§més zymiai arc¢iau 1, negu 91 reikSmeés;

ok
antra vertus, 92 skirstinys aiskiai nesimetriSkas (kuri uodega “sunkesné”?)

Pakomentuosime 8.1 paveiksla. Kadangi 6, =(2/ n)le. yra a.d. suma, tai pagal CRT
i=1

$is a.d. yra mazdaug normalus: 8, ~ N(6,8//3n) . Galima jrodyti, kad 6" turi nesimet-
riska tanki:

2 —1

(n+1)0 E(n +1)QH @

o (X) = ,MD()

Abu tankiai, didéjant n, kaupiasi apie tikraja 6 reikSme (todél galima vis tiksliau “atkur-
ti” ), tadiau antrasis tankis yra labiau sukoncentruotas apie 8 ir todél jis tai daro “ge-
riau”.

> theta <- function(n){

#funkcija theta # Tarkime, 6=1

X <- seq(1l-3/sqrt(3*n),1+3/sqrt(3*n),length=100)# Trijuy sigmi taisyklé
y <- ifelse(x<0|x>(n+1)/n, # Skaiciuojame antrojo
0,n*n*((n*x/ (n+1l))~(n-1))/(n+l)) # tanki o rei kSnes

plot(x,y,type="I1")

[ ines(x,dnormx, 1, 1/sqgrt(3*n)), col =2)
title(mai n=paste("n=",n))}

> par (nfrow=c(1, 2))

> t heta(5)

> t het a(50)

Nn=5 N = 50
A 0
N —]
0
L R—— -
> (— » -
. 3
o.5 1.0 1.5 o.8 1.0 1.2

8.2 pav. Juoda linija - 92** tankis, raudona - 91* tankis
(atkreipkite démesi { x ir y asis)
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R paketo privalumai i3aiskéja sudétingais atvejais. Panagrinékime gama skirstinj. Sio a.d.
tankis priklauso nuo dviejy nezinomy parametry — formos parametro a ir mastelio para-
metro s:

p(x;a,s) = xa_le_X/sl(O,oo)(x)a a,s >Oa

1
sT'(a)

jo vidurkis EX =as, o dispersija DX =as’. Iisprende $ias dvi lygtis, gauname
a=(EX)'/DX,o0 s=DX/EX . Kitais zodziais, momenty metodas siiilo tokius lengvai
apskai¢iuojamus nezinomy parametry jveréius: a =x'/s; ir s =s; /X . Deja, Sie jver-
Ciai nelabai tikslus (ju dispersijos didelés). Pabandykime rasti Siy parametry DT jvercius.
Tikétinumo funkcija dabar atrodo taip

n n 1Sy
Ha.9) =1y, (@9) =[] p(X 0.5 =H]] X,Ea ),
i=1 i=1

o $tai jos logaritminis variantas:
L(a,s)=Inl(a,s) =(a —l)zlnXi —S_lin —nalns —nln [(a).
i=1 i=1

Surade L(a,s) dalines iSvestines ir prisilyging jas nuliui, gauname reikalinga sistema

SI{)_L = ZlnXi —nlns —nl"(a)/T(a) =0,
a

=1

D n
Ep—L:s_szi -nals =0
Eas =T

(Sios sistemos Saknys ir bus ieSkomi parametry a ir s DT jverciai). Tai komplikuota netie-
siné sistema, o spresti ja reikia iteraciniais metodais — pasirodo, kad R kalba tai galima
atlikti keliomis eilutémis:

par (nfrow=c(1, 2))

X <- (1:100)/10

pl ot ( x, dganma( x, 2. 5), type="1")

gama <- rgama(500, 2.5) # Generuojane 500 ganma a.d. su paranetrais
# a=2,5ir s=1

hi st (gama, pr ob=TRUE)

i nes(density(gams)) Histogram of gama
~ o] o]
n m (0]
I\ o o
X o
g ° 2 g
- 0
2 7 © 3
T o o
o o
9 9
Og! T T T T T o I T T T T 1
o 2 g4 6 8 10 o 2 g4 6 8 10

x gama

8.3 pav. Gama skirstinio tankis (kairéje) ir gama éminio histograma
ir tankio branduolinis jvertis
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Dabar pagal éminj bandysime atstatyti (atrodo, kad) gama skirstinio parametry reikSmes.

mean( gama) *2/ var ( gana)

#[ 1] 2.405004

#Kadangi éminys didelis, tai MM duoda gana tiksluy parametro a jiverti
var (ganm) / mean( gamns)

#[ 1] 0.997878

#Fornos paranmetro s jvertis irgi gana tikslus

m gama <- function( x)

- sum(dgamma( gama, shape= x[ 1], scale= x[2],l0g = TRUE))

# Funkcija mlgamma skaiciuoja gama skirstinio DT funkcija L(a, S)
me <- nlm(m gamma, c(shape = 2.4, scale = 1), hessian = TRUE)
# M nim zuojame DT funkcija, nuliné iteracija yra MM ivertis

m e$esti nat e

#[ 1] 2.519790 1.007186 a ir s iverciai

sol ve( ml e$hessi an)

# [,11 [,2] Informacijos (atvirkstineé Heso) matrica
# [1,] 0.022550172 -0.009016688 0,022 yra a ivercio dispersija
# [2,] -0.009016688 0.004410811 0,004 yra s ivercio dispersija

avals <- seq( 0.5, 10, len = 101)

svals <- seq( 0.2, 5 Ilen = 101)

grid <- matrix( 0.0, nrow = 101, ncol = 101)

for (i in seq( along = aval s)){

for (j in seq( along = svals)){

grid[ i, j] <~ mgamma( c( avals[ i], svals[ j]))}}

# grid yra 101x101 DT funkcijos rei kSmiy minimumo aplinkoje matrica
mn(grid)
# 871.1726 M nimali mlgamma reik3mé

par (nfrow=c(1, 1))

contour(avals, svals, grid, levels = seq(900,1100, 50))
# IsSbreézéme DT funkcijos konttGrini grafika minimumo aplinkoje
poi nts( me$estimate[ 1], nle$estimate[2], pch = "+", cex = 1.5)
title( xlab = “a”, ylab = “s")

2 4 6 8 10

8.4 pav. Gama skirstinio tikétinumo funkcijos lygio linijos

Matome, kad tikétinumo funkcijos lygio linijos yra mazai panasios | elipses, todél infor-
macijos matricos naudojimas parametry dvimatei pasikliovimo sri¢iai skaiCiuoti biity
nepagristas. Vis tik irodysime, kad DT iverciy dispersijos yra mazesnés uz MM iverciy
dispersijas. Tam parasysime funkcija di Sp:

> disp <- function(N){

aMM <- sMM <- aDT <- sDT <- nuneric(N)
set.seed(3)

for(i in 1:N{

gama <- rgama(500, 2. 5)
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v <- var(gana)

m <- nean(gamm)

aMMi] <- m2/v

sMWMi] <- vim

m gama <- function( x)

{-sum dgamma( gama, shape= x[1l], scale= x[2], log = TRUE))}

me <- nlm(m gamma, c(shape = avMMi], scale = sMMi]))

aDT[i] <- me$esti mate[1]

sDT[i] <- meS$estimate[ 2]}

cat ("di spersija aMv", var(aMM, ", dispersija sMWE",var(svM,"\n")

cat ("di spersija aDT=",var(aDT),", dispersija sDT=",var(sDT),"\n")
}

> di sp(1000)
di spersija aMvE 0.03353019 , dispersija sMvE 0.00625129
di spersija aDT= 0.02135913 , dispersija sDT= 0.004266431

DT metodo dispersija i§ tikro mazesné, taciau tik mazdaug 1,5 karto.

8.1 UZDUOTIS. Sio skyrelio pradzioje yra pateikti normaliojo skirstinio parametry a ir
o DT metodo iverciy formulés. Pakartokite tik ka aprasytaja procediira ir Siuos ivercius
raskite skaitmeniskai. Ar jie sutampa su aukS¢iau minétais?

8.2 UZDUOTIS. Gaminiy patikimumas daznai apraSomas Veibulo (Weibull) skirstiniu,
kurio tankis atrodo taip:

- 0 “0
p(x;a,s) = %ﬁxgﬁ exp ﬁﬁﬁ ﬁl(o’w)(x), a,s >0.

Nesunku jsitikinti, kad EX = sT(1+3), 0 DX = ° ﬁ ﬁ + 3@— Iﬁl + _ﬁ =
a a H

1) ISbrézkite kelis Veibulo tankio grafikus,

11)  Pakartokite auks¢iau aprasyta analize su Veibulo skirstiniu.

8.3 UZDUOTIS. Pakete MASS yra funkcija fitdistr, kuri skai¢iuoja daugelio
(iskaitant gama ir Veibulo) skirstiniy parametry DT jvercius. Generuokite 200 gama
atsitiktiniy skai€iy, ivertinkite skirstinio parametrus auks¢iau aprasytu metodu ir nau-
dodami f i t di str funkcija. Palyginkite rezultatus.

8.4 UZDUOTIS. Mes jau nagrinégjome duomeny rinkini Davi s ir jo “pataisyta” va-
rianta davi s (tai duomenys apie reguliariai sportu uzsiiminéjan¢iy asmeny svorj
ir agi):

> sunmar y(davi s)

sex wei ght hei ght repwt r epht
F: 112 M n. . 39.00 M n. :148.0 M n. : 41.00 M n. :148.0
M 88 1st Qu.: 55.00 1st Qu.:164.0 1st Qu.: 55.00 1st Qu.:160.5
Medi an : 63.00 Medi an :169.5 Medi an : 63.00 Medi an :168.0
Mean . 65.25 Mean :170.6 Mean . 65.62 Mean :168.5
3rd Qu.: 73.25 3rd Qu.:177.3 3rd Qu.: 73.50 3rd Qu.:175.0
Max. :119. 00 Max. :197.0 Max. :124. 00 Max. :200.0
NA' s : 17.00 NA' s . 17.0

Aisku, kad kintamasis hei ght neturéty biti normalus (nes $is éminys yra dvieju (tik-
riausiai) normaliyjy a.d. (butent, vyry ir motery tigiy) misinys, zr. 8.5 pav.; pakartokite §i
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paveiksla — jame raudona ir zalia kreivés iSbréztos su densi t y funkcija). Beje, tikrinant
normalumo hipotez¢ su shapi r o. t est funkcija (plg. 9-9 psl.), normalumo hipotezé
néra atmetama (nes p reikSme didesné uz 0,05):

Histogram of height

0.06
|
—

|
nL
T

Density
0.04
|
-

0.02

0.00

150 160 170 180 190 200

height

8.4 pav. Kintamojo davi s$hei ght histograma ir
vyry bei motery Gigio tankiy branduoliniy jveréiy grafikai

> shapi ro. t est (hei ght)
Shapiro-WIk normality test

data: hei ght
W= 0.9898, p-value = 0.1697

Taigi, formaliai Zitrint, kintamasis hei ght yra normalusis, nors taip tikriausiai néra.
Dabar uzmirskime, ka mes Zinome apie §i kintamaji ir pabandykime atstatyti jo struktiira,
remdamiesi priclaida, kad hei ght yra dviejy éminiy (su nezinoma proporcija p) mis-
inys, o kiekviena miSinio komponenté yra normali su nezinomais parametrais, t.y.,
hei ght tankis yra pavidalo

m xt <- function(x, p, meanl, sdl, nean2, sd2)
{p*dnor m x, neanl, sdl) +( 1- p) *dnor n( x, mean2, sd2) }

(p turéty buti lygus motery daliai éminyje, t.y., 112/(112+88)=0,56, meanl mazdaug ly-
gus mean( hei ght [ sex=="F"])=164. 7 ir t.t.). Si uzdavinj i$spreskite remdamiesi
didZiausio tikétinumo principu ir taikydami funkcija f i t di st r. Gal but jums pagelbés
atsakymas:

p nmeanl sdl nmean?2 sd2
0.5987635  165. 2547700 5. 9410993 178. 4856961 6. 3547038
(0.1899365) (2.0607014) (0.9848752) (3.3615904) (1.5020201)

8.5 UZDUOTIS. Stebimasis a.d. X turi normalyji skirstini su nezinomais a ir 0>. Gen-
eruokite “daug” normaliyy a.d. ir “jrodykite”, kad 1) s, yra paslinktas standarto o

[vertis; 2) statistikos

O =

o, :DQ_IET/Z L ir 0, = ————Y | x
H2H "rwo Ln(n-1) &

Mn-1/2) . .o Jm ilk-f
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yra nepaslinkti standarto jverdiai, bet 0, geresnis (nes Do, '<Dd,). Nuoroda.
Lengviau dirbti, kai n néra didelis (pvz., n=4). Monte Carlo repliky skai¢iy N imkite
lygiu 10000.

8.6 UZDUOTIS. Tarkime, kad x,x5,...X, (¥, <%, <...<% ) yra variacin¢ seka, gauta
06 =x,6/=(x +X,)/2. Itirkite E6, ir DO, (k =1,2) savy-
bes tuomet, kai a) X turi (0,20) tolygu skirstinj ir b) X yra eksponentinis a.d. su

1§ imties x,,X,,...,X

tankiu p(x) =(1/60)exp(—x/0)1.,,, (abiem atvejais parametras 6 nezinomas).

8.7 UZDUOTIS. Nezinomo parametro 8 jvertis 8"(n) vadinamas suderintu, jei 8"(n),
kai n — o, konverguoja pagal tikimybe i 6 (ty., jei B{|0°(n)—0[=¢&} - 0 koks
bebiity € >0). Tarkime, kad a.d. X turi normalyji skirstini su nezinomu vidurkiu 6 .
“Irodykite”, kad empirinis vidurkis 8"(n) =X yra suderintas 6 jvertis. Nuoroda.
Tarkime, £ =0.25. Generuokite N=10000 normaliojo a.d. N(2,1) dydzio n=10 émi-
niy ir apskaiCiuokite kiekvieno ju vidurki. Apskaiciuokite santykini dazni
n(|x —2>0.25)/n . Pakartokite Sia procediira, kai n =100 ir kai n=1000. Isitikinkite,
kad gautieji santykiniai dazniai artéja i nuli.

8.8 UZDUOTIS. Nezinomo parametro 6 jvertis 8"(n) vadinamas suderintu, jei 8°(n),
kai n — o, konverguoja pagal tikimybe i 6 (ty., jei B{|0°(n)—0[=¢&} - 0 koks
bebiity £>0). Tarkime, kad a.d. X turi apibendrinta KoS$i skirstini su tankiu
Po(x) =1/(1(1 +(x — 6)*)) (taskas O yra tankio simetrijos centras arba “viduting”
reikSmé; priminsime, kad a.d. X vidurkis neegzistuoja). “[rodykite”, kad a) empirinis
vidurkis 8"(n) =X yra nesuderintas 6 jvertis, ta¢iau b) empiriné mediana yra suder-
intas (populiacijos medianos) 6 jvertis. Nuoroda. Perskaitykite 8.7 uzduoties
nuoroda.

8.2. Intervaliniai jverciai

Praéjusiame skyrelyje buvo paaiSkinta, kaip galima rasti neZinomo parametro 6 jvercius
0". Biity gerai, jei sugebétume nurodyti, kiek gautasis jvertis skiriasi nuo tikrosios
parametro reik§més, t.y. jeigu sugebétume rasti £ (>0) toki, kad |0 —0|< €. Deja, ka-
dangi 8" yra a.d., tai galima kalbéti tik apie jvykio {|8 —8|< &} tikimybe. Tarkime, kad
egzistuoja dvi statistikos”, 8 ir 6;, 8" <8, tokios, kad P,(8, <0<8)=a. Jei a
mazai skiriasi nuo 1, tai galima laikyti, kad praktiskai visuomet 6, < 0 < 6] . Atsitiktinis
intervalas [6;,6,] yra vadinamas parametro 6 pasikliauties intervalu, atitinkanéiu pasik-
liauties tikimybe (ar lygmeni) o . Paprastai imama a =0,9;0.95;0,99 ir pan., o statis-

* Apibrézimas. Bet kokia éminio funkcija @ vadinama statistika. Stai keli statistiky pavyzdziai:
6,=x,6, = maxx,
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tikos 6, ir 8, parenkamos taip, kad duotai tikimybei a intervalas [6;,6,] bity kuo
trumpesnis.

Pradé¢kime vienu pavyzdziu. IS DSD zinome, kad, did¢jant éminio dydziui, jo vidurkis
konverguoja i populiacijos vidurki. Antra vertus, nedideliems #» Sie du skaiciai gali paste-
bimai skirtis. Pamodeliuokime $i reiskinj — kelis kartus generuokime po 10 N(0,1) atsi-
tiktiniy skaiciy ir apskaic¢iuokime jy empirinius vidurkius ir standartus:

> set.seed(1) # Dabar rezultatai bus reprodukuoj am
> rn <- rnorn(10)
>rn

[1] -0.9746257 -0.5607552 -2.1839227 0.0895115 0.9695195
[6] -0.4447884 -0.0228788 0.0996069 -0.3551539 0.5429091
> nean(rn)

[1] -0.2840578 # Eminio vidurkis (jis turétuy buti maZdaug 0)

> sd(rn)

[1] 0.8694902 # Eminio standar tas (jis turéty bati mazZdaug 1)
> rn <- rnorn(10) # Dar karta generuokime 10 normaliy skaiciuy

> rn

[1] -1.9304081 -0.9490871 -1.5298516 0.8682471 2.0663557
[6] 0.5861246 -1.2559018 -0.6659785 2.8956619 1.0220281

> nean(rn)
[1] 0.1107190 # Antrojo éminio vidurkis arc¢iau 0 nei pirmojo
> sd(rn) # Antrojo éminio standartas toliau nuo 1

[1] 1.621472

Matome, kad éminio r n vidurkis (kaip ir standartas) gana pastebimai kinta, kitaip sakant,
nelogiska tvirtinti, kad ‘“nezinomas” populiacijos vidurkis a =-0,284 ir, kartu,
a=0,111. Teisinga biity teigti, kad a =-0,284 ir a =0,111, taciau gerai buty, jei kartu
galétume nurodyti ir daroma paklaida. Elgsimés taip: tarkime, kad populiacijos dispersija
0’ yra zinoma; tuomet i§ CRT gauname, kad a.d. Z = Jn (a —X)/0 turi mazdaug stan-
dartinj normalyji’ skirstinj. Jei simboliu z(ar) paZymétume standartinio normaliojo
skirstinio a -3ji kvantili, z, = z(a,),z, =z(a +a,), 0 <a, <1 -a , tai tuomet

P(z,<\Vn(a-%)/0 <z,)=P(z, <N <z,) =a(=0,95).

Kitaip sakant,
z,0

Jn

P(x + Sasx+——=)=0a,

ty. [x+z0/ Jn , X +2,0/ Jn ] yra nezinomo vidurkio a lygmens a pasikliauties inter-
valas. Galima irodyti, kad §is intervalas trumpiausias, kai a, =(1-a)/2, a,=(1+a)/2,
t.y. kai abiejy “uvodegy” tikimybés lygios. Jei pasirinktume populiariausia reikSmg
a =0,95, tai tuomet z, =-1,96, z, =1,96, o (nezinomo) vidurkio a pasikliauties inter-
valas lygus [x —1,960/ Jn , x +1,96 0 /NIn ]. Didinant n, intervalas siauré¢ja (vidurkis a
bus nustatomas vis tiksliau), bet 1étai — kaip const/\In (norint intervala susiaurinti
dvigubai, éminio dydi reikia padidinti keturis kartus!).

’ Miisy pavyzdyje éméme i§ normaliosios populiacijos, todél §i statistika turi tiksliai normaluji
skirstinj.
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Aptartasis pasikliauties intervalas vadinamas centriniu. Kartais naudingi kitokie inter-
valai: pasirinkg z, =z(0) = —o0 ir z, = z(a),, gautume vadinamaji apatini4 (arba kairini), o
pasirinkg z, =z(1-a) ir z, =z(1) =+ - virdutin{> (arba desininj) pasikliauties inter-
valus. Nors visy ju pasikliauties lygmuo lygus o, trumpiausias yra centrinis intervalas.

Grizkime prie miisy pavyzdzio. Kadangi o =1, » =10, tai abiem atvejais “tikrasis”
vidurkis 0 priklauso intervalams [-0,284 —1,96 (I/~/10; 0,284 +1,96 0//10]=[-0,904;
0,336]ir [0,111-1,96 1/+/10;0,111 +1,96 /~/10]=[-0,509;0,731].

Tiriant realius duomenys, populiacijos dispersija 0 Zinoma retai. Tokiais atvejais, lo-
gika vietoje nezinomo O imti jo nepaslinkta jvertj s7. Galima jrodyti, kad dabar a.d.

T_ = Jn (a —Xx)/s, turl jau ne (beveik) normaly, bet (beveik®) Stjudento skirstin su n-1

l.I.  Trumpiausias  lygmens o pasikliauties  intervalas  yra  pavidalo
[x+¢, ((1-a)/2) 8, /\n,% +1, (1 +a)/2) §,/</n] (&ia ¢ (a) yra Stjudento su n-1 L1,
o eilés kvantilis). Priminsime, kad ¢ _, () - z(a), n - o, bet nedideliems »n Stjudento

kvantiliy moduliai yra didesni uz normaliyju kvantiliy modulius (taigi dabar pasikliauties
intervalai kiek platesni).

Grizkime prie savo pavyzdzio. Targ, kad dabar mes nezinome ne tik vidurkio, bet ir dis-
persijos, pirmuoju atveju randame

> -0.284+qt((1-0.95)/2,9)*0.869/sqrt (10)
[1] -0.9056451

> -0.284+qt ((1+0.95)/2,9)*0. 869/ sqrt (10)
[1] 0.3376451

(t.y., “nezinomo vidurkio” pasikliauties intervalas dabar kiek platesnis: pirmuoju atveju
jis lygus [-0,906; 0,338]), o antruoju — [-1,049; 1,271]).

R neturi funkcijos vidurkio pasikliauties intervalui skai¢iuoti. Sia funkcija galima para$yti
paciam (tai keliu eiluc¢iy funkcija, parasykite ja!), arba pasinaudoti funkcijat . t est :

> t.test(rn)$conf.int

[1] -1.049212 1.270650

attr(,"conf.level")

[1] 0.95 # Skai ¢i uoj ame 95% pasi kliauties intervala

(rezultatas nezymiai skiriasi nuo musiskio, nes mes apvalinome vidurkio ir standarto
reikSmes).

Padarysime dar vieng pastaba. Mes netvirtiname, kad nezinomas vidurkis visuomet yra
pasikliauties intervalo viduje — jei pasikliauties (pasitik¢jimo) tikimybé a =0,95 , tai

* Jei 0=0,95, tai z,=1,64.
> Jei a=0,95, tai, kadangi standartinio normaliojo tankis yra lyginé funkcija, z,=-1,64.
6 Jei stebime normaluji a.d. X, tai statistika T, turi tiksliai Stjudento skirstinj. Pazymésime, kad

net tuomet, kai stebimasis a.d. “nelabai normalus”, 7, _, skirstinys mazai nutolsta nuo Stjudento.
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mes tvirtiname tik tiek, kad pasikliauties intervalas (mazdaug) 95 procentams éminiy uz-
dengs vidurki (taigi kartais galime suklysti, bet tai bus retai). Patikrinsime savo teigini.

> conf <- function(){
# funkcija conf
# enmi ni o dydi s=20
# al pha=0. 99 # Imame “nestandartini” reiksminguno |ygm
set . seed(5)
t.lo <- qt(0.005, 19)
t.up <- qt(0.995,19)
coef.lo <- t.lo/sqrt(20)
coef.up <- t.up/sqrt(20)
up <- nuneric(1000)
o <- nuneric(1000)
sk <- 0 # “Teisingu” atveju (kai pasikl. intervalas
# uzdengia 0) skaitiklis
for(i in 1:1000){
rn <- rnorn{20)
m <- nean(rn)
st <- sd(rn)
lo[i] <- mtcoef.lo*st # Pasikliauties intervalo apatinis rezis
up[i] <- mrcoef.up*st # Pasikliauties intervalo virSutinis reézis
sk <- sk+ifelse(lo[i]>0]up[i]<0,0,1)} # Jei pasikl. interval as
# “teisingas”-pridedane 1

pl ot (1: 1000, up, type="I1", # VirSutinis rézis (juoda spalva)
ylimec(m n(lo), max(up)),ylab="conf.int")
lines(1:1000,1 o, col =2) # Apatinis rézis (raudona spalva)

i nes(1: 1000, rep(0,1000))
cat (" Dazni s=", sk/ 1000, "\ n")

}

> conf ()
Dazni s= 0.99

conf.int
-05 00 05 1.0

Stebime idealy atitikima — teoriskai turéty
buti 0,99, gavome 0,99 (plg. 8.6 pav.).

-1.5

I MWW'WMMW“" o i

T T
0 200 400 600 800 1000

1:1000

8.6 pav. Tik desimt karty i$ tikstancio pasikliovimo
intervalas neuzdengia 0 (ar galite nurodyti tuos atvejus?)

Auksc¢iau pateiktus samprotavimus galima pakartoti dispersijoms ir iSvesti, kad tuomet,
kai stebime normalyji’ a.d. X su nezinomais vidurkiu ir dispersija, dispersijos o lyg-
mens O pasikliauties intervalas atrodo taip:

[(n=Ds}/ X (L+a)/2),(n =D)s; /X, (1 =)/ 2)]

(¢ia x.(a) yra chi kvadrato sun LI a eilés kvantilis).

7 Stjudento statistika nelabai jautri nuokrypiams nuo normalumo, tatiau su X : procedira reikia

elgtis atsargiau. Pazymésime, kad nenormaliuoju atveju dispersija apskritai néra geras reikSmiy sklaidos
matas (pvz., gali negalioti 30 taisykl¢), todél tokiu atveju sklaidai matuoti reikéty vartoti kitas charakteris-
tikas (pvz., tarpkvartilini atstuma igd).
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Stai funkcija, kuri pateikia geometring dispersijos pasikliauties intervalo interpretacija:

> chi <- function(){

# funkcija chi

X <- seq(0, 12, | engt h=400)

pl ot (X, dchi sq(x, 4),type="1", # Laisvés laipsniy skaicdius =4

mai n=expr essi on( past e(al pha, "=0,9"))) # Gali buti net formulés

i nes(x, rep(0,400))

xx.lo <- seq(0,gchisqg(0. 05, 3), 1 ength=50) # Rei kSnmi nguno | ygmuo a=0, 9

XX. 1o <- c(xx.lo,-sort(-xx.10),0)

YY.lo <- c(rep(0,50), dchisq(-sort(-xx.10),4),0)

pol ygon( XX. 10, YY. |l 0, col ="yel | ow") # Nuspal vi nsi me kai riaja uodega
# (i ki 0,05-jo kvantilio))

XX. up <- seq(qchisq(0.95,3), 12,1 engt h=50)

XX, up <- c(xX.up,-sort(-xx.up),xx.up[1])

YY.up <- c(rep(0,50), dchisq(-sort(-xx.up), 4),0)

pol ygon( XX. up, YY. up, col ="yel | ow") # Nuspal vi nsi ne desine uodega;
# jos plotas irgi lygus (1-0,9)/2

a=0,9
n
- _
]
=
X 9]
g °
<
[}
© n
o
oS
o
O_ —
© I T T T T T I
0 2 4 6 8 10 12

8.7 pav. Galima jrodyti, kad (n — l)Sl2 /07 turi X 3_1 skirstini; todél
P(X,.(1=a)/2)<(n=Ds;/0* <X, (1 +a)/2) =a

R neturi funkcijos dispersijos pasikliauties intervalui skai¢iuoti, ja parasysime patys.

> conf.var <- function(x,conf.level=0.95){ # Standartine a rei kSnme
# i mane 0, 95
# funkcija conf.var
n <- | ength(x)
sl <- var(x)
s1*(n-1)/c( gchisq((1l+conf.level)/2,n-1),qgchisq((1-conf.level)/2,n-1))

> conf.var(rn)
[1] 0.4012191 1.4799255

Matome, kad “tikroji” dispersijos reikimé (priminsime: @ =1) priklauso pasikliauties

intervalui (jei toki eksperimenta pakartosime daug karty, tai tik mazdaug penkis kartus i§
Simto suklysime, teigdami, kad gautasis intervalas uzdengia populiacijos dispersija).
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8.9 UZDUOTIS. Dispersijos pasiliauties intervalas siauréja, kai n didéja, tadiau i§ jo
iSraiSkos to nesimato. ParaSykite funkcija, kuri iSbrézty tai iliustruojanti grafika
(mazdaug toki kaip 8.8 pav.).

up&lo

(

00 1.0 20 3.0

W
T T T T T
20 40 60 80 100
Eminio dydis

8.8 pav. Didéjant éminio dydziui, dispersijos pasikliauties intervalas
(nemonotoniskai) siauréja

Dabar aptarkime binominj atveji. Paskutiniuose rinkimuose uz Laimés ziburio partija bal-
savo 13,2% rinkéjy. Po mety buvo atlikta sociologiné apklausa, kurioje i§ 1000 apklaus-
tyju 170 pareiske, kad, jei rinkimai buty rytoj, jie balsuoty uz Sia partija. Ar suderinami
Sie duomenys su LZP oponenty teigimu, kad “Sitai dar nieko nereiskia”? Oponenty teiginj
galima iSSifruoti taip: Sios partijos gerbéjy procentas nepasikeité, o padid¢jima galima
paaiskinti éminio atsitiktinumu. Formalizuokime jy teiginj. Tarkime, kad p yra tikimybe,
kad jog rinkéjas rytoj balsuoty uz LZP, t.y., p=(kiek bus “uz”)/(turi balso teis¢)=0,13".
Simboliu p* pazymékime $ios tikimybés empirini ekvivalenta: p =(kiek “’uz” buvo tarp
apklaustyjy)/1000=0,17. Tikslus (dabartinio) p pasikliauties intervalo réziai uzraSomi
gana komplikuotai (zr. [Kr, 193 p., (6.94)]), tac¢iau, naudojant R paketa, to nesijaucia:

> binomtest (170, 1000, p=0. 132)
Exact bi nom al test

data: 170 and 1000
nunber of successes = 170, nunber of trials = 1000, p-value = 0.000633
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to
0.132
95 percent confidence interval:
0. 1472170 0.1947441 # Proporcijos p centrinis pasikliauties interval as
sanpl e esti mat es:
probability of success

0.17

Taigi, centrinis nezinomos proporcijos p pasikliauties intervalas [0,147; 0,195] neuzden-
gia 0,13, todé¢l apklausos duomenys paneigia oponenty teigini — LZP gerbéjy dalis per
metus padidéjo ir su tikimybe 0,95 yra nurodytame intervale. Beje, kadangi LZP gerbéjy
skaicius padidé€jo, tai jie mielai pasirinkty kita, Viréutin'f, pasikliauties intervala, kuris
pateikty jiems dar palankesni prognozeés rezultata:

> bi nomtest (170, 1000, p=0. 132, al t ="g") $conf . i nt # “g"=greater

¥ Kitais zodziais, p yra LZP gerbéjy dalis visoje populiacijoje.

? Objektas bi nom t est (170, 1000, p=0. 132, al t =" g") yra sarasas. Norint suZinoti visas jo kom-
ponentes, reikia surinkti names(bi nom test (170, 1000, p=0. 132, alt="g")) (mums reikia
komponentés " conf . i nt").
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[1] 0.1507 1.0000 # VirSutinis 95% pasi kliauties interval as
attr(,"conf.level")
[1] 0.95

Antra vertus, LZP oponentams labiau patikty maZos p reik§més, todél jie mielai paskelbty
apatinj intervala:

> bi nomtest (170, 1000, p=0. 132, al t="1") $conf . i nt # “1"=l ess
[1] 0.0000000 0.1907543 # Apatinis 95% pasi kliauties interval as
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Matome, kad dabar apklausos rezultatai neprieStarauja oponenty teiginiui, kad p liko toks
koks buvo (ar net pasidaré visai mazas; teisybe, jis neprieStarauja ir tam, kad dabar tiki-
mybé p lygi, pvz., 0,19). Taigi pasikliauties intervalas nenurodo tikslios p reikimeés', jis
tik duoda jos reikSmes, kurios (su 95% tikimybe) yra suderinamos su turimais duomeni-
mis (pasikliauties intervalas duoda intervalini p iverti, tikslia p reikSme galéty pateikti tik
rytoj ivyksiantys rinkimai).

Iki Siol nagriné¢jome tiksly nezinomos tikimybés p pasikliauties intervala. Apytikslj inter-
vala nesunku gauti i§ CRT. Sakysime, kad X, =1, jei i-asis apklausos dalyvis atsake, kad

jis balsuoty uz LZP (to tikimybé p) ir X, =0- prieSingu atveju (tikimybé ¢=1-p).
Reiskinys p”=S /n turi mazdaug normaly skirstini N( p,@ /n), todel su tikimybe
0,95

p—zpg/n<p < p+zpg/n

(¢ia z=1,96). Issprendg Sia nelygybg p atzvilgiu, gauname nezinomos tikimybés p cen-
trini 95% pasikliovimo intervala

n U z \/pD(l—pD)_ 20 n

] 2
e <p S—ﬁpD -z
n+zzﬁp 2n n 4nzﬁ n+z* 2n

Sia formule remiasi funkcija pr op. t est :

> prop.test (170, 1000) $conf. i nt
[1] 0.1475206 0.1950591
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

arba

> prop.test (170, 1000, al t="1ess") $conf.int
[1] 0.0000000 0.1909442
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Kadangi éminys didelis, Sie intervalai tik neZymiai skiriasi nuo tiksliy.

' Negana to, jis dar priklauso nuo “uzsakovo”. Sekangiame skyrelyje kalbésime apie hipoteziy tikrinima ir
ten aptarsime intervalo pasirinkimo principus.

8-14



8.10 UZDUOTIS. Issinagrinékite funkcija prop. t est ir jos tekste raskite nurodyta
formulg.

8.11 UZDUOTIS. Pakete MASS yra funkcija fitdi str . kuri pateikia populiacijos
parametry DT jvercius. Pavyzdziui,

> |ibrary(mass)
> X <- rnorm(30, 4, 1.5)
> fitdistr(x,"normal",list(nmean=0, sd=1))
nmean sd
4.1058149 1. 7049985
(0.3112887) (0.2201328)

(skliausteliuose yra parametry iverciy standartiniuy paklaidy jverciai). O dabar UZDUO-
TIS. Raskite éminio ga is

> set.seed(1)
> ga <- rgamma(500, shape=2.5, rat e=0.1)

parametry DT jvercius su a) fi t di st r funkcija ir b) kartodami procediira i$ 8-5 psl.

8.12 UZDUOTIS. Su

library(Sinple)
dat a( exec. pay)
?exec. pay

pakraukite duomeny rinkini exec. pay (tai JAV vadovaujanciy darbuotojy (CEO =
Chief Executive Officer (angl.)) atlyginimai). Raskite 90%, 95% ir 99% vidurkio ir medi-
anos pasikliauties intervalus. “Graziai” juos atspausdinkite. Paieskokite “informatyviy”
Sio kintamojo grafiku. Nuoroda. Kadangi skirtinys nesimetriskas, Sia uzduoti geriausiai
atlikti butstrepo metodu (plg. 4.13 ir 4.22 uzduotis).

8.13 UZDUOTIS. Tais atvejais, kai populiacijos skirstinys priklauso nuo keliy paramet-
ry, didziausio tikétinumo jverciy radimas kartais btina gana komplikuotas (plg. 8-4 —
8-6 psl.). Vienmaciu atveju daznai viskas biina paprasciau. Pvz., Puasono skirstinio
su nezinomu parametru A >0 tikétinumo funkcija atrodo taip (kodél?):

A
-nA

>
xl.x,!

A>0.

I(A)=e

Jos 1iSvesting prilyging 0, matome, kad maksimuma S§i funkcija pasiekia taske
A= (x, +...+x,)/n =X - tai ir bus nezinomo parametro A didziausio tikétinumo {vertis
(jis, beje, sutampa su momenty metodu gautuoju (kodél?)).

Zemiau pateiktas funkcijos M e. poi s, bréZziancios Puasono skirstinio tikétinumo funk-
cijos grafika, kodas. Pazymeésime, kad nedideliy papildomy komplikacijy atsiranda d¢l to,
kad viename grafike norime iSbrézti dvi kreives (tikétinumo funkcijos ir jos logaritmo) su
dviem y asimis, grafiko kair¢je ir deSinéje (Sios komandos pazymétos melsva spalva).
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> me.pois <- function(){

#Puasono skirstinio tiketinumo funkcija

X_rpoi s(5,10) # Generuoj ame penkis Puasono su A=10 ats. skaicius
| hat _nean(x)

| anbda_seq(! hat-2*sqgrt (| hat), | hat +2*sqgrt (| hat ), by=0. 01) #Tei g. par anetr o
| anbda_| anbda[ | anbda>0] # A kitimo réZius nustatome pagal 20 tai sykle
I i kel ihood_exp(-Ianmbda*l ength(x))*lanbda”sum(x)/prod(gama(x+1))
Xx2_rpois(5,10) # Ceneruojane dar penkis Puasono su A=10 ats. skai ¢ius
| hat 2_mean( x2)

| anbda2_seq(| hat 2-2*sqrt (| hat 2), | hat 2+2*sqrt (| hat 2) , by=0. 01)

| anbda2_| anbda?2[ | anbda2>0]

I'i kel i hood2_exp(-Ianbda2*| engt h(x2))*l anbda2”sum( x2)/ prod(gamma(x2+1))
par (mar =c(5, 4, 4,4)) #ParuoSi anme vi etos dvi em papi | donons |inijons des.
YyM N log <- min(mn(log(likelihood), mn(log(likelihood2))))

yMAX. | og <- max(max(l og(li kel i hood), max(log(likelihood2))))

pl ot (I anbda, | og(li kel i hood), type="I1",ylimrc(yM N. | og, yMAX. | 0Q))

i nes(l anbda2, | og(likelihood2),|ty=2)

MAX <- whi ch. max(1i kel i hood)

MAX2 <- which. max(li kel i hood?2)

arrows (| anbda] MAX], | og(Il i kel i hood) [ MAX], | anbda[ MAX], yM N, col =3)

arrows (| anbda2[ MAX2] , I og(Ili kel i hood2) [ MAX2], | anbda2[ MAX2], yM N, col =3

I ty=2) # Strélés (arrows) zymés tikét. funkciju maksimumus

par (new=T) # Kita plot komanda nei Strins ankstesni o grafiko

YMN <- min(mn(likelihood, m n(likelihood2)))

yMAX <- max(max(li kel i hood), max(li kel i hood2))

pl ot (I anbda, | i kel i hood, type="1",ylimrc(yM N, yMAX), col =2, axes=F,

xl ab="", yl ab="")

axi s(si de=4, col =2)

i nes(l anbda2, li kel i hood2,1ty=2, col =2)

ntext ("li kel i hood", side=4,1ine=2, col =2)
print(list(nmean=lhat, mean2=l hat2))} # Spausdiname éminiu vidurkius

> m e. pois()
$nean
[1] 9.4

$nean2
[1] 11.8

8.9 pav. (zr. Zemiau) matome, kad ir tikétinumo funkcija (raudona spalva), ir jos logarit-
mas (juoda spalva) maksimuma pasiekia tame paciame taske (jis lygus éminio vidurkiui
ir kartu su éminiu gali kisti).
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O dabar UZDUOTIS. Isbrézkite grafika su viena kreive (stebimo a.d. tikétinumo funk-
cija) ir su viena y asimi, kai stebime a.d. X su eksponentiniu skirstiniu, t.y., kai

() [0, kai x <0,
X)=
Px Eﬁexp(—@x), kai x=0.

(parametras 8 >0 nezinomas).
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9. Sprendziamoji statistika: hipoteziy tikrinimas (vienas émi-
nys)

Pasikliauties intervaly skaic¢iavimas yra glaudziai susij¢s su hipoteziy tikrinimu. Pir-
muoju atveju randame intervala, kuriame turéty buti nezinoma parametro reikSme. Ant-
ruoju atveju tariame, kad parametras turi konkrecia reikSmg ir klausiame, ar §i prielaida
(hipotez¢) yra suderinama su turimais duomenimis. Vienas i§ §ios problemos sprendimo
varianty yra toks: jei tinkamai parinktas pasikliauties intervalas uZzdengia hipoteting
reikSme, tai (kiek diplomatiskai) sakome, kad turimi duomenys neprieStarauja miisy hi-
potezei. Dazniausiai ta pati R funkcija skai€iuoja ir pasikliauties intervalus ir tikrina hi-
potezes.

Dauguma Siame skyriuje aptariamy testy priklauso base ir/arba ctest (=classical test) pa-
ketams. Stai visy R 1.7.1 paketo ctest funkcijy sarasas:

> |ibrary(hel p=ctest)
I nformati on on Package 'ctest'
Descri ption:

Package: ctest

Version: 1.7.1

Priority: base

Title: Cassical Tests

Aut hor: Kurt Horni k <Kurt.Horni k@i .tuw en.ac.at> wth najor
contributions by Peter Dal gaard <p. dal gaar d@ubi sm ku. dk> and
Tor st en Hot horn <Torsten. Hot horn@ zmai | . uni - erl angen. de>.

Mai ntai ner: R Core Team <R-core@ - proj ect. org>

Description: A collection of classical tests, including the
Ansari-Bradl ey, Bartlett, chi-squared, Fisher, Kruskal-Wallis,
Kol nbgor ov-Smirnov, t, and W/I coxon tests.

Li cense: GPL

Built: R1.7.1; i386-pc-ningw32; 2003-06-16 08:49: 22

| ndex:

ansari.test Ansari - Bradl ey Test

bartlett.test Bartlett Test for Honopgeneity of Variances

bi nom t est Exact Bi nom al Test

chi sq. t est Pearson's Chi-squared Test for Count Data

cor.test Test for Association/Correlation Between
Pai red Sanpl es

fisher.test Fi sher's Exact Test for Count Data

fligner.test Fligner-Killeen Test for Honmpbgeneity of
Vari ances

friedman. test Fri edman Rank Sum Test

kruskal . t est Kruskal -Wal I i s Rank Sum Test

ks. test Kol nbgor ov- Smi rnov Tests

mant el haen. t est Cochr an- Mant el - Haenszel Chi-Squared Test for
Count Dat a

ncnemar . t est McNenmar's Chi-squared Test for Count Data

nood. t est Mood Two- Sanpl e Test of Scal e

oneway. t est Test for Equal Means in a One-Way Layout
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pai rwi se. prop. t est Pai rwi se conpari sons of proportions

pai rwise.t.test Pairwise t tests

pai rwi se.tabl e Tabul ate p val ues for pairw se comparisons

pai rwi se. wi | cox. t est Pai rwi se WIcoxon rank sumtests

power . anova. t est Power cal cul ati ons for bal anced one-way
anal ysis of variance tests

power . prop.t est Power cal cul ations two sanple test for of
proportions

power.t.test Power cal culations for one and two sanple t
tests

print. power. ht est Print nmethod for power cal cul ation object

prop.test Test for Equal or G ven Proportions

prop.trend.test Test for trend in proportions

guade. t est Quade Test

shapi ro. t est Shapiro-WIk Normality Test

t.test Student's t- Test

var .t est F Test to Conpare Two Vari ances

wi | cox. t est W coxon Rank Sum and Signed Rank Tests

Nemazai §iy (ir kity) testy taikymo pavyzdziy galima rasti, pvz., svetainése
kisu.edu/faculty/gerstman/Epilnfo/|arba http://www.math.yorku.ca/SCS/friendly.html

9.1. Hipotezés apie proporcija

Pradékime hipotezémis apie nezinomas tikimybes (proporcijas populiacijoje). Ta uzda-
vini, kuri anks¢iau formulavome intervaly terminais, dabar sprgsime kitaip. LZP opo-
nentai teigia, kad, neziiirint apklausos rezultaty, Siai partijai prijaucianciy dalis liko ta
pati. Sis teiginys vadinamas pagrindine' (arba nuline) hipoteze ir Zymimas
H,:p=p,(=0,132). Kadangi pagal DSD santykinis daznis p" =k, /n turi biiti maz-
daug lygus “tikrajai” tikimybei p, tai “nedidelés” skirtumo p”— p, reiksmés turéty liu-
dyti hipotezés H, naudai, o “didelés” — prieS ja. Taigi esminis klausimas yra toks: ar
skirtumas p”— p, =0,17-0,132=0,038 didelis? Aisku, kad $is klausimas néra prasmin-
gas, nes, ji performulave¢ procenty terminais, galétume paklausti: ar skirtumas 17-
13,2=3,8 (procento) didelis? Si skirtuma reikéty kazkokia prasme normuoti ir padaryti ji
nepriklausoma nuo parametro “dimensijos”. Elgsimés taip: jei teisinga H,, tai (pagal
CRT) nuokrypio (kitaip - kriterijaus) statistika z”=(p" = p,)/+/p,(1 = p,)/n turi (maz-
daug) standartini normaluji skirstini2 N ir todél labiausiai tikétina, kad z" reik§més bus
artimos 0. Tolesni samprotavimai priklauso nuo pasirinktos alternatyvos, t.y., nuo
sprendimo, kurj darysime, kai z"” bus “toli” nuo 0. Jei miisy tikslas biity jrodyti, kad
LZP réméjy dalis visoje populiacijoje pasikeité (nesvarbu, padidé€jo ar sumazéjo), tai al-
ternatyvioji hipotez¢ biity formuluojama taip: H,: p # p,. Tarkime, kad gautas nuokry-

' Nuliné hipotezé paprastai pateikia konservatyvy situacijos vertinima: dabar yra taip kaip buvo anksgiau.
Pats terminas “nuliné hipotezé” atsirado kartu su matematine statistika XX a. pradzioje ir reiske, kad, pvz.,
papildomas tr¢Simas duoda nulini derlingumo prieda.

* Tuo patiu simboliu z . zymime du skirtingus dalykus: skirtinguose éminiuose z - igyja skirtingas
reikSmes (taigi tai a.d.; jis turi standartini normalyji skirstini N); miisy éminyje jis igijo konkrecia skaiting
reik§me (taigi dabar tai skaicius). Kai kuriuose matematinés statistikos tekstuose atsitiktinius dydzius zy-
mi didziosiomis raidémis, o konkrecias (skaitines) ju reikSmes — mazosiomis. Mes abiem atvejais varto-
sime ta pati simbolj.
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pis | z"| yra “labai” didelis, tiksliau, jvykio | N [ z" tikimybé tiek maza, kad & ivyki ga-
lima pavadinti (beveik) negalimu. Kadangi nejtikeétini jvykiai paprastai nepasirodo, tai jo
pasirodymas matyt reiskia, kad miisy hipotezé H, neteisinga. Tikimybé P(|N > z")
vadinama kriterijaus p reikSme (p-value), jei ji mazesné uz kriterijaus reikSmingumo
lygmenj a (jo standartiné reikSmé 0,05) - H, atmetame ir priimame H,.

> prop.test (170, 1000, p=0. 132, al t ="t wo. si ded") $p. val ue
[1] 0.0004594326 # H, neabejoti nai atnetane

Tuo atveju, kai pagrindin¢ hipotez¢ yra ta pati H,: p = p,(=0,132), bet alternatyva
H,:p>p,, H, teks atmesti, jei nuokrypio statistika z" igis dideles teigiamas reik§mes,
tiksliau, kai tikimybé P(N = z") bus mazesné uz q.

> prop.test (170, 1000, p=0. 132, al t ="greater") $p. val ue
[1] 0.0002297163 # Hy, neabej oti nai at netane

Alternatyva H,: p < p, néra labai prasminga (kadangi p”=0,17, tai aisku, kad i3
dviejy hipoteziy, H,: p =0,132 ir H,: p <0,132, rinksimés pirmaja), taciau, formaliai
taikydami savo kriteriju, gauname

> prop.test (170, 1000, p=0. 132, al t =" ess") $p. val ue
[1] 0.9997703 # Néra maziau uz 0,05 - priimame Hg

taigi néra jokio pagrindo atmesti H,,.

Pazymésime, kad Sioms hipotezéms tikrinti galime taikyti ir tiksly kriterijy, taciau, ka-
dangi éminys didelis, i§vados bus tos pacios.

> binomtest (170, 1000, p=0. 132, al t ="g") $p. val ue
[1] 0.0003509407 # H, neabejoti nai atnetane

9.1 pvz. Iispresime vieng uzdavinj (zr. CM1, 171 psl., 7 uzdavinys). Naujo medika-
mento reklamoje teigiama, kad jis sukelia paSalines reakcijas ne daugiau kaip 1% pa-
cienty. IStyrus 1000 vaista vartojusiy ligoniu nustatyta, kad pasalini poveiki pajuto 32
ligoniai. Ar duomenys neprieStarauja reklaminiam teiginiui? (a=0,05)

Nuliné hipotezé suformuluota uzdavinyje - H,: p < p, =0,01. Jei 81 hipotezé buty tei-
singa, nezinomos tikimybés p ivertis p (t.y., procentas ligoniy, pajutusiy pasalini po-
veik}) turéty biiti mazdaug lygus (arba mazesnis uz) p,. Kadangi p=32/1000 yra
mazdaug tris kartus didesnis uz p,, kyla jtarimas, kad ko gero teisinga ne hipotez¢ H,,
o H,:p>p,. Taigi tikrinsime hipotez¢ H,: p < p, =0,01 su alternatyva H,: p > p,
(pazymeésime, kad sprendimo procediira (tiksliau, kritiné sritis ar p reikSme) liks tokia
pati, jei nuling hipotezg pakeisime | H, : p = p, ). AiSku, kad miisy eksperimentai apra-
Somi Bernulio modeliu (n=1000), kiekviena ligoni, pajutusi pasalini poveiki, salyginai
pavadinkime s¢kme (i§ viso sekmiy yra K,,,, =32, o sekmés tikimybe, kai teisinga H,,,

lygi p,). Kadangi H, nenaudai turéty liudyti didelis “sékmiy” skaiCius, apskaiciuokime



kriterijaus p reikSme, t.y., (stebéto arba dar didesnio nuokrypio i deSing) tikimybe
P(K,p00 232;p = p,) (plg. formules [CM1, 164 psl.]):

> 1- pbi nom( 31, 1000, 0. 01)
[1] 1.938156e-08

Kadangi $i tikimybé aiSkai mazesné uz (pageidaujama reikSmingumo lygmeni, t.y.,a =)
0,05, todél H, neabejotinai reikia atmesti. PaZymésime, kad lygiai ta patj rezultata gau-
name ir su

> binomtest (32,1000, p=0.01, alt="greater")
Exact bi nom al test

data: 32 and 1000

nunmber of successes = 32, nunber of trials = 1000, p-value = 1.938e-08
alternative hypothesis: true probability of success is greater than
0.01

95 percent confidence interval:

0. 02338818 1. 00000000 # Kadangi 8is intervalas neuzdengia 0,01, todel
sanpl e estimates: # Hy (su 95 %rei kSm |ygneniu) reikia atnesti
probability of success

0.032

“Klasikiniai” vadovéliai sitlo tikimybg P(K,,, =32;p = p,) apskaiciuoti apytiksliai,
remiantis CRT (arba, kitais zodZiais, Muavro ir Laplaso integraline teorema):

Koo =Py o 32-100000,01 U

P(K, 00 =232;p,) =P =
(K100 Po) ﬁ Jnpog, /1000 0,0100,99

Jei $ia tikimybe aproksimuotume dydziu P(N =6,992) (t.y., nenaudotume Yates’o to-
lydumo pataisos), tai

> 1-pnor m( 6. 992)
[1] 1.355027e-12

SkaitmeniSkai rezultatai skiriasi (kadangi visos skirstinio funkcijos aproksimacijos, kai
argumentas (Siuo atveju, 6.992) yra “toli nuo vidurkio” (t.y. $iuo atveju, “toli” nuo 0) yra
netikslios), taciau atsakymas toks pat - H|, reikia neabejotinai atmesti. Pazymésime, kad

lygiai toki pati atsakyma gautume ir su apytiksliu
> prop.test (32,1000, p=0.01,alt="greater", correct =FALSE)

1-sanpl e proportions test w thout continuity correction

data: 32 out of 1000, null probability 0.01
X-squared = 48.8889, df = 1, p-value = 1.354e-12
alternative hypothesis: true p is greater than 0.01
95 percent confidence interval:

0. 02403373 1. 00000000

sanpl e esti mat es:

p
0. 032
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IS esmés tokia pacia iSvada darome ir su kiek tikslesniu pr op. t est variantu:

> prop.test (32,1000, p=0.01,alt="greater")
1-sanple proportions test with continuity correction

data: 32 out of 1000, null probability 0.01
X-squared = 46.6919, df = 1, p-value = 4.154e-12 # H, rei kia at mesti
alternative hypothesis: true p is greater than 0.01
95 percent confidence interval
0. 02360359 1. 00000000
sanpl e esti mat es:

p
0. 032

Panagrinékime dar du, kiek nestandartinius, hipoteziy tikrinimo pavyzdzius (i karta hi-
potezés H,:p = p, nenaudai liudys ne didelés skirtumo |K,/n—p,| reikSmes, bet
(itartinai) mazos!) 3-20 psl. buvo apraSyta Monte Carlo procediira skaiciaus 77 apytiks-
lei reikSmei rasti. Priminsime: metame “taskus” i kvadrata [—1,1] X[ —1,1]; jei taSky me-
tame “daug”, tai “sekmiy” (t.y., tasky, pakliuvusiy i vienetini skrituli arba, kitaip sakant,
tenkinanc¢iuy salyga x +y’ <1) santykinis daZnis K, /n turéty biiti mazdaug lygus
m/4.

9.2 pvz. Zinomas statistikas D.B. (vardas ir pavardé autoriui Zinomi) tagka meté 10000
karty ir gavo, kad Ky, /10000 = 0,7854 , taigi® sutampa su p =71/4

> options(digits=8)
> pi

[1] 3.1415927

> pil/4

[1] 0.78539816

> eps <- 0.7854-pi/4
> eps

[1] 0.0000018

penkiy zenkly po kablelio tikslumu. Ar negalima itarti, kad tikslumas eps yra “per
daug geras”? Apskaiciuokime gauto (arba dar geresnio) tikslumo tikimybg:

PaK" -p
n

= P(| N [ 0,00045)

SSD:P%'Kn_nQ’|S 10000 [(]),0000018 D:
1 Hno ) \/1000051/4m1—n/4)ﬁ

> stat <- (10000*eps)/sqrt(10000*(pi/4)*(1l-pi/4))
> pnorm(stat)-pnorm -stat)
[1] 0.00035694

3Tiksliausakant,
rdat <- matrix(runif(10000 * 2, min=-1, max = 1), nrow = 2)

sun(col Suns(rdat * rdat) < 1) # Ar ai 8ku, kas ¢ia vyksta?
[1] 7854

9-5



Taigi tokj arba dar geresnj tiksluma galime gauti tik 1 kartg i§ 2778 — rezultatas neitiké-
tinai® tikslus. (Tai dar kartg jrodo, kad D.B. yra reik§mingas!)

9.3 pvz. Tarkime, kad plokStuma suliniuota lygiagreciomis linijomis, tarp kuriy atstumas
2a. Jei ant Sios plokStumos mestume ilgio 2/, /[<a, adata, tai galima jrodyti (tai vadina-
masis Buffon’o uzdavinys), kad tikimybé p adatai kirsti viena i$ linijuy yra 2//art. Si
fakta vel galétume panaudoti skai¢iui 77 apytiksliai apskaiciuoti. Pasiremsime zinomu
Lazzarini’o rezultatu: 1901 metais jis meté adata 3408 kartus ir nustate, kad
1T=3,1415929 . Isitikinsime, kad toks “tikslumas” mazai tikétinas.

Lazzarini’o eksperimente 7T apskaiciuotas su SeSiais tiksliais skaitmenimis po kablelio.
Antra vertus, jei kirtimy skaicius (tarkime K,,,,=m) pasikeisty vienetu, Sitai pakeisty
bent ketvirta deSimtaini 77 ivercio skaitmeni. IS tikro, jei n» mazesnis uz 5000,

a(m+1) am _ a 1

= >—>0,0001.
2nl 2nl  2nl 2n

Vadinasi, yra tik viena m reikSmé, su kuria Lazzarini’s gal¢jo gauti savo jvert]. Pagal
lokaliaja Muavro ir Laplaso teorema,

_(m=np)’
1 e 2w < 1

J21p(1 - p) J2mp(l-p)| .

Tarkime, kad a =2/ ; tuomet p =1/mm=1/3, 0 P(Ky,s =m)<0,015. Taigi, jei Lazzari-

Pk, =m)=

ni’s savo eksperimenta pakartoty 100 karty, toki tiksluma jis gauty tik mazdaug viena
karta - mazai tikétina, kad tai buvo pats pirmasis kartas. Kitaip sakant, jis savo rezulta-
tus, matyt, kiek “pakoregavo”...

9.2. Hipotezés apie vidurkj

Norédami patikrinti, ar kintamojo vidurkis igyja konkrecia reikSme, remsimés Student’o
kriterijumi t . t est . Sj kriterijy naudojame, kai populiacija yra (mazdaug) normali (jei
taip néra, tuomet neparametriniai testai (pvz., Wilcoxon’o ranginis kriterijus) labiau tin-
ka populiacijos centro nustatymui).

4 skyriuje nagrinéjome duomeny rinkini davi S (jame buvo pateikti duomenys apie tik-
rajl ir pranestaji apklaustyju asmeny tigj ir svorj). Patikrinkime hipoteze, kad moterys
teisingai pranes¢ savo tgj (tiksliau kalbant, kad motery tikrojo tigio vidurkis lygus pra-
nestojo tigio vidurkiui).

> attach(davis)

> davi sF_davi s[ sex=="F",] # Atrenkane tik noteris
> det ach(davi s)

> attach(davi sF)

> di n( davi sF)

[1] 112 5

* Standartiné “nejtikétino” jvykio reikimeé yra 0,05 (taigi 1 kartas i§ 20).
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> mean( hei ght)

[1] 164. 7143

> var (hei ght)

[1] 32.02574

> mean(repht)

[1] NA # Kadangi dalies duomeny triksta..
> nean(repht, na. rneT) # Trustamus duomenis iSmesime

[1] 162.1980

Anksc¢iau matéme, kad motery tgis hF turi beveik normalyji skirstinj, todél hipoteze
formuluosime vidurkiy terminais: H,:a =162,1980, H,:a #162,1980 (Cia a yra tik-
rojo digio vidurkis). Jei H, teisinga, tai pagal DSD skirtumas x —162,1980 neturéty buti
didelis.  Tiksliau  kalbant, neturéty biuti  didelé normuotos  statistikos
t,, = (X —162,1980)/\/s’ /n modulio reikimé. Kadangi tikimybé

- 0
16,7143 71621980 O_ ) 1y 7057) =7.345 [0
J32,0257/112

(]
POT 5 P
U

mazesné uz 0,05, tai nuling hipotez¢ tenka atmesti — moterys klaidingai pranes¢ savo
tigi. Pazymésime, kad lygiai tokj pati rezultata gautume su funkcijat . t est:

> t.test(hei ght, mu=nean(repht, na.rneT))
One Sample t-test

data: hei ght
t = 4.7056, df = 111, p-value = 7.347e-06
alternative hypothesis: true nmean is not equal to 162.1980
95 percent confidence interval:
163. 6547 165. 7739
sanmpl e estimates:
mean of x
164. 7143

9.1 UZDUOTIS. Surinke

I'i brary( MASS)
dat a( m chel son)

m chel son

Speed Run Expt
1 850 1 1
2 740 2 1
3 900 3 1
kkkkkhkkhkkhkkhkkhkkkkhkkkkk*kx

pamatysite garsiuosius Michelson’o Sviesos grei¢io matavimy (atlikty 1879 m.) rezulta-
tus (norint gauti tikraji greiti, prie $iy skaiciy reikia pridéti 299000 km/s). a) Ka galite
pasakyti apie Speed skirstini? b) Ar matavimo rezultatai suderinami su anksc¢iau Zino-
mu Sviesos greiciu lygiu 0 (pranciizas Cornu, 1876)? c¢) Ar skiriasi matavimy rezultatai
skirtingose EXpt grupése? d) Kam “lygus Sviesos greitis” po Michelsono bandymy?
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9.2 UZDUOTIS. Hipoteziy apie vidurkj tikrinimas yra pagristas Student’o kriterijaus p
reik§miy skai¢iavimu. Stai funkcija p. val ue, kuri pateikia grafing $io skai¢iavimo
interpretacija.

p. val ue<-function(t, df)

{

z1 <- seq(-3, 3, 0.01)

tankis <- dt(z1, df)

Pl ot asKai riau <- round(pt(t,df), 3)

Pl ot asDesi niau <- round(1l - PlotasKairiau, 3)

plot(z1l, tankis, type = "I",xlab = "x", ylab =
paste(" Student’ o tanki o su", as.character(df),
"“I. 1. grafikas"),min = paste("t =",
t))

text(-2, 0.33, paste("Plotas kairiau t =",
100 * PlotasKairiau,"%), cex = 1.2)

text(2, 0.33, paste("Plotas desiniau t =",
100 * Pl otasDesiniau,"%), cex = 1.2)

z2 <- seq(-3, 3, 0.05)

hei ght2 <- dt(z2, df)

len <- length(z2[z2 > t])

segnents(z2[z2 > t], rep(0,len), z2[z2 > t],
hei ght2[z2 > t])

cat ("p. val ue=",
Pl ot asDesi ni au, "\n")

}

> p.val ue(1l.5, 20)
p. val ue= 0. 075

0.4

Plotas kairiau t= 92.5 % Plotas desiniau t= 7.5 %

0.3

Stjudento tankio su 20 L.I. grafikas
0.1 0.2

9.1 pav. DeSininé p reikSmé
Modifikuokite Sia funkcija: 1) vietoje vieno grafiko iSbrézkite tris greta viena kito

(su kairigja, dvipuse ir deSinigja p reikSmémis), 2) atitinkama uodega ne uzbruks-
niuokite, bet nuspalvinkite (zr. ?pol ygon).
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9.3. Pareto skirstinys

Populiariausios populiacijos centro charakteristikos yra jos vidurkis ir mediana. Mes jau
aptaréme Student’o kriterijuy hipotezéms apie vidurkj tikrinti. Deja, jis néra tikslus, jei
nagrin¢jame nedidel; éminj i§ akivaizdziai nenormalios populiacijos. Be to, Sis testas
apskritai nepritaikomas, jei nagrin¢jamasis a.d. neturi baigtinio vidurkio (tai atitinka ga-
na populiary ekonometrijoje “sunkiy uodegy” atveji). Eminiy prasme sunkios uodegos
reiskia, kad juose bus (gal ir nedaug, bet) “dideliy” reikSmiy (Lietuvoje yra Zmoniy, tu-
rinCiy labai dideles pajamas (teisybé, ju nedaug); internetu kartas nuo karto perduodami
labai dideli failai ir pan.). Abiem S$iais atvejais remsimés Wilcoxon’o kriterijumi media-
noms. Taciau pries tai pakalbékime apie Pareto skirstini.

Sakome, kad a. d. X turi Pareto skirstinj, jei jo tankis yra pavidalo
p(x)=cex 1, (x), ¢>0. Sis a.d. turi baigtinj vidurki tik tuomet, kai ¢ >1:

m, = EX =J'x Bx ™ “Vdx = /(c -1), ¢ >1;
1

antra vertus, koks bebuty ¢, ad. X turi visus momentus iki ¢:
m, =EX" =c/(c —v), 0 <v <c. Taigi, jei ¢ <1, a.d. X vidurkio neturi, nors jo mediana
egzistuoja visuomet: mX =€/§, ¢ >0. Vidurkio egzistavimas yra glaudziai susijgs su

“vodegos sunkumu”: kuo sunkesné uodega (t.y., kuo léCiau artéja | nulj tikimybé
P(X >x), kai x - o), tuo maziau momenty turi a.d. X.

gpareto(x, c)
5 10 15 20 25 30
|

o

gnormQx)

9.2 pav. Pareto skirstinio kvantiliy grafikas (plg. 4 skyriu);
desinioji uodega “labai sunki”

ParaSysime keturias R funkcijas, kurios skai¢iuos Pareto tankio funkcija dpar et o,
skirstinio funkcija ppar et o, kvantilius qpar et o ir generuos Pareto atsitiktinius skai-
Cius r pareto.

dpareto <- function(x,c){
if(c<=0)stop("c turi buti > 0") # Diagnostinis Zingsnis
i fel se(x<1,0,c/x"(c+1))}

ppareto <- function(q,c){

if(c<=0)stop("c turi buti > 0")
i fel se(qg<1,0,1-1/g"c)}
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gpareto <- function(p,c){

i f(c<=0) stop("c turi buti > 0")

i f(any(p<0)|any(p>1)) # Simbolis | zymi logini AR
stop("p turi buti tarp O ir 1")

a_(1-p)"~(-1/c)

a}

Tarkime, kad o yra [0,1] tolygusis a.d. Tuomet a.d. X = F~'(a) skirstinio funkcija yra
F (i8 tikryjy, P(X <x)=P(F~'(a) <x) =P(a <F(x)) =F(x); tai standartinis, nors ne
visuomet pats efektyviausias atsitiktiniy skaiciy generavimo biidas). Kadangi Pareto at-

veju F7'(a)=¢ , 0 a.d. 1-a skirstinys sutampa su o skirstiniu, tai

rpareto <- function(n,c){

i f(c<=0) stop("c turi buti >0")
rp_runif(n)~(-1/c)

rp}

ISbréSime tris Pareto éminiy histogramas.

Histogram of rpareto(100, 5) Histogram of rpareto(100, 2) Histogram of rpareto(100, 0.5)

70
100

60

Frequency
10 20 30 40 50
Frequency
10 20 30 40 50 60
Frequency
20 40 60 80

o J o J —l_'—\ — = o J

10 1.2 14 16 1.8 20 22 24 o s 10 15 20 o 10000 30000 50000
rpareto (100, 5) rpareto(100, 2) rpareto (100, 0.5)

9.3 pav. Kuo ¢ mazesnis, tuo didesnés reik§més atsiranda éminyje
(kai ¢ = 2 - dispersija begalin¢, kai ¢ = 0.5 - begalinis ir vidurkis)

Pademonstruosime, kad tuomet, kai ¢ mazas, geresné¢ “centro” charakteristika yra me-
diana, o ne vidurkis. Generuosime 1000 éminiy po 200 Pareto atsitiktiniuy skaiciy, ap-
skai¢iuosime kiekvieno éminio vidurki ir mediang ir pasiziiirésime jy histogramas (kuo ¢
mazesnis, tuo didesni medianos pranasumai).

9.4 pav. ¢=5 — mediany histograma (desinéje)
kiek siauresné uz vidurkiy histograma
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Frisquincy

Histogram of vid Histogram of med

=] -
2 9
d = =
Y =
o =
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=
W .T
= =
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05 15 25 1.3 1.5

vicd el

9.5 pav. ¢=2 — mediany histograma (desinéje)
zymiai siauresné uz vidurkiy histograma

Histogram of vid Histegram of med
=
= I
g = 5 2
2 =% L
(- o
FT T T T TIT
00e+D) 2.5e+08 2 4 5 8 T
Wil rriad

9.6 pav. ¢=0.5 — mediany histograma (deSinéje)
yra zymiai siauresné uz vidurkiy histograma

9.3 UZDUOTIS?®. Pareto skirstiniui, kaip ir daugeliui kity, be formos parametro ¢ gali-

ma jvesti ir dar viena, mastelio, parametra O :

p(x)= cJ"x—(C”)l(U’w)(x) .

1) PerraSykite dpar et o, ppar et o, qpar et o ir r par et o funkcijas dviejy para-

metry atvejui.

2) Tarkime, kad kazkokios populiacijos pajamos yra aprasomos Pareto skirstiniu su
formos parametru 3 ir mastelio parametru 1000. Kokios populiacijos dalies pajamos

yra tarp 2000 ir 4000?
3) Apskaiciuokite pajamy mediang ir 90% kvantilj.

4) Apskaiciuokite pirmaji ir treciaji kvartilius ir IQD.
5) Apskaiciuokite pajamy vidurki.

6) Apskaiciuokite pajamy standarta.

> Tai tikimybiuy teorijos, o ne matematinés statistikos uzdavinys.
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9.4. Hipotezés apie mediang

Priminsime, kad duomeny rinkinio bwages poaibj WO (wWl) sudaro duomenys apie Bel-
gijos motery (atitinkamai, vyry) atlyginimus. Ar galime teigti, kad motery atlyginimas
yra toks pat kaip ir vyry? Abi procediiros,

> attach(bwages)

> tappl y(wage, mal e, mean)
0 1

413. 9497 466. 4193

ir

> tappl y(wage, nal e, nedi an)
0 1
383. 5227 422.8220

tvirtina, kad vyry atlyginimas didesnis. Ta¢iau ar negalima Sio skirtumo paaiskinti vien
éminio atsitiktinumu? Si klausima galima suformuluoti kaip hipoteziy tikrinimo uzda-
vin: H,:a, =466,4193(=a,) (diskriminacijos néra) su alternatyva
H,:a, <466,4193 (gal vis tik “skaiciai nemeluoja”?). Deja, taip formuluoti uzdavini
negerai, nes

1) motery atlyginimo éminys yra aiSkiai nenormalus.

R turi kelias normalumo tikrinimo procediras’. Kolmogorovo ir Smirnovo testas
ks. t est mums netinka, kadangi jis reikalauja, kad normaliojo a.d. parametrai buty
zinomi 1§ anksto (t.y., jie negali biiti pakei¢iami empiriniais €minio momentais). Tokiu
atveju galima taikyti chi kvadrato kriterijy, taciau R funkcija chi Sq. t est néra tam
tiesiogiai pritaikyta. Normaluma patikrinsime su Shapiro ir Wilk’o kriterijumi [Li, 493
p-I:

> shapi ro.test (w0)
Shapiro-WIk normality test

data: w0
W= 0.9011, p-value = < 2.2e-16

Kadangi p reikSmé yra labai maza, nuling hipotez¢ apie WO normaluma tenka neabejoti-
nai atmesti.

2) Tai, kad WO skirstinys néra normalus — pusé bédos. Blogiau yra tai, kad, atrodo,
Jis turi sunkias uodegas ir galimas daiktas neturi baigtinio (teorinio) vidurkio:

> eda. shape(w0)
Vi dur ki s= 413.9497 , Medi ana= 383.5227 (sinmetriniu atveju turi beveik sutapti)
St andartas= 153. 6380 , MAD= 122.1459 (kai nera isskirciu, turi beveik sutapti)

® Procediiros, tikrinangios hipotezes apie stebimojo a.d. skirstinio funkcija, vadinamos suderinamumo
(=goodness of fit arba tiesiog gof (angl.)) kriterijais. Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus tinka tik toly-
diems skirstiniams, o chi kvadrato — tolydiems ir diskretiems.
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Asimetrijos koeficientas= 1.576122 (simetriniu atveju turi buti 0)
Ekscesas= 7.823961 (normaliuoju atveju turi buti 3)

Histogram of x

8
§ « 8 a S
5 8 27 -
g - o —
L o 4 T
© 7T T T T T T 1 N
0 200 600 1000 1400

X

density(x = x) ® Normal Q-Q Plot
3 =
> 87 8§ 37 K
= S S ey
- %E; s ]
8 T T T T g N e T T T T T T
© o 500 1000 1500 3 2 -1 0 1 2 3
N =579 Bandwidth = 31.73 Theoretical Quantiles
9.7 pav. Kintamojo WO skirstinio prieSanalizés grafikai
Tokiu itartinu atveju geriau hipotezes formuluoti medianoms:

H, : med(w0) =422,8220 (= med(wl)) su alternatyva H,:med(w0)<422,8220. Tai-
kysime Wilcoxon’o kriterijuy:
> wi | cox. test (w0, nu=nedi an(wl),alt="1")

W coxon signed rank test with continuity correction

data: wO
V = 67201, p-value = 1.590e-05
alternative hypothesis: true mu is |ess than 422.822

Kadangi p reikSmé zymiai mazesné uz 0,05, nuling hipotezg apie atlyginimy (mediany)
lygybe atmetame. Pazymésime, kad tam tikra prasme jungting hipotezé’
H, :med(wl) =383,5227 (= med(w0)) su alternatyva H,: med(wl)>383,5227 yra at-
metama dar ryztingiau:

> wi | cox. test (wl, nu=nedi an(w0), alt="g")

W coxon signed rank test with continuity correction

data: wil
V = 284298, p-value = < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mu is greater than 383.5227

Taigi, motery atlyginimas neabejotinai maZesnis.

7 Vyry atlyginimo skirstinys dar labiau panagus i Pareto (pasizitrékite su eda. shape(wl) ).
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9.5. Suderinamumo Kkriterijai

Daugelis statistiniu procediiry galioja tik tuomet, kai populiacija turi konkretuy (pvz.,
normalyji) skirstini. Aptarsime du kriterijus, kurie leidzia patikrinti hipotezes apie ste-
bimojo a.d. skirstinj. Pirmasis ju yra x> kriterijus, kuris taikomas kaip diskretiems taip
ir tolydiems a.d. Jis pagristas tuo, kad (tuomet kai teisinga nuliné hipotez¢ apie skirstinj)
empiriniai daZniai negali labai skirtis nuo teoriniy. Taikant x° kriteriju, tolydzius
duomenis reikia grupuoti, dé¢l ko prarandama dalis informacijos. Todél tolydziy stebé-
jimy atveju geriau taikyti kita, btitent Kolmogorovo kriterijy (zr. ?ks. t est ), kuris re-
miasi tuo, kad (tuomet kai teisinga nuliné hipotezé apie skirstini) empiriné skirstinio
funkcija negali labai skirtis nuo teorinés. Kolmogorovo kriterijaus pagrindinis trikumas
yra tas, kad hipotetinés skirstinio funkcijos parametrai turi biiti zinomi i§ anksto, ju ne-
galime vertinti i§ éminio®.

9.3 pavyzdys. Zemiau pateikti klasikiniai Bortkiewicz’iaus duomenys apie skai¢iy zmo-
niy, uzmusty arklio kanopos smiigiu 10-tyje priisy armijos korpusuy per 20 mety (1875-
1894).

V; — miréiy skai¢ius viename korpuse | 0 1 2 3 4
per metus
Skaicius atvejuy, kai ivyko i miréiy 109 | 65 22 3 1 n=200

Kadangi kareiviy korpuse daug, o tokios mirties tikimybé maza, tikétina, kad mirciy
skai¢ius turi (diskretyji) Puasono skirstinj. Sia hipoteze tikrinsime su x> kriterijumi.
Priminsime, kad miisy atveju nuokrypio statistika’

Eﬁ (Oi _Ei)2 :S < (Vi _npi(/\A))2
i=T E, g &= ”P,-(j)

(Cia k (=5) yra grupiy (reikSmiy) skaicius, A yra Puasono skirstinio parametro A x°
minimumo ivertis [Ku, 324 psl.] (paprastai A=x ), O pi(}{) =e A /i yra Puasono
tikimybés) turi (beveik) X, skirtini'® tik tuomet, kai éminio dydis n pakankamai dide-
lis. Praktinés rekomendacijos ivairuoja: kartais reikalaujama, kad visi np, baty'' = 10
[CM1, 198 psl.], kartais = 5 [Ku, 324 psl.], o kartais tiesiog =1 [LLI, 365 psl.]. Si karta
remsimés paskutiniaja rekomendacija (R paketo funkcija chi sq.test remiasi
viduriniaja: jei bent vienas np, <5, R atspausdina isp&jima (war ni ng) apie galimai
neteisinga rezultata). IS pradziy Sio testo reikalingas statistikas apskaiciuosime “ranko-

b b}

mis .

> B as.natrix(read.table("bort.txt"))
> B

¥ Yra dvi malonios i8imtys: tai normalusis ir eksponentinis skirstiniai. Vistik ir tuomet reikia naudotis ne
Kolmogorovo statistika, o jos modifikacijomis (plg. 9.12 uzduoti).

? Cia O, yra registruoty (Observed), o E; — prognozuojamy (Expected) stebéjimy skaiéius i-joje grupéje.

' T aisvés laipsniy skaiGius yra ne -1, bet (kadangi (viena) parametra A reikia jvertinti i§ éminio) k-2.

I Atkreipiame démesij: ne V;, bet np;!
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V1 V2 V3 V4 V5
1 0 1 2 3 4
2 109 6522 3 1

> wm <- wei ghted. nean(B[1,], B[2,]/200)
> wm
[1] 0.61 # Tai x.

>cbind(B[2,], 200*dpoi s(0: 4, w), (B[ 2,] - 200*dpoi s(0: 4, wn) ) "2/
(200*dpoi s(0: 4, wn)))
[, 1] [, 2] [ 3]
vVl 109 108.6701738 0.001001060
V2 65 66.2888060 0.025057337
V3 22 20.2180858 0.157048402
V4 3 4,.1110108 0.300253401
V5 1 0. 6269291 0.222005731 # Sios grupés teorinis daznis <1

Kadangi paskutinés grupés teorinis daznis 0,6269291<1, paskutines dvi grupes apjung-
sime ] viena.

B2 c(B[2,1:3],B[2,4] +B[ 2,5]) # Sudedane dazni us

pB2_c(dpoi s(0: 2, wn, dpoi s(3, wr) +dpoi s(4, w)) # Sudedane ti ki mybes
sB2 <- sum((B2-200*pB2)~2/(200*pB2))

sB2 <- sum((B2-200*pB2)~2/(200*pB2))

sB2

[1] 0.2980418

> 1-pchi sq(sB2, 4-2)

[1] 0.8615511

VVVVYV

Taigi,
P(X; =0,298) =0,86

yra zymiai didesné uz 0,05 ir tod¢l néra né menkiausio pagrindo atmesti hipoteze apie
tai, kad mirciy skaicius turi Puasono skirstinj.

Visus skaiéiavimus gali pagreitinti funkcija chi sq. t est . Vienintelé problema ¢ia ta,
kad $i funkcija taria, kad 1.1. skaicius lygus -1, o ne mums reikalingas -2.

> chi B2_chi sq. t est (B2, p=pB2)

WAr ni ng nessage:

Chi - squar ed approxi mation may be incorrect in: chisq.test(B2, p = pB2)
> chi B2

Chi -squared test for given probabilities

data: B2

X-squared = 0.298, df = 3, p-value = 0.9604

# Neteisigas 1.1. skaicius ir neteisinga p reiksmé

> 1-pchi sq(chi B2$stati stic,2) # Rankom s iraSone teisinga 1.1. skaiciy
X- squar ed

0. 8615511 # Tei si ngas at sakymas

9.4 UZDUOTIS. R1 disko direktorijoje ...\DataMisc yra failas FlowMeter.txt. Jame pa-
teikti Silumos srauto matavimo prietaiso kalibravimo rezultatai (tai “gery” duomeny
pavyzdys). Atlikite Siy duomenu priesanalize. Be kity procediiry, patikrinkite ar
éminys turi i§skir¢iy. Tam taikykite Grubbs’o kriteriju: jei
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— 2 —
G> n—1 t(mngn 2)
\/; l’l_2+ta/2n(l’l _2)

max | x, =X |

(¢ia G = , 0 t,(n) yra Student’o skirstinio su # L1. lygmens o virSutiné kri-
tiné reikSme, ty., P(T, >t,(n)) =a, a =0.05), tai hipotezé H, :isskirciy éminyje néra
yra atmetama su reikSmingumo lygmeniu a. Tokiu atveju, toliausiai nuo X nutolgs na-
rys paSalinamas i$ éminio, lik¢ nariai (n pakeitus { n-1) tikrinami i§ naujo ir t.t. Taip pat
apskaiciuokite éminio skaitines charakteristikas ir ju pasikliauties intervalus. Patikrinkite
hipotez¢ H,:a =5 su visomis trijomis (#, > ir <) alternatyvomis.

9.5 UZDUOTIS. Su File|Source R code...|rw1051]library|Simple|data nusiskaitykite can-
cer.R duomeny rinkinj (po to pabandykite > cancer ). Kokias iSvadas galima pada-
ryti i§ cancer $col on'? histogramos? Ka reiskia, kad mediana lygi 372, o vidur-
kis 4577

> nmedi an(cancer $col on)
[1] 372

> nmean(cancer $col on)
[1] 457.4118

Kodél vidurkis yra zymiai didesnis uz mediana? Ka aktualiau Siuo atveju zinoti ligoniui
(ir gydytojui) — mediang ar vidurki? Yra Zinoma, kad ligoniy, nevartojanciy vitamino C,
gyvenimo trukmés mediana yra 350. Patikrinkite hipotezg, kad misy atveju mediana
lygi 350 (t.y., vitamino C teikiamas gyvenimo trukmés priedas yra nereik§mingas) su
alternatyva, kad i$ tikryjy ji didesné (taikykite a) Zenkly kriteriju si npl e. nedi an.
t est 1S paketo simple (Zr. [Ku], 4 sk. 15 skyrelis) ir b) Wilcoxon’o rangini kriteriju
W | cox. test).

9.6 UZDUOTIS. JAV gimstanciy kiadikiy svoris turi mazdaug normaly skirstini su vi-
durkiu 115,2 uncijos (= 3,2659 kg). Pediatras surinko duomenis apie 20-ties smarkiai
rikanciy motery pagimdyty vaiky svori — jo vidurkis buvo 114,0, o s=4,3. Patikrin-
kite hipoteze, kad riikanc¢iy motery pagimdyty vaiky svoris mazesnis negu visoje po-
puliacijoje.

9.7 UZDUOTIS. Kompakto R1 direktorijoje Data\StatLab yra duomeny rinkinys ba-
biesl-data. Stai jo pradzia:

bwt snoke
120 0O
113 0
128 1
123 0

Cia bwt yra gimusio kiidikio svoris, o snoke = 0, jei motina nickuomet neriiké ir =1,
jei néStumo metu ruké (plg. 9.6 uzduoti). a) Patikrinkite hipoteze, kad rikanciy motery
pagimdyty vaiky svoris mazesnis negu visoje populiacijoje, b) Patikrinkite hipotezg, kad

1> cancer $col on komponentéje yra duomenys apie ligoniy, naudojanéiy didelius kiekius vitamino C,
gyvenimo trukmg.
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visy vaiky svorio vidurkis lygus 115,2 ir ¢) Patikrinkite hipotezg, kad riikkanciy motiny
vaikai sveria maZiau negu 115,2".

9.8 UZDUOTIS. Uzdaviniai, kuriuose reikia patikrinti konservatyvia hipoteze, kad
“niekas nepasikeite”, daznai atsiranda medicinoje — tai vadinamieji “prie§ ir po” uz-
daviniai (pvz., to paties ligonio kraujospiidi matuojame pries ir po gydymo). Forma-
lizuoti Sig hipotez¢ galime ivairiai, pvz., kaip hipotezg apie skirstinio funkcijy lygybe

Hy:F,.=F, (zr. Kolmogorovo-Smirnovo kriteriju 10 sk.) arba kaip'*

H, : stebéjimy skirtumo vidurkis =0 arba kaip

H, : stebéjimy skirtumo mediana =0 . Tarkime, kad x yra ligonio depresijos skalés

reikSmé pirmojo vizito pas gydytoja metu, o y — pra¢jus tam tikram laikui nuo gy-

dymo pradzios (zr. ?Wi | cox. t est):

X <- ¢(1.83, 0.50, 1.62, 2.48, 1.68, 1.88, 1.55, 3.06, 1.30)
y <- ¢(0.878, 0.647, 0.598, 2.05, 1.06, 1.29, 1.06, 3.14, 1.29)

Patikrinkite hipotezes, kad skirtumo a) vidurkis, b) mediana lygis nuliui. ISbrézkite
sklaidos diagrama bei patikrinkite hipoteze, kad x ir y koreliacijos koeficientas lygus
nuliui.

9.9 UZDUOTIS. Rutherford’as, Chadwick’as ir Ellis’as atliko N=2608 bandymus'’,
kuriy metu stebéjo radioaktyvia medziaga. Kiekvienas bandymas truko 7,5 s, jo metu
buvo registruojamas daleliy, pasiekusiy Geigerio skaitiklj, skaicius i:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

v, |57 |203 |383 |525 |532 |408 273 | 139 |45 |27 16 | 2608

1

Patikrinkite hipoteze, kad skaitikli pasiekusiy daleliy skaicius turi Puasono skirstini.
Palyginkite santykiniy dazniy ir Puasono tikimybiy grafikus.

9.10 UZDUOTIS. Zemiau pateikti Weldon’o'® eksperimento duomenys: 4096 kartus
buvo metami 12 zaidimy kauliuky ir kiekviena karta registruojamas isSkritusiy Sesiu-
kiy skaicius i:

i 0 1 2 3 4 5 6 =77
8

Vv, 447 1145 | 1181 | 796 380 115 24 4096

Patikrinkite hipoteze, kad kauliukai taisyklingi.

9.11 UZDUOTIS. Zemiau esancioje lenteléje pateikti duomenys apie krituliy kiekj X
tam tikroje vietovéje (x; zymi krituliy kieki cm)

" Daugiau informacijos apie §i eksperimenta galima rasti kompakto R1 faile Knygos_apie_R&S\ Stat-
Lab\§ample.pdf.
Cia nagrin¢jame vadinamuosius porinius (paired, matched) éminius — aiSku, kad jrasy kiekis abiejose

éminiuose yra vienodas, o reikSmés X, ir ), yra priklausomos.

' Tai klasikiniai fizikos bandymai. Ka Zinote apie juos?
' Plg. http://psychclassics.yorku.ca/Fisher/Methods/chap3.htm
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9.1 lentele

Xi v, Xi V, Xi v,
16 1 24 2 32 7
17 0 25 12 33 4
18 0 26 4 34 4
19 3 27 7 35 4
20 2 28 4 36 3
21 3 29 8 37 3
22 0 30 9 38 0
23 3 31 6 39 1
n=90

Mes norétume patikrinti hipotezg apie krituliy kiekio normaluma. Tai galima atlikti bent
penkiais budais.

1-asis budas. Palyginkite X asimetrija ir ekscesa su normaliojo a.d. tais paciais paramet-
rais. Priminsime (plg. 4.16+ psl.), kad empiriniu asimetrijos koeficientu vadiname

— 3/2
ask =m;/m,

(Cia m, = zvi(xi —-X) /n), o empiriniu ekscesu
i

eks =m,/m; =3.

Fisher’is siiilo vietoje ask nagrinéti “patobulinta” asimetrija g, =k,/k;*, kurioje
ky=my;/{(1-1/n)(1-2/n)}, o k, =m, /(1 =1/n). Jei X turi normalyji skirstini, tai toki
pat skirstinj turi ir g; (su vidurkiu 0 ir dispersija 6n(n—1)/{(n +3)(n +1)(n —2)} ). Pana-
Siai, vietoje dydzio eks tikslinga nagrinéti reiskini g, =k,/k;,
k,=m,/{(1=2/n +1))A =2/n)1 =3/n)} 3m’ /{1 2/n)(1 3/n)}. Dydis g, turi
dabar normalyji skirstini su vidurkiu 0 ir dispersija
24n(n —1)* /{(n +5)(n +3)(n —2)(n —3)} . Patikrinkite, kad g, =—0,231 su standartine
paklaida +0,254, 0o g, = —0,302 su standartine paklaida +0,503 . Kitaip sakant, turimi
duomenys nepriestarauja hipotezei apie krituliy kiekio normaluma.

kuriame

2-asis biidas. Taikysime x° kriterijy. Pirmiausiai jvertinsime neZinomus skirstinio pa-

rametrus a ir 0. Remsimés vidurkio ir dispersijos formulémis grupuotiems duomenims
(grupavimo intervalo plotis (kitaip sakant, apvalinimo dydis) #=1) su Separdo pataiso-
mis (zr., pvz., [LL1, 351 psl.]):
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Apskaidiave gauname, kad @ =28,62, ¢ =23,013 -1/12 =(4,788). Norédami taikyti
X kriterijy, (jau kiek grupuotus) duomenis reikia sugrupuoti i stambesnius intervalus.
Pradéti reikty nuo “uvodegy”. Remiantis Kokreno rekomendacija tolydiesiems skirsti-
niams, grupes “uodegose” reikty apjungti taip, kad teorinis daznis grupéje biity nema-
zesnis uz 1, o kitur — bent 5 (grupavimo intervaly plociai nebiitinai vienodi). 9.1 lente-
léje gretimos grupeés (i§ viso ju 12) nuspalvintos skirtingomis spalvomis'’.

Grupavimo Elementy skaicius Tikimybé np,
intervalas v,
— 1 1 —_
(—;16,5) 90@(16,5 28,62)
4,788
16,5:20,5 5 20,5-28,62 16,5 -28,62
( ) 90 ) - o )
4,788 4,788
(38,5;0) 1 38,5-28,62
901 - p(———=—
. ( 4,788 )

Apskaigiuokite x* statistika (ji turés 12-1-2=9 1.1.) ir patikrinkite hipoteze apie krituliy
kiekio normaluma.

9.12 UZDUOTIS. Iinagrinékite 9.11 uzduoties duomenis ir dar dviem biidais patik-
rinkite hipoteze apie duomeny normaluma.

3-asis biidas. Taikant X kriteriju, duomenis grupuoti galima jvairiai ir todé¢l atsakymas
néra vienareik§mis. Antra vertus, grupuodami duomenis neiSvengiamai prarandame dali
informacijos, todel dar ir dél Sios priezasties verta paieSkoti kitokiy suderinamumo hi-
poteziy tikrinimo kriterijy. Vienas i§ ju — Kolmogorovo kriterijus. Deja, Kolmogorovo
kriterijus taikomas tik duomet, kai hipotetinés (tolydaus) skirstinio funkcijos visi para-
metrai zinomi. Kadangi miisy atveju vidurkj ir dispersija reikia skai¢iuoti pagal éminio
duomenis, taikysime Kolmogorovo kriterijaus Lillienfors’o modifikacija. Siuo atveju
reikés apskaiciuoti dydi

D, =sup | F,(x) = ®((x ~T)/s,).
xOR
Viena i$ problemuy, atsirandanciy skaiciuojant §i dydi, yra ta, kad tarp misy duomeny x
= {16,19,19,19,20,20,21,...} yra pasikartojanciu (Kolmogorovo kriterijus skirtas toly-
diems duomenims, todél to neturéty biiti). Kadangi tai atsirado dél apvalinimo, duome-
nis “atapvalinkime”:

X <- X + runif(90,-0.5,0.5)

Dabar komanda

' Ivairiai grupuojant duomenis, galima gauti skirtingus atsakymus (tagiau labai skirtis jie neturéty).

9-19



ks. test (x, "pnornt, mean=nean(x), sd=sd(x))$statistic

apskaiciuoty dydi D, . Norint nustatyti, ar $is skirtumas reikSmingas, reikéty pasinaudoti
Lillienfors’o lentelémis. Jose pateikti statistikos D, 1-a eilés kvantiliai D,(1-0): jei D,>
D,(1-a), tai hipotezé¢ H, :dydis X turi normalyji skirstinj atmetama su reik§mingumo

lygmeniu Q.
Lillienfors’o (testo kritiniy reikSmiy) lentelé
n a n a
0.1 0.05 0.01 0.1 0.05 0.01
4 0.352 0.381 0.417 15 0.201 0.220 0.257
5 0.315 0.337 0.405 16 0.195 0.213 0.250
6 0.294 0.319 0.364 17 0.189 0.206 0.245
7 0.276 0.300 0.348 18 0.184 0.200 0.239
8 0.261 0.285 0.331 19 0.179 0.195 0.235
9 0.249 0.271 0.311 20 0.174 0.190 0.231
10 0.239 0.258 0.294 25 0.158 0.173 0.200
11 0.230 0.249 0.284 30 0.144 0.161 0.187
12 0223 | 0242 | 0.275 >30 | 0.805//n] 0.886/+/1 1.031//n
13 0.214 0.234 0.268
14 0.207 0.227 0.261
1) Remdamiesi Lilliefors’o kriterijumi, patikrinkite hipotez¢ apie miisu duomeny
normaluma.
i1) Taikydami Monte-Carlo metoda, apytiksliai apskaiciuokite eilutés su n=8 nuro-

dytus kvantilius. Tam generuokite 8 standartinius normaliuosius a.d. ir apskai-
¢iuokite Lilliefors’o Dg; Sia procediira pakartokite 100000 karty ir raskite gau-
tojo rinkinio 0.9, 0.95 ir 0.99 kvantilius.

4-asis budas. Vienas efektyviy biidy normalumui tikrinti yra Shapi r o. t est . Patik-
rinkite muisy duomeny normaluma Siuo budu.

9.13 UZDUOTIS. Jei teisinga hipotezé apie duomeny normaluma, vadinamoji Jar-
que-Bera statistika

nd ,, 1 ,0
JB =—rusk” +—(eks =3
g sk +yleks =30

turi x> skirstinj su 2 laisvés laipsniais. Patikrinkite 9.11 uzduoties duomeny normaluma.

9.14 UZDUOTIS. Nuvairuokite | [uttp:/psychclassics.yorku.ca/Fisher/Methods/ |
Pakartokite TABLE 10 pateikta analize. Ar taisyklingas apraSytasis
zaidimy kauliukas?

9.15 UZDUOTIS. Geny jungimasi ir paveldimuma valdo tikimybiniai désniai. Sne-
decor’as yra pateikes tokius kukurtizo chlorofilo paveldimumo duomenis: tarp 1103
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savidulkiy heterozigotiniy zaliy sé¢jinuky, 854 buvo zali, o 249 — geltoni. Teorija
tvirtina, kad Sis santykis turéty buti lygus 3:1. Atspausdinkite turimus ir prognozuo-
jamus daznius. Patikrinkite ar Sie duomenys nepriestarauja teorijai.

9-21



10. Sprendziamoji statistika: hipoteziy tikrinimas (du émi-
niai)

R pakete yra daug statistiniy kriterijy skirty dviejy populiacijy parametry lyginimui,
kitais zodziais, hipotezéms H:6, =6, (¢ia 6, ir 6, yra tie patys abiejy populiaciju
parametrai) tikrinti. Stai trumpa $iy kriterijy apZvalga.

* Dvieju populiaciju proporciju lygybés testas pr op. t est .

* Dviejy pozymiy nepriklausomumo testai f i sher.test ar chi sg.test (tai
vadinamieji dazniy lenteliy uzdaviniai).

* Dviejy populiacijuy Stjudento kriterijus t . t est — jis skirtas hipotezei H,:a, = a,
tikrinti (¢ia a, ir a, yra populiacijy vidurkiai). Jei duomeny rinkiniai nedideli, jie
turéty bati mazdaug normaliis. Sis testas turi keleta varianty: ji galima taikyti
suporuotiems jrasams, o taip pat tam atvejui, kai populiacijy dispersijos néra
lygios.

* Dvieju populiaciju Vilkoksono testas Wi | cox. t est . Siuo atveju nuliné hipo-
tez¢ tvirtina, kad abieju populiacijy skirstiniai sutampa, o alternatyva — kad
skirstiniai skiriasi tik postimiu (normaliuoju atveju tai reikSty, kad nesutampa
vidurkiai).

¢ Kolmogorovo ir Smirnovo dviejy populiacijy kriterijus ks. t est . Nuliné hipo-
tez¢ teigia, kad abi populiacijos turi ta pati (tolydy) skirstini.

10.1. Hipotezés apie proporcijas

Diske R1 (zr. Data\Verbeek\Verbeek Data\DataSets) yra failas benefits (Zr.
Econ.kuleuven.ac.be/GME), kuriame pateikti 4877 jrasai apie netekusius darbo dar-
bininkus JAV 1982-1991 metais. Be kity duomeny, jame pateikti faktai apie dar-
bininky odos spalva (fiktyvus kintamasis nwhi t e lygus 1, jei ne baltasis, ir 0 — jei
baltasis) ir ar gavo bedarbystés paSalpa (fiktyvus kintamasis y lygus 1, jei gavo). Ka-
dangi (skaitiniy) kintamyjy faile benef i t s yra net 22, o vienas jraSas uzima ketu-
rias eilutes, todél importuoti §j faila | R §j karta reikiane sur ead. t abl e:

> benefits <- scan("benefits.dat",what=Ilist(rep(0,22)),nnulti.line=T)
> matrix(unlist(benefits), byrow=T, ncol =22)[1:5, ]
(.1 [.2] [.3] [.4] [,5]1[,211 [,710[,8] (.9 [.,10] [,11] [.,12] [,13]

[1,] 4.5 167 42 49 240. 0 0 0 0 1 1

[2,] 10.5 251 55 26 67.6 2 1 0 O 0 0 1 1

[3,] 7.2 260 21 40160.0 19 O O O 0 1 0 1

[4,] 5.8 245 56 51260.1 17 1 0 0 1 0 0 1

[5,] 6.5 125 58 33108.9 1 1 0O O 0 1 1 1
[.14] [,15] [,16] [,17] [, 18] [,19] [.20] [,21] [,22]

[1,] 1 0 0 0 7 0.2906310 0. 0844664 1 1

[2,] 1 0 1 1 10 0.5202020 0.2706102 1 0

[3,] 1 1 0 0 10 0.4324895 0.1870471 1 1

[4,] 1 1 0 0 10 0.5000000 0.2500000 0 1

[5,] 1 1 1 1 4 0.3906250 0.1525879 1 0
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Kintamasis nwhi t e yra jrasytas 10-ajame $ios matricos stulpelyje, oy —22-ajame:

> nwhite <- matrix(unlist(benefits), byrow=T, ncol =22)[, 10]

>y <- matrix(unlist(benefits), byrow=T, ncol =22)[, 22]

> benef <- data.frame(nwhite,y)

> rnm(nwhite,y, benefits)

> attach(benef)

> tapply(y, nwhite, nean) # Atskirai skaiciuoja y vidurki baltuju
0 1 # (nwhite==0) ir nebaltuju (nwhite==1)

0. 6821351 0.6935933 # grupése

Kintamasis y igyja tik dvi reikSmes, tod¢l jo teorinis vidurkis yra ne kas kita kaip vi-
enetuky (t.y., gavusiyjy pasalpa) dalis visoje populiacijoje. Matome, kad $iy vidurkiy
jverciai abiejose éminiuose beveik lygis: (0,682 =)p, = p,(=0,694), kitais zodziais
labai panasu, kad visoje populiacijoje paSalpa gavusiy baltyjy dalis p, yra lygi
paSalpa gavusiy nebaltyjy daliai p,. Hipotezg¢ H,: p, = p, galima patikrinti keliais
budais.

1. Taikysime proporcijuy lygybe tikrinantj testa prop.test. I ji kreiptis galima
{vairiai, mes pradésime nuo pozymiy saveikos lentelés skai¢iavimo.

> tableb <- tabl e(benef)
> tabl eb

y
nwhi t e 0 1 # Langelyje (0,0) yra negavusiu paSalpos baltuju
0 1322 2837 # skaic¢ius 1322, langelyje (0,1) - padalpa gavusiuy
1 220 498 # baltuju skaic¢ius 2837 ir t.t.

> prop.test(chind(tableb[,2],tableb[,1])) # Alternatyva Hi: po#p:

2-sanple test for equality of proportions with continuity
correction

data: chbind(tableb[, 2], tableb[, 1])
X-squared = 0.3207, df = 1, p-value = 0.5712
al ternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval
- 0. 04884403 0.02592766
sanpl e estimates:
prop 1 prop 2
0. 6821351 0.6935933

Sio kriterijaus p reik§mé lygi 0,5712, todél néra jokio pagrindo atmesti nuling hipo-
tezg. Ta palia iSvada galime padaryti ir kitaip: proporcijy skirtumo p, — p, 95% pa-

sikliovimo intervalas (-0,0488;0,0259) uzdengia nulj, todél su 5% (ar bet kuriuo
reikimingesniu') lygmeniu hipoteze¢ H, priimame.

2. Nuling hipotezg galima interpretuoti kaip hipotezg, kad abiejose populiacijose
pasalpa gavusiyjuy dalys yra lygios. Sios hipotezés (apie pozymio homogeniSkuma)
tikrinimas pagristas x” statistika [CM, (3.5.9)]

' Jei pasikliauties lygmuo yra 95%, tai atitinkamos hipotezés reikimingumo lygmuo lygus (100-
95)%=5%; kuo $is skaicius mazesnis, tuo reikSmingumo lygmuo “aukstesnis”.
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X (Ol] _ntd/lfj /n)

Z Z nag/n
kuri, kai hipotezé H, teisinga, neturéty buti “didelé”. Kadangi §i statistika, kai H,
teisinga ir n didelis, turi )(é_lm_l) =x, skirstini, reikia apskaiciuoti tikimybe
P(X; > x?) -jei ji maZesné uz 0,05, H, atmetame. X~ reik§me pirmiausiai apskaici-

uosime “rankomis”’;

> sinpl e. mar gi nal s(tabl eb)

0 1 Total
0 1322 2837 4159
1 220 498 718

Total 1542 3335 4877

> (1322- (all<- 4159*1542/ 4877)) 2/ all+(2837- (al2<- 4159* 3335/ 4877)) ~2/
al12+(220- (a21<- 718* 1542/ 4877)) *2/ a21+( 498- (a22<- 718* 3335/ 4877) ) "2/ a22
[1] 0.3718071

(atkreipkite démesi 1 galimybe vienu metu atlikti veiksmus ir kartu sukurti nauja ob-
jekta: all<-4159*1542/4877)). Gautoji reikSmé nesutampa su aukSciau pateiktu
skaiciumi 0,3207, taciau priezastis ¢ia ta, kad pr op. t est naudojo tolydumo korek-
cija. Jei jos nenaudotume, gautume tiksliai ta pacia reikSme:

> prop.test(chind(tableb[,2],tableb[,1]), correct=F)

2-sanple test for equality of proportions w thout continuity
correction

data: chind(tableb[, 2], tableb[, 1])
X-squared = 0.3718, df = 1, p-value = 0.542
al ternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval
- 0. 04802743 0.02511106
sanpl e estimates:
prop 1 prop 2
0. 6821351 0.6935933

Beje, ta pati rezultata galime gauti ir su

> sumar y(tabl eb)
Nurmber of cases in table: 4877
Nurmber of factors: 2
Test for independence of all factors:
Chisq = 0.3718, df = 1, p-value = 0.542

Priminsime, kad funkcija summary yra bendriné, todél priklausomai nuo argumento
klasés® jos reik§mé keiciasi. Saveikos lenteléms ji tikrina pozymiy nepriklausomumo
hipotezg ir skaiCiuoja atitinkama p reikSme (komentara apie rySj tarp nepriklauso-
mumo ir homogeniskumo galite rasti [CM, 207 p.]). Cia pazymésime, kad “i$oriskai”
abi procediiros nesiskiria, skiriasi tik jy interpretacija.

*> cl ass(tabl eb)
[1] "table"
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10.1 UZDUOTIS. Remdamiesi duomeny rinkinio bwages duomenimis (Zr. 5.1 sky-
rely), patikrinkite ar vyrai ir moterys yra vienodai iSsilaving.

10.2 UZDUOTIS. 5.2 skyrelyje buvo nagrin¢jami kintamujy wage ir mal e tar-

pusavio santykiai. Ar vyry ir motery atlyginimai wage (tiksliau - cut (wage, br eaks=
c(80, 320,410, 520, 1920))) yra vienodi?

10.2. Hipotezés apie poZymiy nepriklausomumg (daZniy len-
telés)

Aptarkime kelis uzdavinius, kurie daznai vadinami dazniy lenteliy uzdaviniais. Kaip
Zinia, bendrojo x* kriterijaus (zr. [CM1, 197+ psl.])

g

(¢ia O, yra stebétieji (=Observed) dazniai, o E, yra teoriniai arba tikétini (=Expected)

O, -E)

dazniai) taikymu yra labai daug. Tikrinkime hipoteze, kad diskrettis a.d. X ir Y yra ne-
priklausomi, ty. p, = P(X =x,Y =y,) =P(X =x,)P(Y =y,) =p,q; kokie bebuty i
ir j. Jei steb¢jimy duomenys yra pateikti lentele

Y 2 e Ve >
Xy Oy 0y, 0, n,
X, 0, 0y 0, n,,
xr Orl 0)‘2 rc nr-
Z n, n., e n, n

tai x° statistika tuomet atrodo taip:

(O; —n..n, /n)

‘=33 i I

Jei skirtumai tarp stebétyjy reikSmiy O, ir teoriniy reikSmiy n,n,;/n yra dideli, tik-

sliau, jei apskai¢iuotoji x’ statistikos reikmé yra didesné uz a.d. X(Z,_l)(c_l) (I-a)

eilés kvantili (¢ia a yra kriterijaus reikSmingumo lygmuo), tai hipotez¢ apie a.d. (po-
zymiy) X ir Y nepriklausomuma atmetame.

10.1 pvz. Zemiau esancioje lentel¢je yra pateikti garsiyjy Salk’o poliomelito vakci-
nacijos tyrimy rezultatai.
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Nesusirgo po- | Neparalizuo- Paralizuojantis | IS viso
liomelitu jantis poliome- | poliomelitas
litas
Vakcinuoti 200688 24 33 200745
Placebo’ 201087 27 115 201229
IS viso 401775 51 148 401974

Auksciau pateikto pavidalo lentelés yra vadinamos saveikos lentelémis (3i karta joje
pateikti dviejy vardiniu kintamyjy, vakcinacijos metodo ir ligos eigos, saveikos re-
zultatai). Paprastai domimasi ar Sie kintamieji yra susieti kokia nors (statistine) prik-
lausomybe, o nuliné hipotezé teigia, kad jie yra nepriklausomi. Sia hipoteze galima
tikrinti arba su asimptotiniu chi kvadrato testu chi sq. t est arba su tiksliu Fisher’io
testu f i sher. t est . Tais atvejais, kai yra papildomy (stratifikuojanéiy) kintamuyjuy,
nepriklausomumas tikrinamas su Mantelhaen’o (arba Cochran’o, Mantel’io ir Haen-
szel’io) testu’ mant el haen. t est i§ ctest bibliotekos. Jei saveikos lentelése yra
poruoty duomeny, reikia taikyti ncnemar . t est S,

Grizkime prie Salk’o duomeny. Misuy duomenis reikia pateikti matricos arba dvieju
vektoriy pavidalu.

> sal k. matr <- rhbind(c(200688, 24, 33), ¢(201087, 27, 115))
> sal k. matr

(.1 [.2] [.,3]
[1,] 200688 24 33
[2,] 201087 27 115
> chisqg.test(sal k. natr)

Pearson's Chi-squared test

data: salk.natr
X-squared = 45.4224, df = 2, p-value = 1. 370e-10

Kadangi p reik§mé yra zenkliai mazesné uz 0,05, vakcinacija neabejotinai turi jtakos®
ligos eigai (pazymésime, kad tikslusis Fisher’io kriterijus dél didelio jrasy skaiciaus
Siuo atveju negali biti taikomas).

10.2 pvz. Viena teorijy teigia, kad “kai kurie Zmonés jau gimsta nusikaltéliais”, kitaip
sakant, polinkj nusikalsti nusako genai. Zemiau pateiktoje (zr. [LL1, 241 psl] ir [LLI,
376 psl.]) lentel¢je yra duomenys apie broliy dvyniy nusikaltimus. Nuliné hipotezé
teigia, kad du pozymiai, giminystés rysys ir brolio teistumas, yra nepriklausomi.

Brolis  yra | Brolis néra
teistas teistas
Vieno kiaus§inélio | 10 3 13

dvyniai’

? Placebo = “netikra” vakcina, neutrali medziaga.

* 7r. pavyzdi [Splus6 1, 192 psl.]

> 7r. pavyzdi [Splus6_1, 195 psl.]

® Maza p reik§mé nebiitinai reiskia didelj vakcinacijos efekta, daznai ji biina maza tiesiog dél didelio
irasy skaiciaus.

" Tokiy broliy genai identiski.
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Dvieju kiau$inéliy | 2 15 17
dvyniai

12 18 30

dvy.matr <- rbind(c(10,3),c(2,15))

Kadangi alternatyva §j karta yra ne bet koks nuokrypis nuo prognozuojamy reikSmiy,
bet tik rySi tarp pozymiy irodantis, Fisher’io kriterijuje alternatyva pasirinksime
“greater”:

> fisher.test(dvy. matr,alternative="greater")
Fi sher's Exact Test for Count Data

data: dvy.matr
p-val ue = 0. 0004652
alternative hypothesis: true odds ratio is greater than 1
95 percent confidence interval
3. 509263 | nf
sanpl e estimates:
odds ratio
21. 30533

Taikydami apytiksli chi kvadrato kriterijy, gauname panaSy atsakyma (kadangi renk-
amés vienpusg alternatyva, p reikSmeg daliname 1§ 2):

> chisq.test(dvy. matr) $p. val ue/ 2
[1] 0.0006105493

Taigi, kokj kriterijy betaikytume, nuling hipotezg reikia neabejotinai atmesti.

10.3 pvz. Ar did¢ja zmogaus svoris su amziumi? [ §i klausima atsakyti néra lengva —
tam reikéty daugiameciu steb¢jimy. Norédami pailiustruoti metodus, modeliuokime
du stulpelius: ob (=obesity=nutukimas: 1-nutukgs, O-ne) ir agegr (=age
group=amziaus grupé: 1-jauniausi, ..., 11-vyriausi). Tarkime, kad nutukimo tikimybé
didéja su amziumi. Stai vienas i§ galimy modeliavimo (ir tikimybil pasirinkimo) vari-
anty:

agegr <- sanple(1:11, 200, repl =T)

ob <- nureric(200)

for(i in 1:200) ob[i] <- sanple(1l:0,1, prob=c(pr <- agegr[i]/12,
1-pr)) # Didéjant amZziaus grupei, l-tuko tikimybé didéja

myt abl el <- tabl e(ob, agegr)

myt abl el
agegr
ob 1 2 3 4 5 67 8 910 11
0 1312 20 1310116 6 5 1 7
1 0 3 5 6 9 591311 15 20

Nuling hipotezg “svoris nepriklauso nuo amziaus” galima patikrinti ir su sunmary
funkcija (kai jos argumentas — dvimaté lentelé, atsakymas praktiskai sutampa su
chi sq. t est rezultatu (patikrinkite)).
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summar y(nmyt abl el)
Nurmber of cases in table: 200
Nurmber of factors: 2
Test for independence of all factors:
Chisq = 55.99, df = 10, p-value = 2.062e-08

Dar vienas variantas:

> nytabl e2 <- xtabs(~ob+agegr)
> nyt abl e2
agegr

ob 1 2 3 4 5 67 8 910 11

0 1312 201310116 6 5 1 7

1 0 3 5 6 9 591311 15 20
> sunmary(nyt abl e2) # Bus kai p nytabl el
Call: xtabs(formula = ~ob + agegr)
Nurmber of cases in table: 200
Nurmber of factors: 2
Test for independence of all factors:

Chisq = 55.99, df = 10, p-value = 2.062e-08

Kaip visuomet, grafikai irgi naudingi:
par ( nf row=1: 2)

plot(jitter(agegr),jitter(ob))
bar pl ot (myt abl e2, besi de=TRUE)
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- o & O@quo
) S, BoT23g o
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3 o
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o §%§Oo§ o © og 0 -
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N @ooﬁg gabgc’ 1<)
O — o o ® 8 o I 1
' T T T T T [ L N A B R B
2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 11
jitter(agegr)

10.1 pav. Tarp senesniy zmoniy nutukusiy zmoniy skaicius didesnis

10.3 UZDUOTIS. Atsakykite i klausima, pateikta 1 skyriaus 1.4 pavyzdyje.

10.3. Hipotezés apie vidurkius

Stai klasikiniai Student’o duomenys apie papildomas miego valandas (buvo tiriamos
dvi grupés po 10 Zmoniy, grupés vartojo du skirtingus migdomuosius vaistus).

> dat a( sl eep)
> sl eep
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extra group

1 0.7 1
2 -1.6 1
3 -0.2 1
4 -1.2 1
5 -0.1 1
6 3.4 1
7 3.7 1
8 0.8 1
9 0.0 1
10 2.0 1
11 1.9 2
12 0.8 2
13 1.1 2
14 0.1 2
15 -0.1 2
16 4.4 2
17 5.5 2
18 1.6 2

4.6 2

3.4 2

Kadangi kiekvienoje grupéje duomenys beveik normalis:

> attach(sl eep)

> shapiro.test(extra[ group==1])
Shapiro-WIlk normality test

data: extra[group == 1]

W= 0.9258, p-value = 0.4079

> shapiro.test(extra[ group==2])
Shapiro-WIlk normality test

data: extra[group == 2]

W= 0.9193, p-value = 0.3511,

o ju dispersijos lygios®

>var.test(extra[group == 1], extra[group == 2]) # H: 0:°=0,°
F test to conpare two variances
data: extra[group == 1] and extra[group == 2]

F =0.7983, numdf = 9, denomdf = 9,
p-value = 0.7427 # p rei k&mé >0,05 - nulinés hipotezés neatmetame
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.198297 3.214123 # Pasikliauties intervalas uzdengia 1
sanpl e estimates:
rati o of variances
0. 7983426

remsimés Student’o dviejy im¢iy su lygiomis dispersijomis testu:
> t.test(extra[group == 1], extra[group == 2], var.equal =T)

Two Sanple t-test

data: extra[group == 1] and extra[group == 2]

¥ Tiksli formuluoté bty tokia: stebéjimo duomenys nepriestarauja hipotezei apie populiacijy dispersiju
lygybe.
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t =-1.8608, df = 18, p-value = 0.07919
alternative hypothesis: true difference in neans is not equal to O
95 percent confidence interval
-3.3638740 0.2038740
sanpl e estimates:
nean of x mean of y
0.75 2.33

Taigi nors grupiy grupiy vidurkiai pastebimai skiriasi (atitinkamai, 0,75 ir 2,33 papil-
domo miego valandos), ¢ statistikos reikSme (zr. [CM, (3.4.5)]) —1,8608 néra tiek di-
del¢, kad nuling hipotez¢ H,:a, = a, atmestume’ su standartiniu 5% reik§mingumo

lygmeniu'®. Antra vertus, “slidi” 7,9% p reik§mé reiskia, kad bandymus geriausia
buty pakartoti su didesniu Zmoniy skai¢iumi. IS tikryjy, jei teisinga alternatyva
H :a —a,=a #0, tai, pvz., 95% vidurkiy skirtumo pasikliauties intervalo formulé
(zr. [CM, 174 p.])

(X =) £1,005(2n =2)\25% /n =a tc/\n

teigia, kad, kai n pakankamai didelis, 0 Siam intervalui nepriklausys.

Paskutiniam teiginiui pailiustruoti parasysime funkcija t . t est as, kuri jrodys, kad
kai n didelis, galime atskirti net labai artimas hipotezes.

t.testas <- function()
{
# Funkcija t.testas
# Vienas éminys is N(0,1), o kitas - 1§ N(0.2,1)
# Ar galima teigti, kad juy vidurkiai skiriasi?
opar <- par(nfrow = c(1, 2))
on. exi t (par(opar))
p.rei ksnme <- nuneric(100)
vid. skirtumas <- nuneric(100)
for(i in 1:100) {
imisl <- rnorm(i * 10, 0, 1)
imis2 <- rnorm(i * 10, 0.2, 1)
vid.skirtumas[i] <- nmean(intisl) - nean(intis2)
# Funkcijos t.test(xl,x2) reiksmé - sarasSas; imame jo
# p.value komponente
p.reiksme[i] <- t.test(intisl, intis2)$p.value

}
inmies.dydis <- (1:100) * 10

plot(inies.dydis, vid.skirtumas, type = "I")
lines(inties.dydis, rep(-0.2, 100), Ity = 2)
plot(inties.dydis, p.reiksne, type ="I")

lines(inties.dydis, rep(0.05 100), Ity = 2)
}

Kelis kartus iSbandome savo funkcija (zr. 10.2 pav.):

> t.testas()

? Abiejose grupése duomeny néra daug, todél §ig analize gerai biity pakartoti su tinkamu neparame-
triniu Stjudento testo analogu (zr. 10.6 uzduotp).

' Atkreipkite démesi { 95% vidurky skirtumo a, —a, pasikliauties intervala — jis uzdengia nulj, kas
dar karta patvirtina, kad atmesti Hy 5% reik§mingumo lygmeniu néra pagrindo.
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> t.testas()

vid.skirtumas
p-reiksme

-1.0-0.8-0.6-0.4-0.20.0

T T T T T T
o 400 800

T T T T T
400 800

o_

imties.dydis imties.dydis

10.2 pav. Eminiy vidurkiy skirtumas artéja i -0.2, hipotezé apie vidurkiu
lygybe Hy: al-a2=0 galy gale bus atmesta, o hipotezé H: al<a2 priimta

10.4 UZDUOTIS. Nagrinékite du éminius — vienas i§ N(0;1), o kitas i§ N(0;1,2).
Parasykite funkcija var . t est as ir jrodykite, kad, kai n pakankamai didelis, hipo-
tezé H,:0; =0, bus atmesta.

Iki Siol nagrin¢jome atveji, kai stebé&jome dvi nesusijusias populiacijas. Prisiminkime,
kad rinkinyje davi s turéjome duomenis apie tikrajj ir pranestaji svorj ir agj (tai
zmoniy, reguliariai uzsiimanciy fizinémis pratybomis, svoris ir figis; pamatysime, kad
jie gana gerai Zino savo svorj, bet prasciau ugj).

> davis[1:5,]

sex wei ght height repwt repht
M 77 182 77 180
F 58 161 51 159
F 53 161 54 158
M 68 177 70 175
F 59 157 59 155

ab~wnNBE

Ar teisingai moterys praneSa savo svorj? Aisku, kad stulpeliai wei ght ir r epwt yra
priklausomi ir tod¢l kriterijaus Student’o statistika turés kitokj laisvés laipsniy skai-
¢iu. Tokiems uzdaviniams spresti naudojame Student’o porini kriterijy.

> attach(davis)
> t.test(weight[sex=="M], repw|[sex=="M], pai red=T)

Paired t-test

data: weight[sex == "M'] and repwt[sex == "M]
t = -2.1294, df = 81, p-value = 0.03625

alternative hypothesis: true difference in neans is not equal to O
95 percent confidence interval

-1.13231233 -0.03841937
sanpl e estimates:

nean of the differences

- 0. 5853659
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Nors skirtumas tarp tikrojo ir pranestojo svorio yra nedidelis (tik —0,585 kg; pranesta-
sis svoris didesnis), p reikSmé (lygi 0,036 (<0,05) rodo, kad hipotezg apie tai, kad
svoris praneSamas visai tiksliai tenka atmesti. Tai néra keista — kai » didelis, t . t est
fiksuoja net mazus skirtumus. Taigi ateityje, norédami suzinoti tiksly Siy motery
svor}, 1§ pranestojo svorio reikia (vidutiniskai!) atimti 0,585 kg (jei nulinés hipotezés
nebiitume atmete, atimti nieko nereikty).

10.5 UZDUOTIS. Stai istrauka i3 fhttp://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-|
(21‘. Statistical inference|Comparing means of two continuous variables ):

A shoe company wanted to compare two materials (A and B) for use on the soles of
boys' shoes. We could design an experiment to compare the two materials in two
ways. One design might be to recruit ten boys (or more if our budget allowed) and
give five of the boys shoes with material A and give five boys shoes with material B.
Then after a suitable length of time, say three months, we could measure the wear on
each boy's shoes. This would lead to independent samples. Now, you would expect a
certain variability among ten boys - some boys wear out shoes much faster than oth-
ers. A problem arises if this variability is large. It might completely hide an important
difference between the two materials.

An alternative design, a paired design, attempts to remove some of this variability
from the analysis so we can see more clearly any differences between the materials
we are studying. Again, suppose we started with the same ten boys, but this time had
each boy test both materials. There are several ways we could do this. Each boy could
wear material A for three months, then material B for a second three months. Or we
could give each boy a special pair of shoes with the sole on one shoe made from ma-
terial A and the other from material B. This latter procedure produced the date in the
table below:

Boy Material A Material B
1 13.2 14.0
2 8.2 8.8
3 10.9 11.2
4 14.3 14.2
5 10.7 11.8
6 6.6 6.4
7 9.5 9.8
8 10.8 11.3
9 8.8 9.3
10 13.3 13.6

MINITAB (toks statistikos paketas) pateikia tokius grafini ir skaitinj abiejy éminiy
apraSyma:

S + + + + + materA

+-' -------- +H'+ H+ H'+ + materB
6.0 7.5 9.0 10.5 12.0 13.5

10-11


http://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-home/
http://www.anu.edu.au/nceph/surfstat/surfstat-home/

N MEAN MEDI AN  TRMVEAN STDEV ~ SEMEAN

materA 10 0. 630 0.750 10.675  2.451 0.775
materB 10 1. 040 11.250 11.225  2.518 0. 796
M N MAX Q @
mat er A 6.600 14.300  8.650 13.225
mat er B 6.400 14.200  9.175 13.700

The first design results in two independent samples, while the second design contains
dependent samples. Different methods of analysis are appropriate in each case.

ISbrézkite panaSy grafika ir pateikite panasiai suformatuotas skaitines charakteristikas.
Patikrinkite hipotezg apie tai, kad abi medziagos yra vienodai atsparios dilimui.

10.4. Hipotezés apie “centry” lygybe

9 skyriuje nagrinéjome bwages duomeny rinkinj ir, remdamiesi Wilcoxon’o (rangu
zenkly) kriterijumi, tikrinome hipotezg H, :med(w0) =422,8220 (= med(wl)) su
alternatyva H, : med(w0) <422,8220. PanaSias (bet ne tapacias) hipotezes galima
suformuluoti taip: H, : med(w0) = med(wl) su alternatyva H, : med(w0) <med(wl) .
Taikydami Wilcoxon’o (rangy sumuy) kriterijy dviems éminiams, gauname

> wi | cox. test (w0, wl)
W coxon rank sumtest with continuity correction

data: w0 and wl
W= 214892, p-value = 4.33e-08

alternative hypothesis: true mu is not equal to O,
taigi nuling hipoteze¢ vél neabejotinai atmetame.

10.6 UZDUOTIS. Duomeny rinkinyje sl eep kiekvienoje grupéje buvo tik po 10
irasy. Antra vertus, 10.3 paveiksle matome, kad
tiesinio modelio likuciai kazin ar tenkina klasi-
kinius tiesinio modelio reikalavimus.

sleep)$res

> pl ot (sl eep.linl$res~group)

Visa tai reiskia, kad hipoteze apie papildomo
miego trukmeés lygybg abiejose grupése tikslinga ‘
pakartoti, naudojant neparametrini Wilcoxon’o ‘ }
kriteriju. Sia analize atlikite su
W |l cox.test ir su w | cox.exact i§

exactRankTests paketo. 10.3 pav. Modelio paklaidos grupése
nesimetriskos, dispersijos nevienodos

Im(extra ~ group, data

group
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10.4 pvz. 1 skyriaus 1.3 pavyzdyje buvome suformulave toki uzdavini. Marketingo
padalinys nori i$siaskinti, kuris i$ dvieju naujy gaminiy bus labiau perkamas. Kadangi
skonis yra pakankamai subjektyvus kriterijus, potencialis pirkéjai buvo prasomi
ivertinti abu gaminius skaiciais nuo 0 iki 4 (ju prasmé paaiskinta lenteléje):

0 1 2 3 4
Labai nepatiko | Nepatiko Neturiu  nuo- | Patiko Labai patiko
mones

Pirmaji gaminj vertino n = 15, o antraji gaminj — m = 15 pirkéjuy, Stai ju atsakymai:
pirmojo gaminio jveréiai: x <- ¢(3, 2, 3, 0, 1, 0, 2, 1, 0, 0, 4, 3, 2, 0, 3)
antrojo gaminio jver¢iai:y <- c(4, 2, 2, 0, 3, 3, 1, 2, 2, 4, 3, 2, 3, 2, 2)

Atrodo, kad antrasis gaminys vertinamas geriau, taciau kaip Sitai (jei tai tiesa) pag-
risti? Vienas i§ biidy yra toks - apjunkime abu éminius { vieng ir iSdéstykime jvercius
didéjimo tvarka: 0000001 11222222222233333333444. Jeipirmasis
gaminys bty tiek pat geras kaip ir antrasis, tai pirmojo gaminio jverciai (jie
pabraukti) biity daugmaz tolygiai iSsidést¢ apjungtame éminyje. Matome, kad daugiau
pabraukty jveréiy yra kairéje, todél matyt geresnis yra antrasis produktas. Si teiginj
galima patikrinti tokiais samprotavimais. Kiekvienam jverciui priskirkime jo ranga,
t.y., vieta bendroje sekoje. Kadangi 0 kartojasi SeSis kartus, reikSmei O suteikime
vidutinj ranga (1+2+3+4+5+6)/6=3,5. ReikSmés 1 vidutinis rangas yra §8; 2 — 14,5; 3 —
23,5 ir 4 — 29. Vadinasi, pirmojo gaminio rangy suma yra S=5%3.5+2*8+3*14.5+
4*23.5+1*%29= 200. Formaliai zitrint (zr. [Ku, 346 p.]), Wilcoxon’o rangy sumu (ki-
taip — Mann’o ir Whitney’0) testas yra skirtas tolydiesiems a.d. ir tikrina hipotezg, kad
“a.d. X ir Y skirstiniai yra vienodi” su alternatyva “skirstiniai skiriasi”. I$ tikryjy, Sio
testo taikymas kiek siauresnis — alternatyva yra “skirstiniai skiriasi postimiu''”. Jei
teisinga nuliné hipotezé, galima jrodyti, jog nuokrypio statistikos

_n(n+l)
2

w=S

skirstinys nepriklauso nuo (bendro a. dydziy X ir Y) skirstinio, o priklauso tik nuo
“laisves laipsniy” skaiCiy n ir m. Deja, miisy atveju, X ir ¥ néra tolydis, be to yra pa-
sikartojanciy reikSmiy, todél remsimés tuo faktu, kad a.d.

S—=(m/2)(m+n +1)
J(mn /12)(m +n +1)

turi mazdaug standartini normaluyji skirstini'>. Kaip ten bebiity, R pakete kreipiamés {
funkcijawi | cox. t est:

> wilcox.test(x,y)

W | coxon rank sumtest with continuity correction
W= 80, p-value = 0.1699 # Daugi au uz 0, 05!
alternative hypothesis: true nmu is not equal to O

' Kitaip sakant, “centrai skiriasi”.
12 Misy atveju kai kurie jveréiai kartojasi, todél reiskini po $aknies Zenklu reikia pakoreguoti. Viena
korekcija galima rasti [LL2, 130 psl.], kita — funkcijos Wi | cox. t est . def aul t tekste.
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Komputavimo rezultatas kiek netikétas: atmesti hipoteze apie skirstiniy'® lygybe pa-
grindo néra!

10.5. Hipotezés apie skirstiniy lygybe

Tarkime, kad, stebédami a.d. X, gavome éminj x, x,,...,x, , 0 stebédami a.d. ¥ — émini

Vi»Vsse-s ¥, . Remdamiesi $iais éminiais, norime nustatyti, ar X ir Y skirstiniai
(atitinkamai, F' ir G) sutampa (tuomet, pvz., galétume apjungti abu éminius i viena).
Hipotez¢ H,: F =G galima tikrinti keliais biidais, o biido pasirinkimas priklauso nuo
alternatyvos. Jei alternatyvioji hipotezé yra H,:F(x)# G(x) bent vienam x, tai-
kysime Kolmogorovo-Smirnovo dvieju €éminiy testa (jis taikomas, kai abi skirstinio
funkcijos tolydzios). Jei H,: F(x) =G(z-0),0 #0, taigi skirstinio funkcijos skiriasi
tik postiimiu, taikysime Wilcoxon’o rangy sumos testa Wi | COX. t est i§ ctest arba,
kai éminiy dydziai néra dideli, W | cox. exact i$ exacRankTests (stebimieji dydziai
dabar gali biti ir ranginiai). Tuo atveju, kai tikrinama “sukei¢iamumo” (exchange-
ability) galimybe¢, taikysime keitiniy testa per m t est is exacRankTests paketo (ste-
bimieji dydziai turi igyti sveikas reikSmes).

Stai dvi paprastos funkcijos, kurios brézia empirinés skirstinio funkcijos grafikus
(“grazesnis” variantas yra stepfun pakete):

plot.sdf <- function(x) plot(c(mn(x),sort(x)),c(0:length(x)/Iength
(X)), type="s")

lines.sdf <- function(x,col=2) lines(c(mn(x),sort(x)),c(0:length(x)/
I ength(x)),type="s", col =col)

pl ot . sdf (rnor n(50)) # Pirnpji enpirinée skirstinio funkcija
i nes. sdf (rnornm(50)) # Antroji enpiriné skirstinio funkcija
lines.sdf (rnorm(50), col =3) # Trec¢ioji empiriné skirstinio funkcija
curve(pnorm -2, 2, add=T) # Dar viena funkcija grafikams breézti

¢(0:length(x)/length(x))

-15 -1.0 -05 00 05 10 15

c(min(x), sort(x))

10.4 pav. Trijy éminiy i$ standartinés normaliosios populiacijos empirinés skirstinio funkcijos (laip-
tuotos kreivés) ir standartiné normalioji skirstinio funkcija (glodi kreivé)

" Tiksliau sakant, atsakyma formuluojame taip: abiejy produkty vertinimai vidutinidkai (tiksliau, “me-
dianiskai”) vienodi.
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ISbandykime KS testa su dviem nedidelémis imtimis.

set.seed(1)

rst <- rt(50,2) # Generuojame Stjudento su 2 1.1. a. skaicdius
rn <- rnorm 50)

pl ot . sdf (rst)

I'ines.sdf (rn)

0.8

0.4

c(0:length(x)/length(x))

0.0
|

c(min(x), sort(x))

10.5 pav. Standartinio normaliojo ir Stjudento éminiy empirinés skirstinio funkcijos
(abiejy éminiy dydis 50)

> ks.test(rst,rn)
Two- sanpl e Kol nbgor ov- Sm rnov test

data: rst and rn
D = 0.14, p-value = 0.7166
alternative hypothesis: two.sided

Taigi, KS testas nemato pagrindo atmesti hipotez¢ apie skirstiniy lygybg. Antra ver-
tuis, kai éminiai didesni, skirtumai iSryskéja.

rst <- rt(500, 2)
rn <- rnorn(500)
pl ot . sdf (rst)
i nes.sdf (rn)

0.8
|

0.4

¢(0:length(x)/length(x))

I I I I
-40 -20 0 20

c(min(x), sort(x))

10.6 pav. Standartinio normaliojo ir Stjudento éminiy empirinés skirstinio funkcijos
(abiejy éminiy dydis 500)
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ks.test(rst,rn)

Two- sanpl e Kol nbgor ov- Sm rnov test

data: rst and rn
D = 0.08, p-value = 0.08152
alternative hypothesis: two.sided

> wilcox.test(rst,rn)

W coxon rank sumtest with continuity

correction

data: rst and rn
W= 119867, p-value = 0.2611
al ternative hypothesis:

true nu is not equal

to 0

Matome, kad KS testas beveik atmeta hipotez¢ apie skirstiniy lygybe, tuo tarpu kai
Vilkoksono testas to nesitilo. Antra vertus, jei du éminiai skiriasi tik postiimiu, rezul-

tatai atrodo taip:

Be postiimio

Su postiimiu 0,5

set.seed(1)

rg <- rgammm(5, shape=2)
rgl <- rgamm( 20, shape=2)
plot.sdf (rg)

l'ines.sdf (rgl)

0.0 0.4 0.8

c(0O:length(x)/length(x))

T T T T T
0.5 1.0 15 20 25

3.0
c(min(x), sort(x))
> ks.test(rg, rgl)
Two- sanpl e Kol nbgor ov- Smirnov test
data: rg and rgl
D = 0.4, p-value = 0.4906
alternative hypothesis: two.sided
> wilcox.test(rg,rgl)

W coxon rank sumtest

data: rg and rgl
W= 32, p-value = 0.2431

alternative hypothesis: true nu is not
equal to O
> wi | cox. exact(rg, rgl)
Exact W/ coxon rank sumtest
data: rg and rgl
W= 32, p-value = 0.2431
alternative hypothesis: true nu is not

equal to O

set.seed(1)

rg <- rganma(5, shape=2)

r ganma( 20, shape=2) +0. 5
pl ot. sdf (rg)

I'i nes. sdf (rgl)

0.0 0.4 0.8

c(0:length(x)/length(x))

T T T T T I
05 10 15 20 25 3.0

c(min(x), sort(x))

> ks.test(rg, rgl)

Two- sanpl e Kol mogor ov- Smirnov test
data: rg and rgl
D = 0.55, p-value = 0.1441
al ternative hypothesis: two.sided
> wlcox.test(rg,rgl)

W | coxon rank sumtest
data: rg and rgl
W= 20, p-value = 0.04235

alternative hypothesis:
equal to O

true mu is not

> W | cox. exact(rg, rgl)
Exact W/ coxon rank sumtest

data: rg and rgl

W= 20, p-value = 0.04235
alternative hypothesis:
equal to O

true mu is not
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10.7 UZDUOTIS. Lenteléje pateikti duomenys apie mieste ir kaime paimty méginiy
uzterStuma polichloruotu bifenilu (PCB) (deSimttiikstantosiomis gramo dalimis vi-
enam kilogramui dirvos).

Kaime Mieste
35 1.0 1.6 120 240 11.0 107.0 18.0
8.1 53 23.0 82 29.0 49.0 94.0 12.0

1.8 938 1.5 16.0 22.0 141.0 18.0
90 150 9.7 21.0 13.0 11.0

a) Miesto ir kaimo duomenis palyginkite grafiskai; b) irodykite, kad “miesto ir
kaimo uzterStumas reikSmingai skiriasi”.

10.8 UZDUOTIS. 6 skyriaus gale, uzduotiy skyrelyje, yra duomeny rinkinys dr i nk.
Patikrinkite hipotezes apie kintamojo anmount vidurkiu lygybe ivairiose sex ir

enpl grupése.

10.9 UZDUOTIS. Funkcija t WoWAy yra dar vienas funkcijos, tirian¢ios saveikos
lenteles, variantas (plg. 5 skyriaus pradzia).

twoWay <- function (x = NA, y = NA, userDefined = NA)

{if (is.na(userDefined)){result <- chisqg.test(table(x, y))}
el se {result <- chisq.test(userDefined)}
print(result)
observed <- result$observed
expected <- result$expected
chi.table <- ((observed - expected)”™2)/expected
row. sum <- appl y(observed, 1, sun
col .sum <- appl y(observed, 2, sun
N <- sun{observed)
full Array <- cbind(observed, row sum
full Arcray <- rbind(full Array, c(col.sum N))
rownanes(ful | Array)<- c(rownanes(observed), "Total")
col nanes(ful |l Array) <-c(col nanes(observed), "Total ")
proportion <- fullArray/N
row. proportion <- fullArray/c(row. sum N)
col .proportion <- t(t(fullArray)/c(col.sum N))
return(list(fA = fullArray, e = expected,ct = chi.table,
p = proportion, rp = row. proportion, cp = col.proportion))

> twoWay( nmal e, educ) $rp
Pearson's Chi-squared test

data: table(x, y)
X-squared = 61.2132, df = 4, p-value = 1.612e-12

1 2 3 4 5 Tot al
0 0. 03972366 0.1208981 0.2797927 0.3316062 0.2279793 1
1 0. 08510638 0.2183651 0.2889138 0.1836506 0.2239642 1
Total 0.06725543 0.1800272 0.2853261 0.2418478 0. 2255435 1

ISsiaiskinkite Sios funkcijos teksta. Kaip reikia interpretuoti gautaja p reikSme?
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10.10 UZDUOTIS. Zemiau pateikta iStrauka i§ garsiojo Fisher’io (kai kas tvirtina,
kad Andersono) duomeny rinkinio apie triju vilkdalgio riisiuy (setosa, versicolor ir vir-
ginica) taurélapio (=sepal) ir vainiklapio (=petal) ilgi ir ploti (cm) (zr. ?iri s ir
iris).

Sepal . Length Sepal . Wdth Petal.Length Petal.Wdth Speci es

1 51 3.5 1.4 0.2 set osa
EE I I I I I I I I I I I I I b A S R b I I I I I I I b I I I I I I I I I I I o b b
50 5.0 3.3 1.4 0.2 set osa
51 7.0 3.2 4.7 1.4 versicol or
EIE R I I b I I S I b S I I I b I I I b I I I
100 5.7 2.8 4.1 1.3 versicol or
101 6.3 3.3 6.0 2.5 wvirginica
EE IR I I I I I I I I I I I I I b I S R b I I I I I b I b I I I I I I S I b I I I I b b
150 5.9 3.0 5.1 1.8 wvirginica

Pateikite grafines (zr. taip pat ?mat pl ot ) ir skaitines kiekvieno parametro ir ju pory
charakteristikas, patikrinkite tinkamas hipotezes.

10.11 UZDUOTIS. Ledas turi vadinamaja latenting tirpimo Siluma. Stai dviem me-
todais gauti rezultatai:

Met odas A 79.98 80.04 80.02 80.04 80.03 80.03 80.04 79.97
80. 05 80.03 80.02 80.00 80.02
Met odas B: 80.02 79.94 79.98 79.97 79.97 80.03 79.95 79.97

a) (veskite Siuos skaiCius su scan
b) ar abu metodai duoda ta pati rezultata? (pasinaudokite boxpl ot, t.test;
shapiro.test,var.test irwi | cox. test is paketo ctest).

10.12 UZDUOTIS. Pakete MASS yra duomeny rinkinys f gl , kurj apzidiréti galima
su

I'i brary( MASS)
?f gl

Isbrézkite Rl , Na ir My staiakampes diagramas visoms t ype grupéms. Patikrinkite
hipotezes apie Rl “centry” lygybe visose grupiy porose. Pritaikykite pai r s funkcija
grupéje W nF ir isbrézkite grafika panasy i 6.7 pav.

10.13 UZDUOTIS. Pakete MASS yra duomeny rinkinys Ai ds2. Ar vienoda §iame
saraSe esaniy vyry ir motery amziaus struktiira?

10.14 UZDUOTIS. Kolmogorovo kriterijus taikomas tuomet, kai stebimieji a.d. yra
tolydiis. Antra vertus, matavimai paprastai apvalinimi, todél netgi tuomet, kai dydziai
“i$ tikryju” yra tolydus, gali atsirasti susiety (vienodu) reikSmiuy (angl. ties). Viena
iSeitis yra padrebinti (=jitter (angl.)) Sivos dydzius ir tuomet taikyti KS testa.

Zemiau pateikiame duomenis i§ Sokal’o ir Rohlf’o knygos “Biometry” (tikslaus duo-
meny apibrézimo néra, bet Sio konspekto autoriaus mano, kad tai dviejy rasiy (A ir B)
gyviny svorio matavimai; kadangi grupéje biina keliy karty atstovai, tokie skirstiniai
paprastai turi kelias modas).
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A<-
c(104, 109, 112, 114, 116, 118, 118, 117
, 121,123, 125, 126, 126, 128, 128, 128)

density(x = A)

<
> S
B<- % °
c(100, 105, 107, 107, 108, 111, 116, 120 O g
, 121, 123) o | T T | |
. 100 110 120 130 140
pl ot (density(A))
I i nes(density(B), col =2) N =16 Bandwidth = 3.789

Padrebinkite duomenis (pridédami tolygu atsitiktini skaiciy i§ intervalo [-0,5;+0,5]) ir
patikrinkite hipoteze apie skirstiniy lygybe su KS testu. Ta pati atlikite su Wilcoxon’o
ir perstatiniy testais, taikydami juos pradiniams duomenims.

10.15 UZDUOTIS. Kompaktinio disko R1 direktorijoje Data\Misc yra failas iqdata.txt.
Jame pateikti du skaitiniai stulpeliai (tai penkiameciy vaiky i q (intelektualumo koefi-
cientas) ir bp (=behavioral problem score=elgesio koeficientas)) ir simbolinis stulpelis
Me (=mental state=psichin¢ biisena: ND=non-depressed mother, D=depressed
mother), kuris vaikus suskirsto i dvi grupes. PraSom atsakyti i Siuos klausimus:

¢ ar Siose grupése i q (ir/arba bp) skiriasi?
¢ ar Sie du kintamieji susije?

Priminsime, kad Student’o testas taikuomas tuomet, kai stebéjimai

¢ skirtingose grupése yra nepriklausomi;
¢ yra gauti stebint normaliuosius a.d.;
¢ yra i populiacijy su vienodomis dispersijomis.

Neparametriné Sio testo alternatyva yra Wilcoxon’o rangy sumy testas.

Taigi, iSbrézkite i g (bp) sta¢iakampes diagramas, histogramas ir kvantiliy-kvantiliy
grafikus. Ar yra iSskir¢iy? Jei taip, gal geriau jas pasalinti? Ar galima duomenims tai-
kyti Student’o kriteriju? Ar Wilcoxon’o kriterijus duoda ta patj atsakyma? Ka galima
pasakyti apie koreliacija (regresija) tarp i ¢ ir bp? Ar vaiko elgesio problemos (pvz.,
bp>8 ar bp<8) susijusios su motinos psichine biisena'*?

10.16 UZDUOTIS. R1 disko Data\Misc direktorijoje yra failas ceramic.txt:

Run Lab Batch Y X1 X2 X3
1 1 1 608.781 -1 -1 -1
2 1 2 569.670 -1 -1 -1
3 1 1 689.556 -1 -1 -1
4 1 2 747.541 -1 -1 -1
957 8 1 611. 999 1 -1 -1
958 8 2 748. 130 1 -1 -1
959 8 1 530. 680 1 -1 -1
960 8 2 689. 942 1 -1 -1

" Taikykite chi sq. t est arbafi sher.test.
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Jame Run yra méginio numeris, Lab — laboratorijos numeris (nuo 1 iki 8), Bat ch
— partijos numeris (1 arba 2), Y — keraminio méginio stiprumas. IStirkite ar skiriasi
meéginio stiprumo matavimo rezultatai Y abiejose partijose.

10.17 UZDUOTIS. Pozymiy saveikos lentelés

behavi our = no yes
eno=1 51 3
enn=2 69 11
enn=3 28 22
enp=4 7 13
eilutése yra nurodytas vaiko emocionalumo lygmuo (1-mazas, ..., 4-didelis), o stul-

peliuose — ar stebimas nenorminis elgesys (ne/taip). Ar priklausomi Sie du pozymiai?

10.18 UZDUOTIS. Zemiau uzrasytos matricos t axr evenue. t xt eilutése pateikti
valstybés surinkti mokesciai uz nurodytus produktus:

1990 1991 1992
t obacco 5035. 3 5636. 0 6289. 5
spirits 1513. 5 1703.0 1742. 1
beer 2074. 2 2290.0 2324.9
wi ne 791. 2 855. 3 924.5
ci der 58. 8 68. 6 73.8
betting 976. 1 1006. 4 1052. 8

Nusiskaitykite $ia matrica su, pvz.,

tax <- scan("taxrevenue.txt",list(names="", x=0, y=0, z=0), ski p=1)
Apibrézkite meting pricaugio norma

a <- (x-y)/x; b<- (z-y)ly

ir patikrinkite hipotezes, kad a “centras” lygus 0,1 (taikykite parametrini Student’o ir
neparametrini Wilcoxon’o kriterijus). Ar tiesa, kad a ir b “centrai” lygiis? (kokj krite-
rijuy reikia taikyti — poruotiems ar neporuotiems éminiams?) Ar koreliuoti vektoriai a
ir b? Koks koreliacijos koeficientas labiau tinka — Pearson’o ar Spearman’o? O gal Cia
geriau taikyti f r i edman. t est ?

10.19 UZDUOTIS.

a) Pozymiy saveikos lentelés atrodo taip:

125 24 . |25 17 o125 1 . 25 26 25 3
1) 11) 1i1) 1v) V)
26 25 12 25 2 26 2 1 26 2

Pabandykite atspéti poZymiy priklausomybés laipsni visais trimis atvejais.

b) Lentel¢je pateikti atsitiktinés apklausos rezultatai (eilutése — miesto rajonas, ku-
riame gyvena apklaustoji Seima, stulpeliuose — Seimos pajamos per metus):
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< 12000 | tarp 12000 ir 50000 | > 50000
A 20 22 3
B 10 9 15

Ar priklauso gyvenamasis rajonas nuo $eimos pajamy?

10.20 UZDUOTIS. Pasikraukite i§ Simple paketo duomeny rinkinj bl ood (kiekvie-
nas kraujo meéginys vertinamas dviem metodais, Machine ir Expert). Ar skiriasi Sie

metodai?

10.21 UZDUOTIS. Zemiau pateiktoje lenteléje yra duomenys i§ 1984 General Social
Survey of the National Data Program in the United States (Norusis, 1988):

Pasitenkinimas darbu

Labai nepaten- | Nelabai paten- | Visai neblogas | Labai paten-
Pajamos (US$) kintas kintas kintas
<6000 20 24 80 82
6000-15000 22 38 104 125
15000-25000 13 28 81 113
>25000 7 18 54 92

Patikrinkite hipoteze Hy: pasitenkinimas darbu nepriklauso nuo pajamy. Atspausdin-
kite pana$ia lentele, kurioje Salia esamuy skaiciy dar biity ir prognozuojamu dazniy

reikSmeés.
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