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[ZANGA

Teorija be praktikos — sausa
Praktika be teorijos — akla
(Emanuelis Kantas)

Ekonometrija — tarpkryptiné disciplina — ekonomikos, matematikos ir
statistikos bendras vaisius. Jos, kaip savarankiSko mokslo, pradzia skai-
¢iuojama nuo 1930 mety, kai buvo jkurta ekonometry draugija ir pradétas
leisti zZurnalas “Econometrics®. Dabar, moksliniy Zurnaly skirty ekonometri-
jai priskai¢iuojama per des§imt. Tarp jy, “Journal of Econometrics®, “Jour-
nal of Applied Econometrics”, “Econometric theory“, “Econometric reviews”,
“Fconomie et statistique” ir kt. Moksliniai ekonometrijos straipsniai randami
daugelyje ekonominiy ir matematiniy Zurnaly. Kasmet vyksta po keleta
stambiy konferencijy, skirty ekonometrijos problemoms. Visa tai rodo au-
gan¢ia 8io mokslo svarba. O jo pripaZinima parodo net keliy ekonomikos
Nobelio premijy paskyrimas ekonometrams.

Ekonometrijos kursai déstomi daugelyje universitety. Tam tikslui igleista
nemazai vadoveéliy, kurie skiriasi tiek pagal reikalingg matematinj pasiruosi-
ma, tiek pagal teorijos ir praktikos santykj. Stai Gryno [3] vadovélis pargjstai
laikomas ekonometrijos enciklopedija. Goldbergeris |2| siulo labiau matem-
atizuota poziurj j ekonometrija. DZonstono ir Dinardo vadovélis [4] — puikus
teorijos ir praktikos derinimo pavyzdys. Neblogas standartiniy vadovéliy pa-
pildymas yra KenedZio ekonometrijos vadovas [6], o Hamiltono laiko eiluciy
knyga [5] — tikras Sios srities perlas.

Lietuvoje sistemiskas ekonometry ruoSimas pradétas tik pries trjeta me-
ty, patvirtinus tam skirta statistikos bakalauro programa. Studentams §i
programa suteikia galimybe gauti gera matematinj ir ekonominj igsilavinima
bei jsisavinti Siuolaikines informacines technologijas. Ekonometrijos kursai
prasideda nuo jvado, apzvelgian¢io ekonometrijos tikslus ir priemones jiems
pasiekti. Jam skirta 8§i mokymo priemoné, atitinkanti ekonometrijos jvado
vieno semestro kursg. Ji paruosta sekant Hilo, Grifito, Judzo vadovéliu [1]
ir Melenbergo mokymo priemone [7] bei atsizvelgiant | studenty matematinj
pasiruosima.

Ivadiniame skyriuje trumpai apzvelgiama ekonometrijos metodologija,
aptariant stochastinius modelius bei jy jvertinima ir diagnostika. Antrasis ir
trecCiasis skyriai skirti regresinei analizei. [vadas i tokia placia ir labai svarbia



tema pradedamas sarysio tarp namy ukiy pajamy ir iSlaidy maistui paieska.
Siuo paprastu pavyzdziu iSaiskinami pagrindiniai regresinés analizés princi-
pai. Ivaduij daugelio kintamuyjy vienos lygties regresija pasitelkiamas firmos
pajamy sarysis su produkcijos kaina ir iSlaidomis reklamai. 4-6 skyriuose su-
pazindinama su jvairiais regresinés analizés aspektais: heteroskedastiskumu,
autokoreliacija, atsitiktiniy regresoriy atveju ir kitais. Simultaniniy lygciy
modeliai aptariami 9 skyriuje, pasitelkiant patj papras¢iausia uzdaros rinkos
be uzsienio prekybos modelj. Paskutiniame, 10 skyriuje supazindinama su
pagrindiniais laiko eilu¢iy modeliais ir baziniais finansy ekonometrijos princi-
pais. Prieduose pateikiamos reikalingos tikimybiy teorijos ir algebros Zinios.
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1 SKYRIUS. EKONOMETRIJOS PRINCIPAI

1.1 KAS YRA EKONOMETRIJA

Tai klausimas j kurj trumpai ir vienareik§migkai vargu ar kas atsakys.
Zodis ,ekonometrija“ yra dviejy graikisky zodziy owkovouror (ekonomika)
ir perpov (metrika) junginys. Gi ekonometrijos mokslas turi labai platy
isaigkinimo spektra: nuo buitinio (“... tai ka daro ekonometrai ”) iki encik-
lopedinio ( “... pagal empirinius duomenis vertina ir analizuoja ekonominiy
objekty ir procesy sary8ius”). Ekonometras vienu metu privalo buti eko-
nomistas (norint empiriskai analizuoti ekonomika, reikia gerai suprasti eko-
nomikos teorija), statistikas (testuojant ekonominiy procesy sary$ius reikia
taikyti egzistuojancius statistinius testus bei kurti naujus) ir matematikas
(ekonomine problema ir jos sprendimg reikia isreik§ti matematiniais termi-
nais). Dar pridéjus butinuma iSmanyti saskaityba, taikomaja ir ekonom-
ine statistikas bei sugebéjimg pasinaudoti naujausiomis informacinémis tech-
nologijomis, gaunamas gana jvairiaspalvis ekonometro paveikslas.

Ekonometrijos metodologijoje skiriamos Sios dalys:

e modelio specifikavimas;
e jvertinimas ir interpretavimas;
e diagnostika;

e modeliy palyginimas.

FEkonomikos teorija kartu su matematine ekonomika nustato jvairiy eko-
nominiy objekty bei procesy tarpusavio saveikas ir perteikia jas matematini-
ais simboliais! Tai sudaro teorines prielaidas ekonometrinio modelio kurimui
(modelio specifikavimui). Paprastai nagrinéjami trijy tipu modeliai: re-
gresiniai, simultaniniy lygéiy ir laiko eiluciy.

Regresiniais modeliais apraSsoma ekonominiy dydziy priklausomybé nuo
vieno ar keliy ekonominiy faktoriy. Pavyzdziui, trumpalaikiy paskoly palu-
kany normos priklausomybé nuo infliacijos kitimo ir bendrojo nacionalinio
produkto augimo tempy, namy ukiy islaidy maistui priklausomybé nuo pa-
jamy ir t.t.

Ypatingo skirtumo tarp ekonomikos teorijos ir matematinés ekonomikos néra. Abu
gie mokslai apraso ekonominius sarysius tik pirmasis tai padaro zodine (verbaline) forma,
o antrasis — matematiniy simboliy pagalba.
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Simultaniniy lyg¢iy modeliais aprasomi dydziai, susieti funkcine priklau-
somybe tiek su kitais ekonominiais dydziais, tiek ir tarpusavyje. Pavyzdziui,
Lietuvos tekstilés pramonés ekonometriniame modelyje buty lygtys, apra-
Sancios tekstilés paklausa, eksporto apimtis, darbo viety skaiciy, investicijas
] 8ia ukio Saka, tekstilés kaina. Visi tie dydziai yra priklausomi tarpusavyje
ir, be to, priklauso nuo kity rodikliy, kaip antai: vidutinés palukany normos,
vartojimo prekiy indekso, nacionalinio produkto augimo tempy ir pan.

Laiko eilu¢iy modeliai skirti ekonominiy objekty tyrimams pagal jy elgesj
praeityje. Jais patogu tirti, pavyzdziui, akcijy kainas, paskoly palukany
normg ir pan. Laiko eilu¢iy modeliai labai naudingi, kai apie tiriama arba
prognuozuojama ekonominj objekta beveik nieko, i§skyrus jo elgesj praeityje,
nezinoma.

Kai modelis jau sukurtas, tada, remiantis empiriniais duomenimis, kuri-
uos dazniausiai reikiamai apdorotus pateikia ekonominé statistika, jvertinami
modelio parametrai ir patikrinamas modelio atitikimas ekonomikos teorijai.

Ekonometrinio modelio vertinimui pritaikomi matematinés statistikos me-
todai (maziausiy kvadraty, didziausio tikétinumo, kvantiliniai ir pan.) bei
vystomi specialus metodai. Prie tokiy priskirtini dvigubas maziausiy kvad-
raty metodas, trigubas maziausiy kvadraty metodas ir pan.

Ivertinto modelio diagnostikai pasitelkiami matematinés statistikos meto-
dai (Stjudento testas, F-testas ir pan.) bei vystomi savi (Dickey-Fulerio,
Durbino-Watsono testai ir pan.)

Ekonometrijos rezultatai taikomi:

norint patikrinti ekonomikos teorijos teiginius arba pirmines salygas
(pavyzdziui, parametry Zenklus, a priori galimas reik§mes ir t.t.);

analizuojant ekonominiy reiskiniy struktura (pavyzdziui, BVP struk-
tura);

prognozuojant ekonominius rodiklius (marketingas) (globalus rodikliai
BVP, bedarbystés-uzimtumo lygis, prekiy indeksai ir pan.);

formuojant ekonominés politikos principus.

Pazymétina, kad ekonometriniai modeliai i§vystyti beveik visoms ekono-
mikos sritims, jskaitant:

e vartojimo prekiy rinka,
e energetika,

e namiy ukio ekonomiks,
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industrijos ekonomika,

tarptautine prekyba,

e finansus,

darbo ekonomika,
e transporty,
e regionine ekonomika.

Pastaraisiais metais ypaC spar€iai vystoma finansy ekonometrija ir namy
ukio ekonometrija.

Beje, ekonometriniai modeliai bei ekonometrijos metodai taikomi ir kitu-
ose moksluose, pavyzdziui demografijoje (taikomi regresiniai modeliai prog-
nozuojant gimstamuma, mirtinguma), politiniuose moksluose, sociologijoje
(analizuojant apklausy rezultatus).

1.2 STOCHASTINIAI MODELIAI
PRIES DETERMINISTINIUS

Modeliavimas yra neatsiejama bet kurio mokslo dalis - tiek socialinio, tiek
gamtos. Realaus pasaulio sistemos paprastai yra labai sudétingos. Norint
Sias sistemas suprasti, prognozuoti jy elgesj ar kontroliuoti, butina jas supap-
rastinti, t.y. sukurti modelj. Egzistuoja daug modelio formy: pavyzdziui,
verbaliniai/logistiniai (sistemy veiklos aiSkinimas paradigmomis, pavyzdziui,
“nematomos rankos” paradigma), fizikiniai (sumaZzinto mastelio ir supap-
ra-tintos veiklos modeliai), geometriniai (lentelés, diagramos), algebriniai
(algebrinés lygtys) ir pan.

Modelis — originalo atvaizdas, tapatus pasirinktu strukturos lyg-
meniu arba pasirinktomis funkcijomis. (TZZ) %;

— pavyzdys, pagal kurj kas nors gaminama, kuriama, tiriama.
(Ten pat.)

2Tarptautiniy Zodziy Zodynas.
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Grafikas 1.1: Geras ir labai geras modeliai (aut. Matisse)

Sukurti matematinj modelj reigkia nagrinégjamam objektui suteikti ma-
tematine israiska. Cia gali pasireiksti du kraStutinumai: realistinis ir ide-
alistinis. Realistinis modelis paprastai gana tiksliai apraSo tiriama objekta,
bet buna toks sudétingas, kad nejmanoma jo nei iStirti, nei jvertinti. Kita
vertus, idealistinis modelis, su kuriuo lengva dirbti, gali buti perdaug nu-
toles nuo realaus tiriamo ekonominio fenomeno. Todél geras modelis yra
tam tikras kompromisas tarp realaus ir idealaus. Rasti tinkama kompromisg
— menas, kurio rezultatus didzia dalimi nulemia ekonometristo pasiruoSimas
ir talentas.

Visi modeliai yra klaidingi. Taciau kai kurie — naudingi.
(G. Box)

Modeliai yra tam kad juos naudotum, bet ne tam, kad
Jjais tikétum. (H. Theil)

Daugelis tradiciniy ekonominiy teoriju, ypac jei rySiai tarp ekonominiy
objekty ir procesy isreiskiami diagramy ar algebriniy lygciy pagalba, pos-
tuluoja tikslia nagrinéjamy procesy funkcine priklausomybe. PavyzdZziui,
paklausos teorija nustato, kad prekés paklausa priklauso nuo jos kainos:

q=f(p); (1.1)

¢ia ¢ — kurios nors prekés paklausos kiekis; p — tos prekés kaina.

Taciau akivaizdu, kad faktoriy, jtakojanciy prekeés paklausa, yra kur kas dau-
giau: tai komplektuojanciy daliy ar komponenciy kainos, vartotojo pajamos
bei ju teikiamos pirmenybés (prioritetai) ir t.t.. PavyzdZiui, vaisvandeniy
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Grafikas 1.2: Hipotetiné paklausos priklausomybé nuo kainos

paklausa priklauso nuo oro salygy, vietos ir pan. Gi norédami aprépti absoli-
udiai visus faktorius jtakojancius prekés paklausa, turétume nagrinéti modelj

q= f(p,po, Y, T;z1,29,...), (1.2)
kai
po — kity prekiy kainos;
Y — vartotojo pajamos;
T — dydis, jivertinantis vartotojo prioritetus;
x1,x2,... — kiti faktoriai, darantys jtaka paklausai.

Bet tokj modelj sunku tirti jau vien dél neapibrézto kintamuyjy skaiciaus.
Tai koks gi galimas kompromisas tarp (1.1) ir (1.2) modeliy? Labai papras-
tas. Galima isskirti tik pacius svarbiausius, arba didZiausia jtaka daran¢ius
kintamuosius, o likusius aprasyti vienu faktoriumi, sakykime, €. Dél natura-
laus neapibréztumo, € patogu interpretuoti kaip atsitiktinj faktoriy. Taigi,
vietoje (1.1) ir (1.2) galima nagrinéti, pavyzdziui, modelj:

q=1(p,po,Y,T;e) arba q=1(p,po,Y,T) +e¢; (1.3)

Jame atsiranda atsitiktinis (stochastinis) faktorius €, kuris kartu reiskia, kad
paklausa ¢ taip pat traktuojamas kaip atsitiktinis dydis, o (1.3) lygtimi
apraSome jo skirstinj (lygybé tarp atsitiktiniy dydziy suprantama kaip juy
skirstiniy lygybé).

Modeliai aprasomi lygtimis, j kurias jeina atsitiktiniai faktoriai, vadinami
stochastiniais.
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Stochastiniai modeliai, aprasantys ekonominiy reiskiniy bei pro-
cesy rysius, vadinami ekonometriniais.

Taigi modelis, aprasomas (1.1) formule, — deterministinis, o (1.3) formule, —
ekonometrinis. Klasikiniai ekonominiai modeliai, kaip taisyklé, yra deter-
ministiniai, o ekonometriniai modeliai — stochastiniai. Situacija, kai deter-
ministiniai modeliai kei¢iami stochastiniais, néra nauja. Fizikoje klasikinés
Niutono mechanikos modeliai yra deterministiniai, o kvantinés mechanikos
— stochastiniai. Pastebéjimas, kad nejmanoma, tiksliai nustatyti elementario-
sios dalelés buvimo vietos, bet galima nustatyti jos buvimo vietos tikimybinj
skirstinj, fizikoje sukélé revoliucija. Ekonometriniai modeliai apraso ne kon-
krec¢ias ekonominiy procesy ir jvairiy ekonominiy rodikliy reikSmes, bet ty
reikSmiy tikimybinius skirstinius. Taip (1.3) modeliu aprasome ne tikslias
paklausos g reikSmes, bet ty reik8miy tikimybinj skirstinj.

Be minétojo, yra ir kity argumenty stochastinio-ekonometrinio modelio
naudai. Vieni jy siejami su matavimy paklaidomis, kiti — su ekonominés
aplinkos objekty stochastiniu elgesiu. Tiksli priklausomybé Y = f(X) tarp
ekonominiy faktoriy X ir Y daznai negalima todél, kad vietoje dydzio X
(pvz., gaunamy pajamuy) stebimas Z = X +u, kai u — atsitiktiné paklaida (kai
kas nuslépé tikrasias pajamas, ne visi respondentai buvo atviri ir pan.) Be
to, dydis X pats gali buti susijes su stochastiniu ekonominiy objekty elgesiu.
Pavyzdziui, realusis banko kapitalas apraSomas tokiu tiesiniu stochastiniu
modeliu:

BK* =a+¢(BK + u;

¢la BK™ — realusis banko kapitalas, BK — balansinis kapitalas, a — dydis,
atspindintis nebalansinés veiklos kapitala, & — banko akcijy rinkos kurso ir jy
nominaliosios vertés santykis (8is dydis yra atsitiktinis), v — atsitiktiné pak-
laida. Siuo modeliu aprafomos ne tikslios banko realaus kapitalo reiksmeés,
bet ty reikdmiy tikimybinis skirstinys, kuris gaunamas nustacius bendra pak-
laidos w ir parametro £ skirstinj.

1.3 MODELIAVIMO TIKSLAI IR PRIEMONES

Kaip taisyklé ekonometrinis modelis kuriamas turint konkrety tiksla. Net
pats kurybinis procesas didzia dalimi priklauso nuo to, ar siekiama paaiskinti
duomeny generavimo mechanizma (modelivojami duomenys), ar bandoma
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padeéti politikams atsakant j klausima “kas jeigu® (pavyzdziui, kas nutiks pa-
didinus akciza; kas bus, jei vienaip ar kitaip pertvarkysime mokesciy politika
ir t.t.), ar norima prognozuoti ekonominiy rodikliy elgesj (pavyzdziui, BVP
augimo tempus, palukany norma ir t.t.), ar patikrinti ekonominés teorijos
kurj nors teiginj konkre¢iai ekonominei aplinkai (pavyzdziui, Engelo ar Fil-
ipso kreiviy geometrija Lietuvos ekonominei aplinkai ).

Bet kuriuo atveju, pradiniai zingsniai kuriant ekonometrinj modelj yra
tokie:

e nustatomi kintamieji;

e parenkama matematiné modelio forma (modelis specifikuo-
jamas);

e isaiskinamos nezinomy parametry a priori galimos reikSmes.

Vienas i§ svarbiausiy zingsniy kuriant ekonometrinj modelj yra kintamujy
parinkimas®. Juy yra jvairiy, kartais tie patys vadinami skirtingais vardais.
Paprastai ekonometriniai kintamieji skirstomi j egzogeninius ir endogeninius,
paaiskinanciuosius ir paaiskinamuosius, regresorius ir regresantus.

Endogeniniai kintamieji yra tie, kuriy reik§més nustatomos modelio pa-
galba.

Endogeninis — vidinés kilmés, sukeliamas vidiniy priezasciy. (TZ7)

Apskritai, modelis kuriamas norint paaigkinti endogeniniy kintamuyjy el-
gesj. Todél tie kintamieji dar vadinamai paaiskinamaisiais. (1.1), (1.2) ir
(1.3) modeliuose endogeninis kintamasis yra tik vienas — paklausa. Regresini-
uose modeliuose paaiskinamieji kintamieji dar vadinami regresantais.

Egzogeniniais vadinami tie modelio kintamieji, kuriy reik§mes nustato-
mos uz modelio riby.

Egzogeninis — sukeliamas iSoriniy priezasc¢iy, veiksniy, kiles i§
iSorés. (TZ2Z)

(1.3) modelyje kintamieji p,pg, T, G — egzogeniniai. Fgzogeniniais kin-
tamaisiai gali buti ir pavélinti laike endogeniniai kintamieji. Tada jie vad-
inami paaiskinanciaisiais. Regresiniuose modeliuose egzogeniniai kintamieji
dar vadinami regresoriais.

Tiek deterministiniai, tiek stochastiniai modeliai gali buti statiniai arba
dinaminiai. (1.1) lygtimi apraSomas modelis yra statinis, nes jame laikas

3Labai jdomiai 8ia problema aprago S.J.C. Granger (1999)
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nevaidina jokio vaidmens. Modelis, kuriame laikas vaidina svarby vaidmenj,
vadinams dinaminiu. Dinaminiais modeliais tiriamas ekonominiy reiskiniy
kitimas laike. PavyzdZziui, remiantis dinamine paklausos teorija, jtaka prekes
paklausai daro vartotojo pajamos ankstesniais laiko periodais (Zzymékime
Yi—1,Y:—2) bei vyriausybés vykdoma kreditavimo politika (isreiskime ja dy-
dziu Gy). Todél paklausos modelis galéty buti ir toks:

qt = f(ptvpo,ta }/taﬂa }/tflvi/l‘,an Gt) + Et- (14)

Cia indeksas t isreigkia atitinkamo dydzio reiksme laiko momentu ¢. (1.4) lyg-
timi apraSomas modelis yra dinaminis. Labai daZnai dinaminiame modelyje
egzogeniniais yra pavélinti endogeniniai kintamieji. Taip, pavyzdziui, (1.4)
modelj galima modifikuoti, kintamaji Y;_o pakeitus kintamuoju ¢;—1. Mod-
eliai, kuriuose yra pavelinti endogeniniai kintamieji, visada yra dinaminiai.
Ekonometrijoje i§ esmés nagrinéjami trijy tipy modeliai: regresiniai, si-
multaniniy lygc¢iy ir laiko eiluc¢iy. Trumpai tuos modelius apzvelgsime.

1.3.1 REGRESINIAI MODELIAI

Zodzio Jregresija”’ kilmé aigkinama §vedy mokslininky tyrimais, atliktais
siekiant nustatyti tévy ugio nuokrypio nuo vidutinio ir jy suaugusiy vaiky
ugio nuokrypio nuo vidutinio statistinj sarysj. Tyrimo metu buvo patikrinta
naturali hipotezé: auks$ty tévy sunus auks$ti, ir atvirkséiai. Kartu buvo
pastebéta regresijos tendencija — suny ugio regresija prie vidutinio, t.y. labai
auksty tévy sunus vidutiniskai yra auksti, bet jau ne tokie auksti kaip tévai
ir atvirksciai, zemy tévy sunus yra vidutiniskai Zemaugiai bet didesni nei jy
téval.

Regresiniais modeliais apragomas endogeniniy kintamyjy (paaigkinamuyjy,
regresanty), sakykime tie kintamieji yra Y1,..., Yy, elgesys egzogeniniy kin-
tamujy (paaiSkinanciyjy kintamujy arba regresoriy), tarkime, Xi,..., X,
atzvilgiu. Bendrasis regresinis modelis su adytyvia* paklaida apragomas
lygciy sistema

ij:fj(Xl,...’Xq)—i-Ej, j=1,....d. (15)

Cia fi t R" = R,j = 1,...,d yra nezinomos funkcijos, €; € R — atsitik-
tinés modelio paklaidos. Jy prigimtis, kaip jau minéta, gali buti jvairi: gali

*Analogiskai galima nagrinéti ir modelius su multiplikatyvia paklaida, Y; =
fj(Xh...,Xq)&‘j.
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atspindéti praleistus faktorius, netikslius matavimus, prigimtine kintamyjy
stochastika ir pan.
(1.5) modelj patogu uzrasyti vektoriniu budu:

Y = f(X) +e. (1.6)

Cia Y = (Y1,...,Y;)" — endogeniniy kintamyjy vektorius®, X = (Xi,...,
X,) — egzogeniniy kintamuyjy vektorius, f : R7 — R? — nezinoma funkcija,
fx) = (fi(z1,...,2q), ..., falx1,...,2q)), € = (€1,...,&¢) — modelio pak-
laidy vektorius.

Apragant modelj nustatomas ir atitinkamas duomeny generavimo mecha-
nizmas. Taiyra, jei Y, t =1,...,T, Xy, t = 1,...,T yraimtys, atitinkancios
kintamuosius Yj,j = 1,...,d ir X;,i = 1,...,p, kurie susieti (1.5) modeliu,
tai ty iméiy generavimo modelis yra

Y}‘t :fj(Xlt,...,th)—{-é?tj, j=1,....d;t=1,...,T. (17)

Cia e, t = 1,...,T55 = 1,...,d — atsitiktiniai dydZziai. Jie atspindi ne
tik bendra neapibréztuma, bet ir galimus stochastinius sarySius tarp imties
elementy. Tie sarysiai gali kilti dél jvairiy priezas¢iy. Labai daznai tai susije
su duomeny struktura, ju agregavimu, surinkimo metodu ir pan. Paprastai
(1.7) sistema uzrasoma vektoriniu budu:

Y, = f(X)+e, t=1,...,T. (1.8)

Tolesnj modelio specifikavimag apsprendZzia prielaidos funkcijai f bei mod-
elio paklaidoms €1, ...,er. Pagal funkcijos f formga skiriami parametriniai
ir neparametriniai modeliai.

Parametrinis modelis rei8kia, kad funkcija f pilnai apraSo baigtinis pa-
rametry skaic¢ius. Tai yra, f(-) = f(-;3) yra zinoma funkcija, priklausanti
nuo nezinomo parametro 3 € RP. Taigi bendrasis parametrinio vienos lygties
regresinio modelio pavidalas yra

Y = £(X;8)+e, B=(B,....5), (1.9)

kai f(-;3) — zinoma funkcija. Atskiru atveju, kai f yra tiesiné funkcija
parametry atzvilgiu, gaunamas tiesinis modelis. Pavyzdziui, §is modelis yra
tiesinis:

Y = BX +e. (1.10)

SVektorius visada reiskia vektoriy-stulpelj. Jei = yra vektorius, tai ' — transponuotas
vektorius arba vektorius-eiluté.
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Cia B = (bij,i=1,...,d;j=1,...,q) yra d X ¢ matrica. Siuo atveju iméiy
generavimo mechanizmas yra

n:BXt—FEt, t:17,T (111)
Tiesiniu taip pat vadintume modelj
Y = Blog(X) +¢, (1.12)

kai log(x) = (logzi,...,logx,)". Véliau matysime, kad tokie modeliai pa-
sitaiko gana daznai.

Jei funkcijos f parametrizuoti negalima, modelis vadinamas neparamet-
riniu®.

Modelio paklaidoms dazniausiai nagrinéjami jvairus koreliaciniai sarysiai.
Su jais susipazinsime véliau.

1.3.2 SIMULTANINIUY LYGCIY MODELIAI

Jei dauguma kity modeliy, naudojamy ekonominiy duomeny analizei,
paprastai yra adaptuoti statistikiniai modeliai, tai simultaniniy lyg¢iy mod-
eliai yra saviti. Tg savituma salygoja tai, kad nagrinéjami ekonominiai dy-
dziai nustatomi visi vienu metu per pusiausvyros salygas. Pavyzdziui, pana-
grinékime regresinj modelj, kuris apraso nupirkto prekes kiekio ir jos kainos
sarysj laiko momentu t¢:

G = a+bpt + cZy + &y (1.13)

Kokia 8io modelio ekonominé prasmé? Ar tai paklausos, ar pasiulos lygtis?
Ekonomijos teorija teigia, kad tiek paklausa, tiek kaina nusistato kartu rinkoje
ir juos reikia nagrineti kartu kaip endogeninius kintamuosius. Tokiu budu
(1.13) modelis, nagrinéjamas izoliuotai, nepakankamas norint statistikiniams
sarySiams suteikti ekonomine prasme.

Simultaniniy lyg¢iy modeliai tai sarySiai tarp ekonominiy rodikliy, ap-
rasomi lygciy sistemomis, j kurias jeina endogeniniai bei paaiSkinamieji kin-
tamieji ir modelio paklaidos.

Paprastai lygtys sudarancios simultaniniy lygéiy modelius yra trijuy tipy:
ekonomineés tapatybés, techninés (jstatyminés) lygtys ir elgsenos lygtys.

®Dar nagrinéjami taip vadinamieji pusiauparametriniai modeliai, bet tai nejeina j musy
kursa.
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o FEkonominés tapatybés. Pavyzdziui, pajamos apibréziamos kaip suvar-
toty ir sutaupytu pinigy suma; darbo uzmokescio fonda sudaro darbo
laiko ir norminio (valandinio) uzmokes¢io sandauga ir t.t.

e Techninés arba jstatyminés lygtys. Jy prigimt] apsprendzia besikei-
¢iancios technologijos arba besikei¢ianti ekonominé aplinka. Pavyzdziui,
produkcijos gamybos lygtys susieja gamybine medziagg ir galutinj pro-
dukta atsizvelgiant j technologija.

e Elgsenos lygtys. Jomis apraSoma tam tikry individy elegsena ekono-
minéje aplinkoje. Pavyzdziui, konkretaus produkto vartojimo funkcija
priklauso nuo to, kaip firmos atzvilgiu elgsis vartotojas arba koks yra
bedarbystés lygis ir pan.

Paprastai atrojo ir tre¢iojo tipy lygtys yra stochastinés, o pirmojo — ne.
Simultaniniai modeliai turi tris formas: strukturine, redukuotg ir galutine.
Bendras strukturinis simultaniniy lyg¢iy modelis yra

F(Y,X,e)=0; (1.14)
Cla
Y = (Y1,...,Yy) — endogeniniy kintamuyjy vektorius,
X = (X1,...,X,) — paaiskinané¢iyjy kintamyjy vektorius,

e = (e1,...,eq) — paklaidy vektorius, F = (Fy,...,Fy) : R*t1 —
R?* — nezinoma vektoriné funkcija.

Funkcija F aprao bendra, simultaninj’ kintamyjy elgesj sistemoje. Todél
tie modeliai ir vadinami simultaniniy lygéiy modeliais. Reikia dar karta
atkreipti démes;j j tai, kad (1.14) yra lygéiu sistema ir joje lyg¢iy butinai turi
buti tiek, kiek yra endogeniniy kintamuyjy.

Jei Y, Xyt = 1,...,T yra atitinkamai endogeniniy kintamyjy Y ir
paaiskinanciyjy kintamuyjy X, susiety (1.14) modeliu, imtys, tai jy generav-
imo mechanizmas apraSomas modeliu

F(E,Xt,éft) :O, t= 1,...,T. (115)

Tolesné specifikacija atitinka funkcijos F' parinkima bei daromas prielaidas
atsitiktiniams vektoriams e;,= 1,...,T, kurie, kaip ir regresinio modelio

TAngl. simultaneous reiskia vykstantis, egzistuojantis vienu metu.
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atveju, aprago ir galimus duomeny sarySius. Kaip regresiniai, taip ir si-
multaniniy lygciy modeliai yra parametriniai ir neparametriniai. Prielaidos
paklaidoms &;,t = 1,...,T taip pat yra analogiskos.

Jei funkcija F' yra tiesiné parametry atzvilgiu, tai gaunamas simultaniniy
lygciy tiesinis modelis. Pavyzdziui,

FE+BXt:€t, tzl,,T (116)

Cia, T = (751) yra endogeniniy kintamuyjy koeficienty neissigimusi d x d
matrica, o B = (b;j) — egzogeniniy (arba pavélinty endogeniniy) kintamuyjy
d X q matrica.

Redukuota modelio forma gaunama issprendus (1.15) lygti endogeniniy
kintamujy atzvilgiu. Jei modelis yra dinaminis, tai jos sprendinys endogeniniy
kintamyjy atzvilgiu yra galutiné modelio forma. Abi minétos simultaniniy
lygéiy formos naudingos vertinant parametrus, skai¢iuojant jvairius ekono-
minius rodiklius ir pan.

Simultaniniy lygéiy modeliai daugiausia naudojami makroekonomikos
poreikiams, todél daznai dar vadinami makroekonometriniais. IS esmés visi
makroekonometriniai modeliai turi panasius bazinius elementus: nacionaliniy
pajamy apibrézima (arba keleta apibrézimy); vartojimo funkcija (arba grupe
tokiy funkcijy); investicijy funkcija (arba grupe tokiy funkcijy):

Y=C+I1+G
C=C(,...,u),
I=1(Y,...,0).

Kuo daugiau makroekonomikos aspekty atspindi modelis, tuo daugiau jame
lygéiy bei kintamyjy. Pirmieji pokariniai (vadinamieji JAV tarpukario eko-
nomikos (1921-1941 mety) Kleino modeliai) turéjo tris stochastines ir tris
nestochastines lygtis, kuriose buvo 8edi endogeniniai ir keturi egzogeniniai
kintamieji. Didele jtaks ekonometrijai turéjo Kleino-Goldbergerio JAV eko-
nomikos, apimancios 1921-1941 ir 1946-1952 metus, modelis, kuriame buvo
15 stochastiniy ir 5 nestochastinés lygtys su 20 endogeniniy ir 14 egzogeniniy
kintamuyjy. Prie rekordiniy (kintamuyjy skaiciaus atzvilgiu) priskiriamas 1960
mety JAV ekonomikos modelis, kuriame buvo 176 endogeniniai ir 89 egzo-
geniniai kintamieji. Aigku, §iuo modeliu noréta taip pat pademonstruoti
iSaugusj tuo laikotarpiu modeliy kurimo meng.Yra ir dar didesniy modeliy,
pavyzdziui, 1972 mety industrijos modelj sudaré 346 endogeniniai ir 90 egzo-
geniniy kintamuyjy.



20 1 SKYRIUS. EKONOMETRIJOS PRINCIPAI

1.3.3 LAIKO EILUCIY MODELIAI

Regresiniai ar simultaniniy lygc¢iy modeliai susieja tiriamus egzogeninius
kintamuosius su paaiSkinamaisiais dydziais. Zinant paaiskinamyjy dydziy
elgesi, galima prognozuoti ir tiriamyjy dydziy reik§mes. Visai kita ideologija
remiasi laiko eiluciy modeliai.

Laiko eilute vadinama kokio nors dydzio, tarkime, y stebéjimy laike seka
y(1),y(2),...,y(T). Stochastiniy laiko eilu¢iy modeliai remiasi prielaida, kad
tie stebéjimai yra generuoti stochastinio proceso® (Y (¢),t € T). Cia T yra
laika atitinkanti parametry aibé, ir tai gali buti, pavyzdziui, Z, N ar pan.

Laiko eilutés labai naudingos trumpalaikiam prognozavimui. Vietoje
modelio, suriSsandio tiriamo ekonominio kintamojo reik§mes su paaiSkina-
maisiais dydZiais, vienamagdiai laiko eilu¢iy modeliai susieja tiriamo dydZzio
reiksme dabartiniu laiko momentu su jo reikSmémis ankstesniais laiko mo-
mentais ir triuk§mo dabartine bei ankstesnémis reik§mémis. Prie tokiy mo-
deliy priskiriami, pavyzdziui, autoregresiniai, slenkancio vidurkio, autore-
gresiniai integruoti slenkancio vidurkio modeliai ir t.t.

Pavyzdziui, sakoma, kad laiko eiluté (y(1),...,y(T")) aprasoma ARMA (p,
q) modeliu, jei

y(t) = ory(t = 1) + -+ py(t —p) +&¢ — b1et—1 — -+ - — Oy,

kai (e¢,t € Z) ( vadinamasis baltasis triuksmas) yra nepriklausomi standar-
tiniai normaliniai atsitiktiniai dydZiai.

1.4 EKONOMINIAI DUOMENYS

Paprastai ekonometriné analizé naudoja neeksperimentinius duomenis.
Jie buna jvairiy tipy ir gali aprasyti tiek kiekybinius, tiek kokybinius ekono-
minius rodiklius. Kiekybinai rodikliai isreiskiami skaiciais.

Laiko eilutés (chronologiniai arba laiko aplinkybés) duomenys apraso
konkrety kintamajj skirtingais laiko momentais. Laiko intervalai ekonomikoje
dazniausiai buna metai, ketvir¢iai, ménesiai. Zemo, vidutinio ir auksto daz-
numo laiko eilutés skiriasi laiko intervalo ilgiu. Zemo daznumo duomenis

8Stochastiniu procesu vadinamas atsitiktiniy dydziy, apibrézty vienoje tikimybinéje
erdveje, rinkinys.
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atitinka ilgi laiko intervalai — metai, ketvir¢iai. Vidutinio daznumo — ménuo,
savaité, diena. O auksto daznumo — valandos, minutés. Aisku, kuo duomeny
daznumas didesnis, tuo didesni jy masyvai, tuo sudétingesni jy apdorojimo
metodai.

Vietos aplinkybés duomenys apraso konkrety kintamajj fiksuotu laiko
momentu, bet skirtingoms vietovéms ar skirtingoms rusims. Vietovés gali
buti miestai, Salys, rajonai, regionai ir t.t., o rusys priklauso nuo duomeny
tipo. Pavyzdziui, tiriant iSlaidas vartojimui, galima iSskirti maisto produk-
tus, aptarnavimo sfera ir pan.

Kartais §iy dviejy tipy duomenys yra sumaigyti (vadinamieji misrus duo-
menys) arba paneliniai. Vietos aplinkybés laiko eiluté apraSys kintamajj
tiek skirtingoms vietovéms, tiek ir skirtingais laiko momentais. Pavyzdziui,
vienam Salies gyventojui tenkanti nacionaliniy pajamu dalis rinkos kainomis
1969-1972 mety laikotarpiu.

Reikia pastebéti, kad to paties modelio parametry jvertinimai gali skir-
tis naudojant skirtingo tipo duomenis. Pavyzdziui, Zinoma, kad jvertintas
pajamy elastingumas paklausai naudojant vietos aplinkybés duomenis yra
didesnis nei jvertinimas, gautas naudojant laiko eilutes.

Kur gauti duomeny? Tam naudojami biuleteniai, knygos, laikmenos,
internetas.

Duomenys dar yra: inzineriniai (duomenys apie techninius reikalavimus),
istatyminiai (pavyzdziui, aprasantys muity politika) bei duomenys, sukurti
ekonometristo (fiktyvus). Pastarieji daznai gaunami apraant kokybinius
ekonominius rodiklius.

Yra keletas problemy, susijusiy su duomenimis, j kurias ekonometristas
visada privalo atsizvelgti. Pirmoji — laisvés laipsniy problema. Gali atsi-
tikti taip, kad surinkti duomenys neturés pakankamai informacijos, kurios
pakakty modelio jvertinimui. Si problema atsiranda todél, kad ekonominiai
duomenys néra eksperimentiniai. Tokiais atvejais daznai padeda modelio su-
paprastinimas (maziau paaiSkinamyjy kintamyjy, paprastesné forma ir t.t.).

Nemazai problemy tiek vertinant modelj, tiek ji taikant kelia taip vadi-
namasis dydziy agregavimas.

e Individualiy dydZiy agregavimas. PavyzdZiui, visuminés pajamos yra
individualiy pajamy suma; bendros gamybos apimtys yra atskiry apim-
¢iy suma ir t.t.

e Prekiy agregavimas. Galima apjungti ivairias plataus vartojimo prekes
(naudojant indeksavima) arba prekiy grupes pagal kaing. Pavyzdziui,
vertinant maisto prekiy paklausos priklausomybe nuo bendryjy pajamuy,
prekiy kainy ir kity prekiy kainy, visi dydziai yra agreguoti.
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o Agregavimas laike. Stebimi duomenys daznai atitinka kita laikotarpj
nei tiriamasis periodas. Pvz., daugelio vartojimo prekiy gamintojy
produkcija sukomplektuojama per trumpesnj nei metai perioda. Todél
naudojant dar ir metinius duomenis gali atsirasti paklaidos.

e Erdvinis agregavimas. PavyzdZiui, miesto, 8aliy gyventojai; produkcija
regionais, Salimis ir t.t.

Bet koks duomeny suvidurkinimas gali duoti paklaidas, kurias labai svarbu
mokéti jvertinti ir tirti. Tam butina iSsiaiskinti agregavimo pobudzius, gal-
imus poveikius ir ieskoti budy, kaip i§vengti kylanc¢iy problemy.

Multikolinearumo problemos. Tam tikras multikolinearumo lygis i§ anks-
to uZprogramuotas tarp ekonominiy kintamuyjuy. PavyzdZiui, pajamos, darbo
vietos, vartojimas, investicijos, eksportas, importas ir pan. yra priklausomi
dydZziai. Kainos ir darbo uZmokestis turi tendencija didéti kartu. Todél
itraukus j kintamuyjy saras$a abu Siuos kintamuosius neisvengsime kolinearumo
problemos.

Serijinés koreliacijos problemos atsiranda naudojant laiko eilutes. Jos
dazniausiai atsiranda todél, kad ekonominiy sistemy pasikeitimai laike vyk-
sta labai létai.

Matavimo paklaidos. Duomenys gaunami netiksliai atlikus matavimus.
Atsiranda matavimy paklaidos ir tai i§ esmés kei¢ia modelio interpretavima.

Strukturiniai pasikeitimai. Duomenys gali buti surinkti iki ir po akivaiz-
daus strukturinio pasikeitimo. Pavyzdziui, iki karo ir po karo. Labai svarbu
mokéti atskirti strukturinius pasikeitimus.

Labai daznai duomenis, prie§ jais naudojantis, reikia apdoroti. Interpo-
liacija, ekstrapoliacija naudojama norint papildyti imtis, kai yra praleisty
stebéjimy arba jei prognozuojame.

Duomeny suglodinimas naudojamas siekiant pasalinti trendus, sezonigku-
mus ir pan. Paprastai bet kuria laiko eilute z; galime i§skaidyti j keturias
pagrindines komponentes: trenda T (apraSo ilgalaike tendencija), cikla C
(apraSo sinusinj pasikeitima), sezoniSkumg S (apraso cikliska pasikeitima
per vieng laiko perioda, paprastai metus), I — nereguliaria komponente;

x=T-C-5-1.

Pavyzdziui, jei trendas T; = e, o cikliskumas — C; = cos(0t + ¢), tai laiko
eilutéje
R xte—at

~ cos(6t + ¢)
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tiek trendas, tiek cikliSkumas yra pasalinti. Kitas galimas budas — nagrinéti
logaritmy eilute:

ye = f(t) + ug;
¢ia f(t) apraSo reguliariag duomeny dalj (logT; + log Cy + log Sy,) o wy —
stochastine (u; = log I;.)



2 SKYRIUS. PAPRASCIAUSIAS TIESINIS
REGRESINIS MODELIS

2.1 EKONOMINIS UZDAVINYS

Norédami iSsiaiskinti pagrindinius regresinio modelio principus, nagriné-
sime paprasta, bet labai svarby ekonominj uzdavinj.

Tarkime, reikia iSsiaiskinti sarysj tarp namy ukio pajamuy ir islaidy mais-
tui. Pavadinkime tai ,pajamy-islaidy maistui (PIM)” uzdaviniu. Tyrimo
tikslas — atsakyti j tokius svarbius klausimus kaip, pavyzdZiui, Sie:

e Kiek vidutiniskai padidéty iglaidos maistui, jei pajamos padidéty, tar-
kime, 100 Lt/mén.?

e Ar gali vidutinés islaidos maistui sumazeti didéjant pajamoms?

e Kokias vidutines islaidas maistui galétume prognozuoti namy ukiams,
kuriy ménesio pajamos siekia 800 Lt/mén.?

Atsakymai ] Siuos ir panagius klausimus suteikty reik§mingos informacijos
tiems, kurie priima sprendimus uzsakant maisto produktus prekybos tinklu-
ose, planuojant prekybos tagky isdéstyma kuriame nors mikrorajone ir pan.

Uzdaviniui spresti pirmiausia turime sudaryti ekonominj-matematinj mo-
delj. Tiriant dviejy ar daugiau dydziy tarpusavio priklausomybe nekyla jokiy
problemy pasirenkant kintamuosius. DaZniausiai jie yra savaime aiskus. Taip
pat ir “pajamy-i§laidy maistui uzdavinyje”. Endogeninis kintamasis (regre-
santas, paaiSkinamasis kintamasis) — namy ukio islaidos maistui. Pazymeéki-
me jj Y. Egzogeninis kintamasis (regresorius, paaigkinantysis kintamasis) —
namy ukio pajamos X. Taigi norime nustatyti ry§j tarp kintamyjy Y ir X.
Pirmiausia paziurékime, kg siuo klausimu sako ekonomikos teorija. Daugelis
ekonominiy vadovéliy rekomenduoja tiesin] saryS$i tarp pajamuy ir vidutiniy
islaidy maistui. PasiaiSkinkime, kg Siame kontekste reiskia vidutinés islai-
dos. Norédami susigaudyti situacijoje tarkime, kad mus domina tik tie namy
ukiai, kuriy pajamos yra 700 Lt./mén., arba 9 400 Lt. per metus. Atsitikti-
nai atrinke tokius namy ukius, kiekvieno i§ jy turime paklausti: ,Kiek jusy
namy ukis isleidZia maistui j‘ Apklause visus atrinktus namy ukius (tarkime,
ju atrinkome n), gausime imtj yi,...,y,. Tai bus dydzio Y reikdmés, kai
X =700. Akivaizdu, kad dydis Y yra atsitiktinis. Kol neuzdavéme klausimo
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ir neiSgirdome atsakymo, tol nezinome jo reiksmeés. Ka galime daryti su im-
timi y1,...,yn? Galime suskai¢iuoti vidutine reikime 7 = n~*(y1 +- - +yn).
Ka ji reiskia? Nesunku suprasti, kad taip gausime salygine vidutine iSlaidy
maistui reikSme su salyga, kad X = 700. Tai teorinio salyginio vidurkio,
kurj teorijoje priimta Zyméti py 700 = E(Y[X = 700), statistinis jvertinimas
Hy/|700- Galime nusipaiSyti histograma ir tai bus salyginé histograma su sa-
lyga, kad X = 700. Galime suskai¢iuoti statistine dispersija arba statistinj
kvadratinj nuokrypi. Bet kuri suskaic¢iuota statistine charakteristika bus sa-
lyginé su salyga, kad X = 700.

Toliau tarkime, kad tiriame tik tuos namy ukius, kuriy pajamos siekia
800 Lt. per ménesj. Analogiskai elgdamiesi surasime salyginio vidurkio
pyiso0 = E(Y|X = 800) statistinj jvertj 1y g ir t.t. Apibendring tuos sam-
protavimus matome, kad bendru atveju galime kalbéti apie salyginj vidurkj
pyle = E(Y|X = z) - vidutines i8laidas maistui, kai fiksuotos pajamos X =
x. Ekonomikos teorija kaip tik rekomenduoja pabandyti tiesine vidutiniy
iSlaidy maistui, kai fiksuotos pajamos, priklausomybe nuo pajamy. Musy
Zymeéjimais

E(Y|X =z) = (1 + fox. (2.1)

Taciau visada reikia prisiminti, kad tai tik rekomendacija. Tais atvejais, kai
turimi duomenys blogai atspindi §ig prielaida, reikia ieskoti kitokiu funkciniy
priklausomybiy. DaZnai tai galima nesunkiai pastebéti atvaizdavus duome-
nis. Nors duomeny vizualizavimas labai svarbus etapas parenkant modelj,
tac¢iau labai piktnaudziauti tuo negalima. Negalima ieSkoti modelio tik
turimiems duomenims.

(2.1) modelis patrauklus pirmiausia tuo, kad jame yra tik du nezinomi
isreikStiniai parametrai. (31 vadinamas laisvuoju nariu (,jintercept”) ir aprago
vidutines iglaidas maistui ty namy ukiy, kuriy ménesio pajamos yra nulinés
(x = 0) (apie ta parametra dar bus kalbama). Parametras (2 vadina-
mas marginaliniu polinkiu isleisti maistui ir apra$o vidutiniy iSlaidy maistui
pasikeitimag pajamoms pakitus vienu litu:

AEY|X =z) dE(Y|X =x)
B2 = = .
Ax dx
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E(Y|X = z)

B1 + Bax

Grafikas 2.1: Tiesiné vidutiniy iglaidy priklausomybé nuo pajamy

2.2 EKONOMETRINIS MODELIS

Priminsime, kad F(Y|X) yra atsitiktinis dydis, salyginis atsitiktinio dy-
dzio Y vidurkis dydzio X atzvilgiu. Klasikiné regresijos teorija remiasi
tuo, kad bet kurj atsitiktin} dydj Y (kurio dispersija yra baigtiné¢) galima
iSskaidyti

Y = B(Y|X) +e. (2.2)
Cia ¢ yra toks atsitiktinis dydis, kad EFe = 0 ir FeX = 0. Paaiskinsime
tiksliau. Jei Y yra atsitiktinis dydis su baigtine dispersija 0> = EY?—(EY)?,
tai Y = B(Y|X) + (Y — B(Y|X)) = E(Y|X) + ¢. Atsitiktinis dydis ¢ =
Y — E(Y|X) yra ortogonalus X ta prasme, kad FeX = 0, nes FeX =
E(Y —E(Y|X))X = EYX — EXE(Y|X) = EYX — EXY = 0. (2.1) sarys
galime perrasSyti taip:
E(Y|X) =01+ (2X. (2.3)

Taip specifikave tiesine vidutiniy iSlaidy maistui priklausomybe nuo pajamuy
ir atsizvelge i (2.2) sudarome regresinj modelj:

Y =B+ foX +e. (2.4)

Tai ir yra paprasciausias tiesinis regresinis modelis. Paprasciausias todél,
kad Siame modelyje yra tik vienas regresantas X. Tafiau tuo ekonometrinio
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modelio kurimas dar nesibaigia. Toliau reikés jvertinti parametrus. Tam
reikalingi duomenys. Kaip surenkami duomenys, ¢ia nediskutuosime. Tam
bus skirtos atskiros paskaitos. Cia gi tarkime, kad imtis (Y, X3),t=1,...,T
gauta stebint pora (Y, X). Grubiai §nekant, kazkokiu budu atrinkti namy
ukiai, kuriems buvo uzduodami du klausimai.

e Kiek jusy namy ukis isleidzia maistui per ménesj?
e Kokios yra jusy namy ukio ménesio pajamos?

Pirmojo namy ukio atsakymai yra (Y1, X1), antrojo — (Y2, X2) ir t.t.

Kitu zingsniu reikia aprasyti duomeny generavimo mechanizma. Tar-
dami, kad islaidy maistui ir pajamy sary8is yra aprasomas (2.4) formule,
kartu teigiame, kad atitinkamas imties generavimo modelis yra

Y, =01+ P2 Xy + ¢, suvisais t=1,...,T. (2.5)

Cia e1,...,ep yra atsitiktiniai dydziai. Jie atspindi duomenyse slypincius
neapibréztumus, surinkimo metodika ir pan. Kaip jau minéta, jie dar vadi-
nami modelio triukSmu, inovacijomis, paklaidomis. Kitaip tariant, kiekvieng
imties Y1,...,Yr narj traktuojame kaip atsitiktinj dydj. Tolesne modelio
specifikacija apsprendzia prielaidos, daromos paklaidoms (g¢). Tradicigkai,
jos yra tokios.

e Nuliniy vidurkiy prielaida. Ji reiskia, kad

Eey == Bep = 0. (2.6)

(2.5) modelio atveju §i prielaida ekvivalenti
E(Y{|X}) = 1+ P Xy suvisais t=1,...,T.

O tai atitinka salyginio vidurkio specifikavima.
Prielaida apie triukSmo nulinj vidurkj néra esminé. Jei tarsime, kad
FEey = a su visais t, tai

Y, = Bi+50Xi+e+(a—a)=(a+ 1)+ GXi+ (et —a)
= B+ X +¢

ir Ee}, = E(e; — a) = 0. Tadiau ekonominé prasmé atliekant tokia transfor-
macija aikiai keiciasi. Mat, jei paklaidomis apraSome praleista informacija,
tai paklaidy vidurkis apibudina vidutinj praleistos informacijos kiekj. Todél
nenulinj vidurkj butinai reikia jvertinti.
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e Homoskedastiskumo prielaida. Atsitiktiniai dydziai €1,€9,...,ep turi
nulinj vidurkj Fe; = 0 ir pastovia dispersija

o =var(e;) = Be? suvisais t=1,2,...,T. (2.7)
Egzogeninio kintamojo terminais tai reigkia, kad

var(Yi| X;) = B(Y; — BE(Y;|Xy))?|X; = 0% suvisais t=1,...,T.

Dispersija, kaip Zinia, charakterizuoja atsitiktinio dydzio reikSmiy igsi-
barstyma apie vidurkj. Nagrinéjamame pavyzdyje, var(Y|X = 480) rodo,
kaip gali skirtis i§laidos maistui nuo vidutiniy islaidy maistui ty namy ukiy,
kuriy pajamos yra 480 Lt. Jei tas iSsibarstymas visai nepriklauso nuo pajamuy,
tai ir yra homoskedastinis atvejis.

Jei dispersija 0 = Ee<? priklauso nuo t ir 07 # o2 kuriems nors t # s,
tai sakome, kad modelis yra heteroskedastinis. Juos smulkiau nagrinésime
penktame skyriuje.

e Nekoreliuoty paklaidy prielaida. Tariame, kad a.d. eq,...,ep turi
nulinius vidurkius ir yra nekoreliuoti, t.y.

Ecies =0, kai t#s. (2.8)

Tai taip pat reiskia, kad duomeny surinkimo mechanizmas duoda neko-
relivotus duomenis:
cor(Y,Ys) =0, kai t+# s.

Vienas i§ svarbiausiy argumenty, kodél ekonometrinis modelis yra i§ esmés
stochastinis yra duomeny surinkimo stochastiskumas (i§ baigtinés populiaci-
jos atsitiktinai parenkami respondentai). Todél darant koreliacines prielaidas
paklaidoms butina turéti omeny duomeny surinkimo mechanizma.

Labai daznai tariama, kad modelio paklaidos yra Gausinés.

e Gausinio triukS$mo prielaida. Atsitiktiniai dydziai e1,é9,...,e7 yra
nepriklausomi ir

et ~ N(0,0%) su kiekvienu t=1,...,T. (2.9)

Siuo atveju duomenys turi salyginj Gausinj skirstinj, t.y.

P(Y; < z|X;) = P(N(1 + f2Xy,0°) < z), z€R
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2.3 PARAMETRU [VERTINIMAS

Sudarius ekonometrinj modelj reikia jvertinti jo parametrus. Tam nau-
dojame turimus duomenis. Pajamy-islaidy maistui modeliui turime surinke
giuos duomenis.

Stebinio | Islaidos | Pajamos || Stebinio | [8laidos | Pajamos
Nr. maistui | per sav. Nr. maistui | per sav.
t Y, Xy t Y: Xy
1 52.25 258.30 21 98.14 719.80
2 58.32 343.10 22 123.94 | 720.00
3 81.79 425.00 23 126.31 722.30
4 119.90 467.50 24 146.47 | 722.30
5 125.80 | 482.90 25 115.98 | 734.40
6 100.46 | 487.70 26 207.23 | 742.50
7 121.51 | 496.50 27 119.80 | 747.70
8 100/08 | 519.40 28 151.33 | 763.30
9 127.75 | 543.30 29 169.51 | 810.20
10 104.94 | 548.70 30 108.03 | 818.50
11 107.48 | 564.60 31 168.90 | 825.60
12 98.48 588.30 32 227.11 | 833.30
13 181.21 | 591.30 33 84.94 834.00
14 122.23 | 607.30 34 98.70 918.10
15 129.57 611.20 35 141.06 | 918.10
16 92.84 631.00 36 215.40 | 929.60
17 117.92 | 659.60 37 112.89 | 951.70
18 82.13 664.00 38 166.25 | 1014.00
19 182.28 704.20 39 115.43 | 1141.30
20 139.13 | 704.80 40 269.03 | 1154.60

Pajamy islaidy maistui duomenys

Pirmiausia duomenis patartina atvaizduotus grafiskai (zr. 2.2 grafika).

I8 grafiko matome, kad duomenys i§ esmés nepriestarauja tiesiniam mode-
liui. Taigi, dar karta konkretizuokime modelj. Tarkime, imties (Y, X;),t =
1,...,T generavimo mechanizmas yra $is:

1. Yy =01+ Bo Xy + &y
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Grafikas 2.2: pajamu - i§laidy maistui duomenys

2. FEe; = 0 (arba, ekvivalentiskai, FY; = (1 + (2 X¢).

3. var(e) = 02 = var(V;| Xy).

4. cov(ey,es) = cov(Yy, Ys) =0, jei s # t.

5. Xt # ¢ su kiekvienu t.

Yra daugybé budy, kaip jvertinti isreikstinius modelio parametrus (PTM

modelyje koeficientus f; ir f2).

2.3.1 KOVARIACIJY PRINCIPAS

Tiesiniame regresiniame modelyje abi puses padaugine i§ X; turime atsi-
tiktiniy dydziy lygybe

YiXy = 51Xy + 5o X7 + e Xy
su kiekvienu ¢t = 1,...,T. Suskaiiave abiejy pusiy vidurkius randame

EX,Y, = BiEX, + }EX? + EXey.
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Kadangi EXiex = 0 su kiekvienu ¢t ir EX; = EX, EXyY; = EXY bei
EX? = EX?, sudarome sistema

EY =1 + o EX
EYX = 31EX + 3,EX?.

Issprende Sig sistemsa randame

EXY — EXEY EXY — EXEY
- = EY —EX :
b2 = pxaz (EX)2 hi EX?— (EX)?

Parametry jvercius gauname j $ias israiskas jstate atitinkamy dydziy statis-
tikinius jver¢ius. Kaip Zinome, atsitiktinio dyzio vidurkio m(X) = EX
statistikinis jvertinimas yra aritmetinis vidurkis

T
. - 1
mX)=X = TZXk.
k=1
Taigi, vidurkius EX ir EY jvertiname atitinkamai X ir Y; vidurkj EXY —

dydziu

o vidurki EX? — dydziu

~ XY -X.Y

ey 2.10

b=y (2.10)

~ - _XY-X-'Y

=Y - X2 (2.11)
X2 — (X)2

2.3.2 MAZIAUSIU KVADRATU PRINCIPAS

Nagrinékime bet kurig tiese y = a + bz. Taskuose X tos tiesés reik§més
yra a + bXy, o jy nuokrypis nuo atitinkamy endogeninio kintamojo reik§miy
yra [Y; — (a +0Xy)|.
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Grafikas 2.3: Maziausiy kvadraty principo paaiSkinimas

Maziausiy kvadraty principo esmé — parinkti tiese a + bx taip, kad gau-
namy nuokrypiy kvadraty suma buty maziausia. Taigi, parametry 31, 02
ivertinimas yra

T
(Br, ) = a?“grgcin Z(Yt — (a+bXy))2
@, t=1

Funkcijos
T
fla,b) = (Vi — (a +bXy))?
t=1

minimumo tagks surasti nesunku. Taip gaunamai parametry [y ir (y jver-
tinimai, kurie paprasciausio tiesinio regresinio modelio atveju sutampa su
gautais kovariacijy metodu:

~ Y-X-Y
/62 e — (212)
X2 — (X)?
~ - XY-X.Y
X2 — (X)2
Is formuliy matyti, kam reikéjo prielaidos, jog regresoriaus reikSmés ne-
gali buti vienodos (X; # ¢ su visais t = 1,...,T.). Jei X; = ¢ su visais
t=1,...,T, tai X2 — (X)?, irapskai¢iuotieji parametry jvertinimai netenka

prasmes.
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I gautas (2.12) ir (2.13) igraiskas jstate konkrecias imties reik§mes gausime
parametry (o ir 8 iver¢ius. O formulés aprago ty parametry jvertinimus ir
aiSku, nepriklauso nuo konkrecios imties reikSmeés. Tai labai svarbu. Taigi,
tiek (1, tiek [ aprasyti atitinkamai (2.12) ir (2.13) formulémis yra atsitik-
tiniai dydziai. Juy reikSmeés néra zinomos, kol nesurinkti duomenys arba kol
neturime konkrecios imties realizacijos.

Naudodami lentelés duomenis, pajamuy-islaidy maistui uzdavinyje suran-
dame parametry (1 ir (B2 jvercius:

~ 40-3834936.497 — 27920 - 5212.520

_ = 0.1283

2 40 - 21020623.02 — (27920)2 ’

B, = 40.7676.
Y
[ )
200 *
[ ]
150 °
Y =408+ 0.13X

100 ¢
50 °

T T T T T T T T T T
200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 X

Grafikas 2.4: Ivertintas iSlaidy pajamy modelis

Dar karta pabrésime, kad jvertinimas yra formulé, kuria pasinaudoje gal-
ime suskaiciuoti konkrecius jverc¢ius. Jvertis — konkreti parametro reikSmeé,
gauta j jvertinima jstacius reikSmes, suskaiciuotas naudojant duotaja imtj.

2.3.3 ]VERCIU INTERPRETACIJA

Kai parametry jverciai surasti, juos galime interpretuoti sprendziamo
ekonominio uzdavinio kontekste. Reiksmé (B = 0.1283 yra parametro (o
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ivertis ir parodo, kiek padidéja savaitinés islaidos maistui, kai pajamos pa-
didéja vienu litu. Vadinasi, jei pajamos padidés 100 Lt per savaite, tai
vidutinigkai iSlaidos maistui padidés 12.83 Lt. Supermarkety vadybininkas,
gaves informacijg apie galima pajamy padidéjima 100 Lt gali tikétis parduoti
uz 12.83 Lt daugiau maisto prekiy. Tai labai svarbi informacija ilgalaikiam
planavimui.

Skaicius 31 = 40.7676 yra parametro (1 jvertis. Jis reikia, grieztai
kalbant, kiek vidutinigkai iSleidZia maistui namy ukis, kurio pajamos yra
nulinés. Daugelyje ekonominiy modeliy reikia buti labai atsargiems interpre-
tuojant laisvojo nario reik8me. Svarbiausia problema yra ta, kad dazniausiai
néra pakankamai duomeny arti nulinés reik§més. Butent taip yra uzdavinyje
apie pajamas ir iSlaidas maistui. Jei neturime pakankamai stebéjimy arti
nulinés reikSmeés, tai ir jvertinimas gali buti nepakankamai tikslus, tai yra,
gali blogai atspindéti tiriamo regiono padeétj. Nors nagrinéjamame pajamuy-
iglaidy maistui pavyzdyje jvertintas modelis ir sako kad namy ukiai su nuli-
némis pajamomis vidutinigkai maistui iSleidzia 40.7676 Lt per savaite, buty
labai rizikinga tai suprasti paraidziui.

Priminsime, kad ekonominio dydZio y elastingumas kito ekonominio dy-
dzio x atzvilgiu yra

__y procentinis pasikeitimas dy =z

— x) = Tdr v
n = 1(ylz) x procentinis pasikeitimas dxr vy

Vidutiniy iSlaidy maistui elastingumas pajamy atzvilgiu yra

) dE(Y) X

dX E(Y)
Jei tariame, kad islaidy maistui priklausomybé nuo pajamy aprasSoma tiesiniu

modeliu, tai
X

E(Y)

Norédami jvertinti vidutinj elastinguma E7 , parametra [z galime pakeisti
jo iver¢iu B2, o EX ir EY pakeisti atitinkamai X ir Y. Taigi, vidutiniy

n =3

i8laidy maistui elastingumo pajamoms jvertinimas yra

B2

=)
I
=l

Nagrinéjamame uzdavinyje randame

7 = 0.687.
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Sis elastingumo jvertis rodo, kad savaitinéms namy ukiy pajamoms pakitus
1%, vidutinés islaidos maistui padidés apytikriai 0.7%. Kai elastingumas yra
mazesnis uz viena, islaidos maistui klasifikuojamos kaip butinos, o ne kaip
prabangos dalykas.

Pagaliau, turédami jvertintg modelj, galime daryti tam tikras prognozes.
Tarkime, mus domina iglaidos maistui ty namy ukiy, kuriy pajamos yra
750 Lt per savaite. Tiesiniu modeliu tokia prognoze galime gauti istate
x = 750 j jvertinta modelj. Gausime

Y = 40.7676 + 0.1283(750) = 136.95.

Taigi prognozé tokia: namy ukiai, kuriy pajamos yra 750 Lt per savaite,
maistui vidutiniskai i8leidZzia 136.98 Lt per savaite.

2.3.4 PAKLAIDOS DISPERSIJOS JVERTINIMAS

Vienas svarbiausiy papras¢iausios tiesinés regresijos parametry yra pa-
klaidy dispersija o?. Paprastai §is parametras yra nezinomas. Todél ir ji
reikia jvertinti. Jei EFep = 0, tai

o = Eej.

Prisimine, kad vidurkio jvertinimui dazniausiai naudojamas imties empiri-
nis vidurkis, galétume manyti, kad o2 galima vertinti aritmetiniu vidurkiu
T—13" €%, Taciau i§ to jveréio nebuty naudos, nes imties (gj) neturime (dy-
dziai e nestebimi!). Bet turime tos imties jvertinima — regresijos liekanas,
kurios yra L

k=Y — U =ur — 1 — Xy, k=1,...,T.

Todél atrodo labai logiska nezinoma dispersija jvertinti dydziu 7! Z?ﬁ
Bet taip gautume paslinkta jvertinima. Laimei, ta defekty nesunku istaisyti,

imant 1
82 ~2

:T—2 Et'
t

Skaicius 2, kuris figuruoja vardiklyje, atspindi iSreik§tiniy modelio parametry
skai¢iy, kuris paprasciausios tiesinés regresijos atveju yra 2.
PIM modeliui suskaic¢iuojame

_,  54311.3315
g = -———--

= 1429.2456.
38



36 2 SKYRIUS. PAPRASCIAUSIAS TIESINIS REGRESINIS MODELIS

2.4 MAZIAUSIU KVADRATU IVERTINIMU SAVYBES

Tarkime, turime imtj (Y, Xy),t = 1,...,T, atitinkan¢ig dydzius (Y, X).
Nagrinésime klasikinj tiesinj regresinj modelj (KTM), kuris apragomas Siomis
prielaidomis:

Al. }/t:bl—f—bQXt—f-é‘t, t= 1,...,T;

A2. EEt:O, t = 1,...,T;

A3. var(e)) =02 >0, t=1,...,T;

Ad. cov(et,es) =0, jeit #s,t,s=1,...,T;

Ab. stebéjimai Xy yra deterministiniai, ir X; # const, t=1,...,T.
Jei, be igvardinty (A1) — (A5) salygy, dar teisinga

A6. g ~ N(0,0%),t=1,...,T,
tai sakysime, kad imtis (Y, X;) tenkina klasikinj tiesinj gausinj (KTG) mo-
delj. Parametry jvertinimai, gauti tiek kovariacijy metodu, tiek maziausiy

kvadraty metodu yra:

-X-Y

~ XY

P2 = X (X2 (2.14)
~ o XY-X.Y

pr=Y —Xiﬁ_ X7 (2.15)

Ivertinimai yra atsitiktiniai dydziai. Konkrecios jy reikSmeés priklauso nuo
konkre¢ios imties realizacijos. Svarbu nustatyti bendras ty jvertinimy sa-
vybes, nepriklausanc¢ias nuo konkre¢ios imties. Taigi nagrinédami gautus
jvertinimus kaip atsitiktinius dydzius, turime atsakyti j tokius klausimus:

e Kokios yra jvertinimy papraséiausios charakteristikos: vidurkiai, dis-
persijos, kovariacijos ir pan.?

e Kaip palyginti kovariacijy metodu gautus jvertinimus su jvertinimais
gaunamais kitais metodais?

Siame skyrelyje ir bandysime pirmiausia atsakyti i Siuos klausimus.
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2.4.1 VIDURKINES SAVYBES

Parametro (2 jvertinima patogu isreiksti tiesine forma

T
By=Pa+ > wey, (2.16)
t=1
kai o
Xy — X
wt:t—ig, t:17...,T.
2i(Xi = X)

Norédami iSvesti &g formule, pirmiausia jsitikiname, kad

5 _ T -0 -T)

B = =

2 (X = X)?

Tai visai nesunku patikrinti. Pastebéje, kad, sumuodami dydziy nuokrypius
nuo aritmetinio vidurkio, visados gauname nulj, t.y.

> (X -X) =0,

isvedame
B, = DX - XY V(X —X)
(X — X)?
(X - X)Y,
Sxoxp U

Galiausiai vietoje Y; istatome 31 4+ P2 X + &;. Taigi

By = Zth% = Zwt(ﬁl + B2 Xt +&1) =
B wi+ B> wXe+ Y we =
65 +Zwt5ta

nes

> w =0, (2.17)

XX -X)Xe  YXP-X> Xy
> wX; = X X S X XyX 1. (2.18)
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Gauta Bg iSraiska labai naudinga. Pirmiausia tuo jsitikiname skai¢iuodami
vidurkj:
EB = B2 + Zth5t = [a,

nes Fe; = 0 su kiekvienu £. Vadinasi, maziausiy kvadraty metodas duoda
nepaslinkta parametro [z jvertinima. Tuo pasinaudoj¢ suskaiciuojame ir
jvertinimo (3 vidurkj:

EBy = E(Y — 2X) = B1 + X — EfaX = f31.

Taigi, ir jvertinimas 31 yra nepaslinktas. Cia reikia atkreipti démesj, kad
skai¢iuodami jvertinimy vidurkius i§ esmeés panaudojome klasikinio tiesinio
regresinio modelio prielaidas. Jei jos neteisingos, jvertinimas gali ir nebuti
nepaslinktas. Pavyzdziui, taip bus, jei Fe; # 0. Prisiminus, kad ¢; aprago
ir praleistus faktorius, jo vidurkis bus nenulinis, jei praZiopsojome kazka
svarbaus. Taigi tuo atveju ir jvertinimas bus paslinktas.

Nepaslinktumas dar nereiskia, kad jvertinimas yra geras. Tai tik viena
medalio pusé. Kita pusé — variacijos ir kovariacija. Atsitiktinio dydzio
variacija apraSo vidutinj kvadratinj nuokrypj nuo vidurkio. Tai yra ir ati-
tinkamo tikimybinio skirstinio i§sibarstymo matas. Jei teisingos tiesinio re-
gresinio modelio prielaidos, tai

—~ 2
var(p1) = 021%, (2.19)
~ o2
var(fa) = m, (2.20)
—0?X

cov(By, Fz) = (2.21)

(X —X)?

Pirmiausia i$veskime 8ias formules. Skai¢iuodami (2 dispersija, pasinaudo-
jame (2.16) israiska. Taigi

var(ﬁg) =wvar(fy + > wer) = var(d wier)
[nes B2 yra konstanta]
=Y wivar(e) +23 D tts WiWsCOU(Eg, €s)
=Y wivar(e;)
[nes cov(es, e5) = 0]

0.2
= 02211}? = 72()(}7?)2.

Dabar aptarkime $ias formules.
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2

. Kaip matyti i§ (2.19) — (2.21) iraigky, visur jeina parametras o —

paklaidy dispersija. Tai visai naturalu. Kuo didesné dispersija, tuo
didesnés ir jverciy variacijos apie vidurkj. O tai reigkia didesnj neapi-
bréztuma, slypinti duomenyse. Informacija, kurig slepia duomenys apie
parametrus (3 ir (2, yra skurdesné, jei dispersija o? didesné.

. Kiekvienoje (2.19), (2.20), (2.21) igraiskoje taip pat yra dydis > (X; —

X)? — egzogeninio kintamojo reikdmiy nuokrypiy nuo vidurkinés reiks-
mes kvadraty suma. Kuo ji didesné, tuo mazesni tie dydziai. Vadinasi,
kuo didesnis egzogeninio dydzio reikSmiy iSsibarstymas apie vidurkj,
tuo tikslesné informacija apie parametrus. Intuityviai tai yra suvo-
kiama. Jei X; = c su visais ¢, tai dispersijos tampa begalinés. Tai
paaiskina salyga.

. Kuo didesnis imties turis T, tuo mazesnés dispersijos. Reiskia, geriau

turéti daugiau duomeny.

Kuo didesné suma Y X? tuo didesné 51 dispersija. Kodél taip yra?
Parametras (31 aprago endogeninio kintamojo reik§mes, kai egzogeninis
kintamasis X = 0. Vadinasi, kuo toliau nuo tos reik§mes yra X; tuo
sunkiau interpretuoti parametrs (37 ir dar sunkiau jj tiksliai jvertinti.

. Kovariacijos igraiskoje yra dydis X. Be to, kovariacijos Zenklas yra

priesingas vidurkio zenklui. Tai nesunku paaidkinti. Jei X > 0, tai,
didejant tieses (1 + Jox laisvajam nariui 1, mazéja polinkio keficientas

Pa.

Priminsime, kad dispersijos o2 jvertinimas yra

T
8’2 — 1 52
T-2 t
t=1

Sis dispersijos jvertinimas yra nepaslinktas:

Es? = o2

Norédami tai jrodyti pasinaudosime regresijos liekany apibréZimu ir para-
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metry jvertinimais:
Y EE =) E(Y,-Y)’=
S E[(BL— )+ (B2 — Bo) X+ &) =
STEB B+ BB - )Y XP+ > Ee +
23 BB - Bec+2> BB — Bo) Xeer +
2 BB — ) (B2 — B2) X =
Tvar(B1) +var(8y) Y X7 +To? + 2cov(B, o) X +
2N BB~ B)ec+2Y E(B2 — Bo)Xeer. (2.22)
Kadangi B2 = B2 + > wyey, tai atsizvelge dar j (2.18) lygybe, gauname
> E(By — o) Xier = ZXt ZwsEetes =—0"> Xy =—
Liko suskaiciuoti t

Y BB - e =Y EY - hX - Zes Y+ hX)e

ZEﬁQ—ﬁQ XEt ZEEtZES:—O'

I (2.22) surinke ka suskai¢iavome, gauname

23" X2 X o2
P2 R S
Zt(Xt ) Zt(Xt )
202(X)?
> (X — X)?
PIM modelyje

—20% — 02 = (T — 2)0?

., 54311.3315
o= ———

38
Turédami dispersijos jvertinima, galime gauti ir parametry jvertinimuy dis-
persijy ir kovariacijos jvertinimus:

= 1429.2456

— ~ > X2
var(fy) = 2m (2.23)
. 52
var(f2) = S (X — X)2 (2.24)
Y'5¢

cov(Br, Ba) = (2.25)

XX - X)2
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DazZniau naudosime dydzius

se(f1) = \/var(pr) ir se(f2) = \/var(fa). (2.26)

Gautus rezultatus pritaikykime PIM modeliui. Tam tikslui reikia suskaici-
uoti regresijos liekanas. Atlike aritmetinius veiksmus gauname:

. 2102063
= 1429.2456———— = 490.1200;
var(f) 9 5640-1532463 90.1200;
se(1) = v490.1200 = 22.1387;
_ 1429.2456
var(f2) 1532463 0.0009326;
se(32) = v0.0009326 = 0.0305;
— —698
= 1429.2456—————— = —0.6510.
cov(p1, B2) 9 561532463 0.6510
2.4.2 GAUSO-MARKOVO TEOREMA
Kaip matéme, parametry (1 ir J2 jvertinimai yra tiesiné Y1, ..., Y7 kom-
binacija: (G2 = Zthl wyY;. Tokie jvertinimai vadinami tiesiniais. Be to,

tie jvertinimai yra nepaslinkti: Egl = ﬁl,EBQ = (2. Galime spresti tokj
optimizavimo uzdavinj: tarp visy tiesiniy nepaslinkty parametry (1 ir (o
ivertinimy rasti tuos, kuriy dispersijos buty maziausios.

Bet pasirodo, tokius jvertinimus jau radome. Ta sako Gauso-Markovo
teorema.

1 teorema. (Gauso-Markovo.) Klasikinio tiesinio regresinio modelio, ap-
rasomo (Al) — (A5) prielaidomis, parametry (3 ir fo maZiausiy kvadraty
Ivertinimai turi maziausig dispersija tarp visy tiesiniy nepaslinkty jvertinimy.

Teorema neteigia, kad maziausiy kvadraty jvertinimai yra geriausi i§ visy
galimy.

Lygindami jvertinimus, netgi nebutinai tiesinius ar nepaslinktus, dazni-
ausiai naudojame vidutin} kvadratinj nuokrypj. Jei 6 — koks nors parametras,
o 6 — jo jvertinimas, tai labai svarbi charakteristika yra vidutinis kvadratinis
nuokrypis: R

MISE = E(0 — )%

Kad galioty Gauso-Markovo teorema, turi buti ispildytos (A1)-(A5) sa-
lygos. Jei bent viena i ju yra neteisinga, maZiausiy kvadraty jvertinimai
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nebus geriausi tiesiniai nepaslinkti jvertinimai.
Gauso-Markovo teorema nepriklauso nuo GausiSkumo prielaidos.

Irodymas. Teorema jrodysime tik jvertinimui Bg. Tarkime

T
5; = Z aiYy
t=1

yra koks nors tiesinis parametro (2 jvertinimas. Cia a yra bet kokie skai¢iai.
Patogumo délei tarkime, kad a; = w; + ¢ su kiekvienu ¢. Taigi

B3 = Z(wt +a)Y, = Z(wt +ct)(B1 + Bo Xt + €1)
=5 Z(wt +c) + B2 Z(wt + ) Xy + Z(wt +ct)er
=p Z ct+ P2+ 2 Z Xy + Z(wt + cr)et,

nes, » wy =00 > wXy =1 (Zr. (2.17) ir (2.18) formules). Suskai¢iuojame
vidurkj

EBy = B Z ¢t + P2 + B2 Z ct Xy + Z(wt +ct)Eey
= ﬁ1zct + B2 +5zthXt-

Tam, kad jvertinimas 35 buty nepaslinktas, butinai turi buti teisingos Sios

salygos
da=0ir ¥ X, =0. (2.27)
Pritaikius Sias salygas, supaprastéja ir jvertinimo (35 israiska:
By =PBa+ Y (wr+cr)er.

Ji palengvina dispersijos skai¢iavima. Turime

var(B3) = Z(wt +cr)?var(er) = o Z(wt +¢)?

= O'QZU)? +202Zwtct —i—aQZCE = U2Zwt2 +azch

= var(Bs) + o Zcf > var(By).

Cia pritaikeme lygybe 3" wye, = 0, kuri, savo ruoztu, yra (2.27) igvada:

o Ct(Xt*X) .

Zwtct‘z[z(xt_xy} -
1 X X _ 0
(X, — X2 X)QZCt t—imzq— |
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I8 jrodymo taip pat matyti, kad var(55) = var(ﬁg) vieninteliu atveju — kai

¢t = 0 su visais t. Bet tuo atveju 85 = (.
Panagiai teoremg jrodome ir parametro 31 maziausiy kvadraty jvertinimui.

2.4.3 ]VERTINIMU TIKIMYBINIAI SKIRSTINIAI

TIki Siol, tirdami tiesinio regresinio modelio parametry jvertinimus, ne-
siréeméme GausiSkumo hipoteze. Dabar tarkime, kad modelio paklaidos turi
normalinj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2. Tai yra, nagrinékime
tiesinj regresinj Gausinj modelj. Tuomet teisingas toks teiginys.

2.4.1 teiginys. Klasikinio tiesinio gausinio modelio atveju parametry (31 ir
(B2 maziausiy kvadraty jvertinimy skirstiniai yra:

2

~ D o

B 2 N(62’Z(Xk—X)2>’ (2.28)
~ D O'QZX2

5 2 N(ﬁl,TZ(Xk_’fX)?). (2.29)

Irodymui reikia pastebéti, kad nepriklausomy (arba nekoreliuoty) nor-
maliniy atsitiktiniy dydziy tiesiné kombinacija yra normalinis dydis, t.y., jei
atsitiktiniai dydziai &1, . .., &, yra nepriklausomi ir &; turi normalinj skirstinj
su vidurkiu a; ir dispersija O'Z-Z,i =1,...,n, tai atsitiktinis dydis Zzzl &g turi
taip pat normalinj skirstinj su vidurkiu @ = Y a; ir dispersija 0 = Y o2
Kadangi BQ = ZZT:1 w;Y; ir

wY; R N(wi(B+ faXi),wio?), kai i=1,...,T,

tai
T

=Y w¥y B N(Dwilb+ BaXi),02 > w?).

=1

Kadangi Y w; = 0 0 Y ,w? = 1/3(X; — X)?, tai (2.28) yra teisinga.
Analogiskai jrodome ir (2.29).
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Pasinaudoje tuom, kad o~1(¢ — a) 2 N(0,1), kai £ 2 N(a,0?), is (2.28)
ir (2.29) gauname, kad

(Z(Xi - 7)2>1/2 otz N(0,1); (2.30)

g

<2 /2 “120, — B p
T X-—X2> ( X2) PLZP B N(o1). (231
(r> =%)"Y . (0,1). (2:31)
Sios formulés mazai naudingos jei dispersija o2 nezinoma. Tada reikia
naudoti jos jverinima. Tai kei¢ia ir gaunamos statistikos skirstinj.
Dispersijos jvertinimo skirstinj apraso §is teiginys.

2.4.2 teiginys. KTG modelio dispersijos 0 maziausiy kvadraty jvertinimui
teisinga:
0_2 XT-2-

Si teiginj jrodysime véliau.

2.5 STATISTIKINIS TYRIMAS

Ekonometrinio modelio statistikinj tyrima sudaro
e pasikliautiniy intervaly parametrams nustatymas;
e hipoteziy apie parametry reik§mes tyrimas.

Su 8iais uzdaviniais susipazinsime nagrinédami papras¢iausia regresinj mo-
delj ir pajamy-islaidy maistui pavyzdj.

2.5.1 PASIKLIAUTINIAI INTERVALAI

2.5.1 teiginys. Klasikinio tiesinio gausinio modelio atveju

n=Pizhi p tray i=1,2.

 se(Bh)
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Dydis 1, labai reikSmingas kalbant tiek apie intervalines prognozes, tiek
ir tikrinant hipotezes. Stjudento atsitiktinio dydzio t(7_g) kritiné reiksme
t., atitinkanti reiksmingumo lygmenj « (kuris daZniausiai parenkamas 0.01
arba 0.05, ar koks kitas mazas skai¢ius) randama i3 lygties

P(t(T,Q) > tc) = P(t(T,Q) < —tc) = a/2.

Kitaip tariant,
P(—tc S t(T—Q) S tc) =1-a.

—t, 0 te s

Grafikas 2.5: Stjudento skirstinio kvantiliai

Zinodami, kad atsitiktinis dydis 7o turi Stjudento skirstinj su T'—2 laisvés
laipsniais, matome, kad

P(—t. < P2 — P2 <t)=1-a
se(f32)
arba R R R R
P(ﬂg — tcse(ﬂg) < By < By + tcse(ﬁg)) =1—-a. (232)

Atsitiktinis intervalas [Bg — tcse(@), Bz + tcse(gg)] vadinamas intervaliniu
parametro 3 jvertinimu. Gautas (2.32) sarysis reiskia, kad su tikimybe 1 —a
intervalas [B2—tcse(B2), B2+tcse(B2)] turi tikraja parametro (2 reiksme. Kai
dydziai B2 ir se(f2) yra konkretios reiksmés, tai gautas skaitinis intervalas
vadinamas (1—a)x100% intervaliniu 32 jverciu arba (1—a)x100% simetriniu
pasikliautinumo intervalu.
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Su intervaliniu jvertinimu ir intervaliniu jver¢iu reikia buti atsargiems.
Bet kuris intervalinis jvertis gali turéti, bet gali ir neturéti tikrosios parametro
reik§mes, nes ta reikSme apskritai yra nezinoma.

Islaidy maistui pavyzdyje T' = 40. Parinke a = 0.05, i$ lenteliy randame
kritine reikSme t, = 2.02. Taigi

P(By — 2.024se(B2) < B2 < B2 + 2.024se(32)) = 0.95.

Norédami gauti intervalinj jvertj, suskai¢iuojame By = 0.1283 ir se(3s) =
0.0305. Istate sias reik8mes, gauname 95-nuosimcéiy pasikliautinj intervala
[0.0666,0.1900]. Ar S, priklauso &iam intervalui? Sito nezinome ir niekad
nezinosime. Tad kokia gi nauda i§ intervalinio jver¢io? Galima tikrai pasakyti,
kad naudodami ta pacia procedura daug karty, vidutiniskai 95 nuoSimcius
karty, tikroji parametro reik§meé priklausys intervalui. Jokiu budu negal-
ima tvirtinti, kad su tikimybe 0.95 tikroji (B2 reik§mé priklausys intervalui
[0.0666,0.1900]. Mat intervalas yra deterministinis, o tvirtinimas buty sto-
chastinis.

2.5.2 HIPOTEZIU APIE PARAMETRU REIKSMES TIKRINIMAS

Hipotezés patikrinimas palygina prielaida apie tiriama reiskinj su infor-
macija, kuri yra imtyje. Tiksliau pasakius, prielaidos, kurios tikrinamos,
dazniausiai susijusios su ekonominio modelio parametrais. Turint ekonominj
ar statistikinj modelj, hipotezés formuojamos apie ekonominj elgesi. Tos
hipotezés susiveda dazniausiai j prielaidas apie modelio parametrus. Kiek-
vieng hipotezés patiktrinimg sudaro keturi ingredientai:

1. Nuliné hipotezé Hy;

2. Alternatyvi hipotezé Hy;

3. Testiné statistika;

4. Atmetimo arba kritiné sritis.

Nuliné hipotezé. Zymima Hy. Paprastai apraso kurig nors parametro
reik§me. Tarkime, Hg : B2 = 0. Jei & hipotezé teisinga, tai, pavyzdziui, PIM
modelyje pajamos neturi jokios jtakos islaidoms maistui.

Alternatyvi hipotezé. Paprastai kartu su nuline hipoteze yra formulu-
ojama ir alternatyva jai, tai yra kita hipotezé. Zymima H,. Pavyzdziui,
nulinei hipotezei Hy : f2 = 0 galimos trys alternatyvos:
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o Hy: [ #0;

e Hy : B2 > 0. Atmete nuline hipoteze alternatyvos naudai, darome
isvada, kad parametras (2 yra teigiamas. Tai eliminuoja bet kokig
neigiamy reiksmiy galymybe. Tokios alternatyvos labai daznai pa-
sitaiko ekonometrijoje, nes labai daznai ekonomikos teorija leidzia nus-
tatyti parametro Zenklg. Pavyzdziui, PIM modelyje alternatyvi hipotezée
kaip tik ir buty Hj : B2 > 0, nes ekonomikos teorija aiSkiai teigia, jog
i8laidos maistui didéja, didéjant pajamoms;

0H12ﬂ2<0.

Testiné statistika. Informacija, kurig imtis suteikia apie tiriama nuline
hypoteze, turi atsispindéti testinéje statistikoje (imties funkcijoje). Rem-
damiesi testinés statistikos reikSmémis, nusprendziame, ar atmesti nuline
hipoteze, ar ne. Vienas svarbiausiy reikalavimy testinei statistikai yra tas,
kad jos skirstinys turi buti zinomas (bent apytikriai), kai teisinga nuliné
hipotezé, ir tas skirstinys turi buti kitoks, kai teisinga alternatyva.

Nagrinékime PIM modeliui nuline hipoteze Hg : f2 = 0 ir alternatyva
Hy : B2 # 0. Pastebésime, kad ekonomigkai labiau pagrista yra alternatyva
B2 > 0. Klasikinio tiesinio gausinio modelio atveju, statistika

_ Ba— P
T= =" tT_Q.
se(B2)
Jei teisinga nuliné hipotezé, t.y., f2 = 0, tai
_ P
T = — ~tr_o.
se(B2)

Tai ir buty viena i§ galimy testo statistiky, mat, jei nuliné hypotezé néra
teisinga, tai jos skirstinys jau nebuty stjudento su 1" — 2 laisvés laipsniais.

Kritiné arba atmetimo sritis. Tai tokia testinés statistikos reikSmiy sri-
tis, kai atmetama nuliné hipotezé alternatyvos naudai. Tokia sritj galime
sukonstruoti tik tada, kai Zinome testinés statistikos skirstinj su salyga, kad
teisinga nuliné hipotezé. Praktiskai kritine sritj sudaro tokios statistikos
reik§meés, kurios jgyjamos su maza tikimybe, kai teisinga nuliné hipotezé.
Jei, panaudojus turimg imtj, testinés statistikos suskai¢iuota reik§mé pateko
] mazos tikimybés sritj, tai mazai tikétina, kad statistikos skirstinys yra
butent tas.

Kad buty aigkiau, vél panagrinékime PIM modelj ir testo statistika

= = ~ tT_Q.
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Kritine sritj randame parinke reik§mingumo lygmenj o, kuris paprastai ima-
mas lygus 0.01,0.05 arba 0.10. IS lygciy

P(t>t.) = P(t < —t.) = a/2

randame kritine reiksme t.. Kitaip tariant, atmetimo sritis yra stjudento
skirstinio uodegos. Jei konkreti statistikos reiksme, suskaiciuota duotai im-
¢iai, patenka j kritine sritj, tai rodo, kad ta reik§mé néra budinga statistikai,
kai teisinga nuliné hipotezé.

Jei testinés statistikos reik§mé patenka j kritine sritj, nuline hipoteze
atmetame alternatyvos naudai.

Jei testinés statistikos reik§meé nepatenka j kritine sritj, tai sakome, kad
duomenys neprieStarauja nulinei hipotezei.

nulinés hipotezés
H() : ﬁg =0
atmetame Ho : B2 =0 neatmetame atmetame Ho : B2 =0

priimame H; : B2 # 0 priimame H; : B2 # 0

o .

—tc 0 te

Grafikas 2.6: Kritiné sritis nulinei hipotezei 82 = 0 su alternatyva (2 # 0.
Taigi tikrindami statistikine hipoteze atliekame §iuos zingsnius:

1. Apibréziame nuline hipoteze ir alternatyvas.

2. Nustatome testine statistika ir jos skirstinj, kai teisinga nuliné hipotezé.
3. Parenkame reikSmingumo lygmenj « ir surandame kritine sritj.

4. Suskaic¢iuojame testinés statistikos reikSme turimai imciai.
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5. Padarome isvadas.
Pritaikykime §iuos Zingsnius i§laidy maistui modelyje.

1. Nuliné hipotezé yra Hq : B2 = 0., alternatyva — Hy : B2 # 0. Jei teisinga
nuliné hipotezé, klasikinis tiesinis gausinis modelis nerodo jokio ekono-
minio sarysio tarp pajamuy ir iSlaidy maistui per savaite. Jei teisinga
alternatyva, tai toks sarysis jmanomas.

2. Testiné statistika

= =~ "~ t(T*Q)?
kai teisinga nuliné hipotezé.

3. Parinkime a = 0.05. Kritinis taskas tada yra t. = 2.024 ir jis atitinka
stjudento skirstinio su 38 laisvés laipsniais 0.025-kvantilj.

4. I8 turimy duomeny surandame ¢t = 4.21.

5. I8vados. Kadangi t = 4.20 > t. = 2.024, tai nuline hypoteze atmetame
alternatyvos naudai.

Toks testas dar vadinamas parametro 2 reik§mingumo testu (nustatome
ar parametras yra reik§mingas, ar ne).

I ir Il rusiy klaidos. Ar hipotezé atmetama, ar ne, visada yra galimybeé
suklysti. Tai neisvengiama. Bet kurioje hipoteziy tikrinimo situacijoje yra
du budai padaryti teisinga sprendima ir du budai suklysti. Teisingi sprendi-
mai bus Siais atvejais:

e Nuliné hipotezé klaidinga, ir sprendimas yra ja atmesti.
e Nuliné hipotezé teisinga, ir sprendimas yra jos neatmesti.
Priimtas sprendimas bus klaidingas, jei

e Nuliné hipotezé teisinga, bet sprendimas priimtas ja atmesti (I rusies
klaida).

e Nuliné hipotezé klaidinga, bet nuspresta jos neatmesti (II rusies klai-
da).

Atmesdami nuline hipoteze rizikuojame padaryti pirmosios rusies klaida.
Pirmos rugies klaidos tikimybé yra a — reik§mingumo lygmuo. Rizikuo-
jame padaryti antros rusies klaidag neatmesdami nulinés hypotezés kai ji
klaidinga. Antriosios rusies klaidos tikimybé yra nekontroliuojama ir jos
negalima suskai¢iuoti. Zinomi tokie faktai:
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e Antrosios rusies klaidos tikimybé priklauso nuo pasirinkto reikSmingu-
mo lygmens «, t.y. nuo pirmos rusies klaidos tikimybés. Kai ji didéja,
mazéja antrosios rusies klaidos tikimybé.

e Kuo hipotetiné parametro reikSmeé yra arc¢iau tikrosios reiksmeés, tuo
didesné antrosios rusies klaidos tikimybé. Jei nuliné hipotezé yra By =
0 ir tikroji to parametro reiksmeé labai artima nuliui, tai antros rusies
klaidos tikimybé bus labai didelé. Galima sakyti, kad testas neturi
pakankamai galios atskirti tikrosios parametro reikdmeés nuo (klaidin-
gos) hipotetinés, jei tos reik§meés artimos.

e Kuo didesnis imties turis 7', tuo mazesné antros ruies klaidos tikimybeé,
jei fiksuotas reik§mingumo lygmuo.

e Beveik jokiai hipotezei, kurig tenka tikrinti ekonomistams, neegzistuoja
paties geriausio testo, kurj buty galima taikyti visiems atvejams. Geri-
ausias Cia reiskia, kad to testo pirmosios rusies klaidos tikimybeé yra
fiksuota, o antrosios — maziausia.

Testo p-reiksmés. ApraSant statistikinio testo rezultatus, daZnai pateiki-
amos taip vadinamos testo p-reikdmes. Jei testo statistika yra 7, o 7, tos
statistikos reiksmé, atitinkanti imtj, tai dvipusé p-reiksmé yra P(|t| > [t]).

Lygindami reik8mingumo lygmenj a su p-reikSme, galime nustatyti ar
atmesti nuline hipoteze. Taisyklé yra paprasta.

Jei p-reiksmé yra mazesné uz pasirinkta reikSmingumo lygmenj
«, tai nuline hipoteze atmetame alternatyvos naudai.

PIM modeliui p = 0.000155. Tai yra maziausia tikimybé, su kuria vis dar
nepriimtume nulinés hipotezés.

Bendresnés hipotezeés.

Bendresné nuliné hipoteze gali buti tokia:

H0: ﬁQZCa

o alternatyva
H1 . ﬁg 7& C.

Cia ¢ i§ anksto duotas skaicius. Tokios hipotezés patikrinimui K'TG modelio
atveju galime naudoti statistika
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Jei teisinga nuliné hipotezé, tuomet ta statistika turi stjudento skirstinj su

T — 2 laisvés laipsniais. Nuline hipoteze atmetame, jei |t| > t. arba jei tos

statistikos p-reik8meé yra maZesné nei pasirinktas reikSmingumo lygmuo.
PIM modeliui patikrinkime hipoteze, kad #2 = 0.1.

1. Nuliné hipotezé Hy : B2 = 0.1, alternaryva — Hy : B2 # 0.1.

2. Testine statistika

_ B2—010p ;
- ~ ~ 1(38);
se(Be)

jei teisinga nuliné hipotezé.

3. Parinkime o = 0.05. Atitinkama stjudento skirstinio kritiné reiksmé
yra t. = 2.024.

4. Naudodami turimus duomenis suskai¢iuojame 3» = 0.1283, 36(32) =
0.0305. Statistikos reiksmé yra t = 0.9263.

5. Kadangit = 0.9263 < t. = 2.024, tai turimi duomenys nulinei hipotezei
nepriestarauja. Be to, p-reikdmé p = 0.3601 > o = 0.05. Tai reigkia,
kad reikSmingumo lygmenj galima dar mazinti.

Tarp hipoteziy tikrinimo ir pasikliautinyjy intervaly yra labai naturalus
sarysis.

2.6 PROGNOZAVIMAS REGRESINIU MODELIU

2.6.1 TASKINE PROGNOZE

Vienas i§ svarbiausiy motyvy nagrinéti ekonometrinj modelj yra galimybé
prognozuoti priklausomo kintamojo Y reikSmes. Turédami tiesinj regresinj
modelj, aprasoma (A1)-(Ab) prielaidomis, kintamojo Y reik§me, atitinkanti
paaigkinamojo kintamojo reiksme X = Xy, yra

Yo = 31 + B2X0 + €o;

Gia eg yra atsitiktinis dydis, kurio vidurkis yra nulis, dispersija lygi o2 ir kuris
nekoreliuoja su €1,...,ep. Sioje lygybéje pakeite neZinomus parametrus ju
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jvertinimais, o nezinomg paklaidg — vidutine reik§me (nuliu), gauname Yj
prognoze
Yo = 61 + B2Xo.

Grafikas 2.7: Tagkiné prognozé

Gauta reik§mé dar vadinama maziausiy kvadraty taskine prognoze, sie-
kiant pabrézti parametry jvertinimo pasirinkta metoda. Norint istirti prog-
nozés empirines savybes, paprastai nagrinéjama prognozes paklaida

F=Yo—Yo=(B1—B1)+ (B2 — B2) X0 — e0.

Taikydami maziausiy kvadraty jvertinimy savybes, nesunkiai gauname, kad
prognozés paklaidos vidurkis yra nulis:

Ef = E(Yo — Yp) = 0.

Tai reiskia, kad prognozavimo vidutiné paklaida yra nuliné arba kad SA/O yra
nepaslinktas Yy jvertinimas. Be to, galime suskai¢iuoti ir prognozés disper-
sija:
1 (Xo—X)?
N =
var(f) =% |1+ =+ ===
v D SP E

I variacijos israiskos matome, kad, kuo labiau X nutoles nuo vidurkio X,
tuo didesné paklaidos variacija. Jei modelis yra Gausinis, tai ir prognozés
paklaida turi normalinj skirstinj.
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Kadangi modelio paklaidy dispersija yra nezinoma, tai nezinoma ir prog-
nozés variacija. Jos jvertinima gauname, pakeite nezinoma dispersija o?
jvertinimu o2 :

. A I (Xo—X)?
Uar(f):0-2|:1+T+z:(;(t—)()2:|'

Kvadratiné Saknis i§ gautos reik§més vadinama standartine prognozés pak-

laida:
se(f) = vvar(f).

I8laidy maistui modelyje prognozuodami vidutines iglaidas maistui, ati-
tinkan¢ias 750 Lt ménesines pajamas, gausime

}70 = 40.7676 + 0.1283(750) = 136.98.
Tos prognozés variacijos jvertis yra
var(f) = 1467.4986,
o standartiné prognozés paklaida
se(f) = V1467.4986 = 38.3079.

Sitas dydis bus panaudotas véliau, kai kalbésime apie intervaline prognoze.

2.6.2 INTERVALINIS PROGNOZAVIMAS

Taskinés prognozés % = Bl + BQX[] paklaida yra atsitiktinis dydis
f=Y—Yy= (B~ B1) + (B2 — B2) X0 — e0.

Jei modelis buvo KTG, tai f turi normalinj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir
dispersija

1 (Xo—X)?
var(f) = 02<1 + T + z:()o(t—)()Q>

Vadinasi,
f

T " N(0,1).
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o4

Kadangi paklaidos f variacijos idraiskoje yra o2, kuris dazniausiai néra, 7i-
nomas, jj reikia pakeisti jverc¢iu. Taip gauname ir dispersijos jvertj

1 (Xo—X)? )

W(f)282(1+f Z(Xt—Y)Q

Tada
f_
var(f)  se(f)
Remdamiesi Siuo rezultatu, galime sukonstruoti dydzio Yy intervaline prog-

noze¢. Jei ¢ yra stjudento skirstinio ¢(7_g) kritiné reikSme, atitinkanti lygmenj
a, t.y.

tr_g)- (2.33)

P(t(T_Q) > tc) = 04/2,

tai
P(—tc S t(T—Q) S tc) =1-—a.

Istate vietoje t(r_g) atsitiktin dyd] i8 (2.33) formulés, turime

Yo — Yy
P(—t, < <t)=1-a.
( se(f) )

I5 Sios formulés gauname
P(Yy —tese(f) < Yo < Yo + tese(f)) =1 — a.

Intervalas [ffo — tese(f), Yo+ tese(f)] vadinamas Yy (1 — «)100%-ine inter-
valine prognoze. IS to intervalo pavidalo aigkiai matyti, kad, kuo Yy reikSme
labiau nutolusi nuo vidurkio Y, tuo didesnis prognozés intervalas (7r. 2.8
grafika).

PIM modelyje 95%-iné intervaliné prognozé dydziui Yy, kai X = 750 yra

[59.44, 214.52).

Tai reiskia, kad namy ukis, kurio savaités pajamos yra 750 Lt su 95 nuosimciy
patikimumu maistui igleis tarp 59.44 Lt ir 214.52 Lt. Toks didelis intervalas
reiskia, kad tagkiné prognozé 136.98 Lt maisto iglaidoms yra nereali. Tai
galéty reiksti, kad yra praleisti kiti faktoriai, jtakojantys iSlaidas maistui,
ir tie faktoriai sudaro didele paklaida. Apie praplésta modelj bus kalbama
véliau.
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Grafikas 2.8: intervalinis prognozavimas

2.7 EKONOMETRINIS TYRIMAS

Kol kas susipazinsime tik su determinacijos koeficientu ir jo panaudojimu
modelio atitikimo tyrimui. Taip pat aptarsime funkcionalinés modelio formos
parinkima.

2.7.1 DETERMINACIJOS KOEFICIENTAS

Vienas is svarbiausiy ekonometrinés analizés tiksly — paaiskinti endo-
geninio dydzio variacija. Sudarydami modelj siekiame ir Sio tikslo. PIM
pavyzdyje namy ukio iSlaidos maistui kinta pagal modelj

Y = 61+ B Xt + &
Cia atskirta pagrindiné priezastis — pajamos, o visi kiti galimi faktoriai at-

spindimi dydziu €;. Tardami, kad Fe; = 0, kartu tariame, kad vidutinés
i8laidos maistui, kai pajamos fiksuotos, yra

E(Yi|Xy) = b1+ B2Xe.
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Sis salyginis vidurkis apraso sistemine kintamojo dydzio Y; komponente
B1+P2X¢, o g¢ yra atsitiktiné to dydzio komponenté. Né viena is sudedamuyjy
daliy néra stebima, tac¢iau, pasitelke turimus duomenis, abi jas galime jvertinti.
Butent, jvertine parametrus gy ir f2 gauname

Y, = B1 + o Xy,

ir

=Y Y.
Dydziai &1, ...,&r vadinami modelio liekanomis. Taigi
Y, =Y +&.

I abiejy pusiy atéme empirinj vidurkj Y, gauname

;- Y =,-Y)+e.

Y
D .
~ ! o~ o~ o~
paaigkinta dalis Y; - Y { | Y =061+ (82X
|
vy . L} . Yf —Y nepaaigkinta dalis

X Xy X

Grafikas 2.9: Paaiskinta ir nepaaiskinta Y; komponentés

Nesunku matyti, kad skirtumas tarp Y; ir vidurkio Y susideda i§ tos
dalies, kuria paaiSkina regresinis modelis, t.y. }A/t —Y ir dalies, kuri lieka
nepaaiskinta (zr. 2.9 grafika). Pilnoji variacija yra dydis

T
7SS :=> (i -Y)?

t=1
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GiaY = T7! Zthl Y;. Pilnoji variacija apraso dydzio Y stebimy reiksmiy
nuokrypiy nuo vidutinés reik§meés diduma. Y pilnoji variacija yra

T

RSS:=) (¥, -Y)%

t=1
Jeigu modelis buvo parinktas teisingai ir jvertinimo metodas geras, tai turéety
buti TSS ~ RSS arba RSS/TSS ~ 1. Santykis RSS/TSS apraso ta egzo-
geninio kintamojo reik§miy pilnosios variacijos dalj, kurig paaiskina ekono-
metrinis modelis. Sis santykis vadinamas determinacijos koeficientu arba
charakteristika R?. Taigi

_RSS _ Y, (i-Y)

R? = )
TSS Y (Vi —Y)?

(2.34)

Visi ekonometriniai paketai butinai pateikia R? reikime. Artimas vienetui
R? yra modelio privalumas. Bet spekuliuoti tokiu metodu modelio kokybei
nustatyti nederéty.

Nagrinékime parametry maZziausiy kvadraty jvertinimus. Tada

YWY =YV -Y)+a) =

S @YY E+2) (i -Y)E =

Y-V +> & (2.35)
(2.35) formulé aprago pilnosios variacijos skaidinj j paaiskintaja ir nepaaisk-
intaja komponentes. Regresijos liekany kvadraty sumg pazyméje ESS, gau-

name

TS5 =RSS+ ESS.

Sis isdeéstymas lydi kiekvieng regresine analize. Jis daZniausiai apraSomas
vadinamojoje ANOVA lenteléje (analysis of variance):

Variacijos DF | Kvadraty Vidurkis
Saltinis suma
Paaiskintoji variacija 1 RSS RSS/1

Nepaaiskintoji variacija | T — 2 ESS ESS/(T —-2)
Pilnoji variacija T-1 TSS

Sioje lenteléje laisves laipsniai (DF) yra:
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e RSS turi vieng laisves laipsnj (paaiskinamuyjy kintamyjy skai¢ius);

e ESS turi 7' — 2 laisvés laipsnis (stebéjimy skai¢ius minus igreikstiniy
parametry skai¢ius);

e TSS turi 7" — 1 laisvés laipsnj (stebéjimy skaicius minus parametry
skaic¢iui modelyje (8iuo atveju parametras yra tik vienas (31)).

Determinacijos koeficientas R? yra apraSomoji charakteristika. Jis ne-
apraSo regresinio modelio kokybés. Reikia jsidémeéti, kad regresiné analizé
nekelia tikslo surasti modelio su didZiausiu galimu R?. Susikoncentruoti vien
gio parametro maksimizavimui — bloga strategija.

Kadangi maziausiy kvadraty metodas reigkia, kad minimizuojamas dydis
S| €7, tai gauname tokia isvada: (??) modeliui determinacijos koeficientas

yra maksimalus maziausiy kvadraty metodui.
Priminsime, kad dviejy dydziy X ir Y koreliacijos koeficientas yra
cov(X,Y)
var(X)var(Y)

Turédami atsitiktinio vektoriaus (X,Y’) stebéjimus (X;,Y;), ¢ = 1,...,T,
koreliacijos koeficientg jvertinime taip:

. cou(X,)Y)
P= frar (X )mar(Y)
kai
_ 1 — — 1 9
cov(X,)Y)==——>» (Xi—X)(Yi-Y),var(X)=—=——=)>» (X;—X)~.

T-1 T-1

Tiesinio regresinio modelio atveju matome, kad p?> = R2. Tai yra, deter-
minacijos koeficientas yra lygus koreliacijos koeficiento jvertinimo kvadratui.
Koreliacijos koeficientas parodo tiesinés priklausomybés tarp dydziy X ir Y
stipruma. Ta interpretacija nedaug skiriasi nuo determinacijos koeficiento
interpretacijos.

Paprasciausio tiesinio regresinio modelio atveju R? gali buti suskai¢iuotas
kaip regresijos tarp Y; ir B\l + B\QXZ‘ koreliacijos koeficiento kvadratas. Daiz-
nai dél Sio atitikimo determinacijos koeficientas naudojamas kaip modelio
atitikimo matas ("goodness of fit test”).
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2.7.2 REZULTATU PATEIKIMAS

Praktikoje visi regresinés analizés skaiCiavimai atliekami kompiuteriu.
Tam naudojama jvairiausia programiné jranga. Kiekviena i§ jy pateikia
rezultatus savaip. Viena tai daro aigkiau, kita — ne taip aigkiai. Aptarsime
tipinj rezultaty pateikima.

Dauguma ekonometrijai skirty pakety pateikia koeficienty jvercius, jy
standartines paklaidas ir atitinkamas ¢ -reikSmes bei p-reikSmes. Tai dazni-
ausiai uzrafoma j lentele. Pavyzdziui,

(1) (2) (3) (4) ()

Kintamasis | Koeficientas | Standartiné pakl. | t—reik§mé | p—reikSme

Laisvas narys 40.7676 22.1387 1.841 0.0734
X 0.1283 0.0305 4.201 0.0002

Reikia suprasti, kad kompiuteris modelio parametro vardy neZino. Laisvajj
narj daugelis pakety vadina INTERCEPT, o regresantyg — X. Standartiniai
nuokrypiai — tai se(f1) ir se((32).

t-statistikos reiksmé pateikiama abiems parametrams: kai teisinga nuliné
hipotezé Hy : (51 = 0 prie§ alternatyva Hp : $1 # 0 ir atitinkamai, kai
Hy: P2 =0, pries alternatyva H; : B2 # 0. Tos reikSmes yra

3 40.
t = 01 _ 07676:1.84
se(B1)  22.1387
ir R
0.128
ty = B2 _ S _ 420

se(fB2)  0.0305

Paskutiniame lentelés stulpelyje suraSytos atitinkamos p-reik§més, atitinkan-
¢ios nuline hipoteze Hy : B = 0 prie§ dvipuse alternatyvy Hy : Oy #0, k=
1,2. Taigi ir p-reik§mes yra dvipusés, jos randamos i§ lenteliy:

P([t(sg)| > 1.841) = 0.0734, P(|t(3g)| > 4.201) = 0.0002.

Vienpuses p-reiksmes suskai¢iuojame gauta atitinkama dvipuse reikSme padal-
ije i§ dviejy.

Kiekviena programa paprastai pateikia ir R? reik§me. PIM modeliui
R? =0.317.
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DazZniausiai lentelés su kompiuteriu gautais rezultatais pateikiamos darbo
gale. Tekste, aprasant rezultatus, naudojamas Sis uzrasas:

Y, = 40.7676+ 0.1283z;, R?>=0.317 (2.36)
(22.1387)  (0.0305)(s.e.)

DazZnai pasitaiko ir kitas budas: vietoj standartiniy nuokrypiy pateikti
atitinkamas t-reik§mes:

Y, = 40.7676+ 0.12837;, R2?=0.317
(1.48)  (4.20) (b (2.37)

Komentaras dél R? reik§meés: mazos reikimés paprastai gaunamos naudojant
vietos aplinkybiy duomenis. Laiko eilutéms tos reik§més buna didesnés.
Tac¢iau neverta stengtis modelj tempti prie didelio R%. Jei R? mazas, reikia
ieskoti to priezasciy ir bandyti jas paaiskinti.

2.7.3 KITOS FUNKCIONALINES FORMOS

Funkcionalinés formos parinkimas reiskia kintamuyjy transformacijos pa-
rinkimg. Bendra dviejy kintamyjy tiesinio modelio forma yra

F(Y) = p1+ Ba9(X) +-,

kai f ir g — duotos transformacijos. Tiesinio modelio esmé yra ta, kad modelis
yra tiesinis iSreikStiniy parametry atzvilgiu.

Taip gaunamos jvairios tiesinio modelio funkcionalinés formos. Dazniau-
siai pasitaikancios transformacijos ir atitinkami parametrai suraSyti Sioje
lenteléje.
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Transformacijos Modelis Nuolydis | Elastingumas
Tiesineé Y=0+0X+e 2 B2y
Tiesiné-atvirkstine Y =061+ ﬂz% +e 7&2% fﬁzﬁ
Log-Log log(Y) = f1 + fB2log(X) +¢ | By Ba
Log-tiesiné log(Y)=01+ 02X +¢ B3Y B X
Tiesiné-log Y =061+ Balog(X) +¢ Bav Bay
Log-atvirkstiné log(Y) = 1 — B+ ﬁg% B2

Labai daZnai tiesinio modelio funkcionaliné forma parenkama pagal turimus

duomenis.

Paklausos ir pasiulos modeliams daZniausiai naudojama tiesiné forma. Alter-

natyva — log-log forma.
Buna ir kity transformacijy. PavyzdZziui, tipinis produkto X; gamybos kainos

Y; modelis yra

2.8 KITI EKONOMINIAI UZDAVINIAI

Regresinj modelj naudojome tirdami iSlaidy maistui priklausomybe nuo pajamy.
Papras¢iausias modelis gali buti pritaikytas ir kitiems, analogigkiems ekonominiams

Y: = 51+ B X} + &4

uzdaviniams. Keleta tokiy uzdaviniy paminésime.

e Paklausos sarySiai: kurios nors prekés (prekiy grupés) paklausos priklau-

somybé nuo kainos (kainy indekso);

e Gamybos funkcijos tyrimas: siekiama nustatyti pagamintos produkcijos kiekio

ir panaudotos darbo jégos sarysj;

e Agreguoto suvartojimo tyrimas: pajamy ir agreguoto (sumarinio) suvarto-

jimo sarysiai;
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Pasiulos tyrimas: pasiulos priklausomybé nuo kainos;
Agreguoty investicijy tyrimas: investicijy ir palukany normos sary$iai;

Aplinkosauginiai tyrimai: uzterStumo ir parduodamo benzino sarysiai; oro
tar$os priklausomybé nuo geografinés padéties; oro tarSos priklausomybé nuo
laiko;

Filipso kreivés tyrimas: sary§is tarp infliacijos ir uzimtumo; A.W.Philips 1958
metais pasiulé modelj: sary$j tarp darbo uzmokesc¢io paikeitimo ir nedarbo
lygio. Jei w; — darbo uzmokestis laiko momentu ¢, tai procentinis jo pasikeiti-

mas yra
Wt — Wt—1

%Awt =

Wt—1

Jei tarsime, kad %Aw; yra proporcingas darbo jégos paklausai dy, tai turésime
%Awt = ’}/df

Cia v yra ekonominis parametras. Kadangi nedarbo lygis u; yra atvirksciai
susijes su darbo paklausa, tai

1
dy =a+n—.
Ut
Sujunge gautas dvi lygtis, iSvedame modelj
1
SoAwpya +yn—.
Ut
Modelis yra netiesinis tiek parametry, tiek kintamuyjy atzvilgiu. Tadiau,

paryméje Y; = %Awy, X, = 1/ug, fi = na, fo = 1, gauname paprasti-
ausia tiesinj regresinj modelj.



3 SKYRIUS. BENDRASIS TIESINIS REGRESINIS
MODELIS

3.1 EKONOMINIS UZDAVINYS IR
EKONOMETRINIS MODELIS

Kaskart greito maisto restorano mésainiy skyriui reikia nuspresti kiek kita
savaite investuoti reklamai ir kokia nustatyti mésainiy kaina. Vadybininkus ypaé
domina pelnas (bendrosios pajamos), gaunamas i§ investicijy i reklama.

e Ar, padidinus investicijas i reklamg, pelnas (bendrosios pajamos) padidéja?

e Jei taip, ar pelnas yra pakankamas, kad pasiteisinty iSaugusios iSlaidos rekla-
mai?

Be to, vadybininkams ne maziau svarbi kainy strategija.
e Ar kainy sumaZinimas padidinty pajamas?
e Ar tas padidéjimas esminis?

Jei kainos sumazinimas reiksty tik nedidelj pardavimo padidéjima, tai pelnas gali ir
sumaZéti (paklausa neelastiska kainoms). O toks kainos sumazinimas, kuris ryskiai
padidinty pardavima, aiskiai padidinty ir pajamas (paklausa elastiska kainai). Visi
tie klausimai svarbus efektyviai vadybai. UZdavin] sutrumpintai vadinsime PRK —
pelnas, reklama, kaina.

Nustatykime kintamuosius ir ekonominj modelj. Paaiskinamasis kintamasis —
pazymeékime ji tr — pajamos per savaite. Tirsime jo priklausomybe nuo kainos p ir
reklamos i§laidy a tai savaitei. Kintamieji ¢r ir @ matuojami tukstandiais lity, o p
— litais. Ekonomikos teorija pirmiausia rekomenduoty tiesine priklausomybe:

tr = B1 + Bap + Bsa. (3.1)

Pakomentuokime (3.1) modelj. Pirmiausia i§siaiskinkime galimas parametry (1, 82
ir O3 interpretacijas.

Parametras (2 rodo pajamy tr pasikeitimg tukstanciais lity, kai kaina pakinta
vienu litu, o i8laidos reklamai nekinta:

otr

52:87]7-

Parametras (, gali buti tiek teigiamas, tiek neigiamas. Jei jis yra teigiamas, tai
kainos padidéjimas i$8aukia pajamy padidéjima, o tai reigkia, kad paklausa yra nee-
lastiska kainai. Paklausos elastiSkumas kainai reigkia, kad didéjant kainai, pajamos
mazéja (f2 < 0.)
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Parametras (33 apraSo pajamy reakcija j iSlaidas reklamai. Kitaip tariant, (3
lygus pajamuy tr pasikeitimui (1000 Lt), kai islaidos reklamai a padidéja vienu
vienetu (1000 Lt), o p lieka pastovus:

atr

Py =5
Tikétina, kad B3 > 0. Tai yra, tikétina, kad padidinus iSlaidas reklamai, bendrosios
pajamos padidés. Jei B3 < 1, tai i8laidas reklamai padidinus 1000 Lt, bendrosios
pajamos padidés, bet maziau nei 1000 Lt. Jei 83 > 1 — tai daugiau nei 1000 Lt.
Tokiu budu parametras (83 parodo ir i§laidy reklamai atsiperkamumg. Taigi siekiant
nustatyti reklamos politika, labai svarbu teisingai jvertinti parametra fJs.

Laisvasis narys (31 vaidina pagalbinj vaidmenj ir yra skirtas modelio subalansav-
imui, siekiant geresnés prognozés.

I ekonominj sarysj, aprasoma (3.1) formule, Ziurime kaip i vidutiniy pajamy
priklausomybe nuo kainos ir ilaidy reklamai, t.y. (3.1) lygtis isties yra

E(tr|p,a) = B1 + fop + Baa.

Bet kaina ir iSlaidos reklamai PRK pavyzdyje yra determinuoti, t.y. i§ anksto
nustatomi dydziai. Todél E(tr|p,a) = E(tr), ir lygtimi

E(tr) = 1 + Bop + B2a

apraSome vidutiniy pajamy priklausomybe nuo kainos ir islaidy reklamai. Atitinka-
mas ekonometrinis modelis yra

tr = B+ Bop + Bza + €. (3.2)

Tiesiné dalis 51+ 02p+F3a apraso sistemine pajamy tr priklausomybe nuo kainos p ir
iglaidy reklamai a. Tuo tarpu atsitiktiné paklaida ¢ aprago tiek praleistus faktorius,
darancius itaka pajamorms, tiek, kaip véliau matysime, galimas kainy agregavimo
paklaidas, praleistg informacija ir pan. Surinktus duomenis (trs, ps, as, t = 1,...,7T)
apraSome pagal pasirinkta modelj taip:

try = B1 4 Bape + Baar + ¢4, t=1,...,T. (3.3)

Vadinasi, kiekvieng konkrety duomenj traktuojame kaip atsitiktinio dydzio, apra-
Somo (3.2) lygtimi, tam tikra kopija. Surinktuose duomenyse pasléptai informacijai
paprastai budingas neapibréZtumas. Juos apraSome atsitiktiniais dydziais ;,t =
1,...,T, kurie dar vadinami modelio inovacijomis arba modelio paklaidomis.

Gautas (3.3) modelis yra atskiras bendrojo tiesinio regresinio modelio atvejis,
atitinkantis du regresorius.
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3.2 KTR MODELIS

Bendrasis tiesinis vienos lygties regresinis modelis, atitinkantis d regresoriy,
apraSomas lygtimi
Y =01+ B2 Xo+ -+ BaXa + ¢ (3.4)

¢ia Y — endogeninis kintamasis (dar vadinamas regresantu arba paaiskinamuoju
kintamuoju), X, ..., X4 —egzogeniniai kintamieji (daznai dar vadinami regresoriais
arba paaiSkinanciaisiais kintamaisiais); ¢ — atsitiktinis faktorius; 01, 02,...,084 —
iSreik§tiniai modelio parametrai. Atitinkamas duomeny

YVt;XQt;XSt;-'Wth t= 17"'7T
generavimo mechanizmas aprasomas modeliu
n261+ﬁ2x2t+"'+ﬁdth+€ta t:1a2a"'aT' (35)

Cia e, t = 1,2,...,T — atsitiktiniai faktoriai, dar vadinami modelio inovacijomis,
triuk§mu arba paklaidomis.

(3.2) modelis gaunamas i§ bendrojo tiesinio regresinio (3.5) modelio, kai d = 3,
Y, =try, Xo = pr, X3t = a;. Taigi (3.2) modelj galime perrasyti taip

Yi =01+ BoXot + B3 X3t +e, t=1,...,T. (3.6)
Toliau (3.5) modelj patogiau uZrasyti vektoriniu budu
Y,=X[B+e, t=1,....T, (3.7)

kai Xy = (1, Xot,..., Xa)", B=(01,...,04)" arba vektoriniu-matriciniu:

Y = X3 +e, (3.8)
kai
Yl €1 ﬁl
Y = : , €= : , B= : ;

Yr Er Ba

1 Xo1 ... Xu X7
x=|: : o=

1 Xop ... Xur X7

Matrica X vadinama projektine arba plano' matrica. Atskiru atveju, kai d = 3, ji

yra
1 X1 X3

1 Xor Xsr

langl. design matrix
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Jei nepasakyta kitaip, laikysime, kad T" > d. Be to, laikysime, kad atzvilgiu egzo-
geniniy kintamuyjy teisingos $ios dvi prielaidos.

T1. Egzogeniniy kintamyjy pastovumo: kintamieji X5, X3,..., Xy yra nesto-
chastiniai dydziai.

T2. Kolinearumo: tarp vektoriy eiluciy
(1,...,1), (Xo1,...,Xor),...,(Xa1,.-., Xar)

neéra tiesinés priklausomybés. Kitaip sakant, matrica X yra pilno stulpeliy

rango.
Paklaidoms (e¢,t = 1,...,T) dazniausiai taikysime 3ias salygas:
F1. Nuliniy vidurkiy: Eey = --- = Eep = 0, t.y. Ee = 0. Si salyga reiskia,

kad visy modeliu padaryty netikslumy, praleisty kintamyjy ir pan. vidutiné
itaka kintamajam Y yra nuliné.

E2. Homoskedastiskumo: wvar(e;) = o su visais t = 1,...,7T. Tai yra atsitik-
tiniy dydziy €1,¢€9,...,er skirstiniai turi vienodas dispersijas o2. Paprastai
dispersija o2 yra nezinomas neireikitinis modelio parametras ir aprago nea-
pibréztumuy, slypin¢iy duomenyse, apimtj. Homoskedastinis modelis reigkia,
kad kiekviename stebéjime slypinciai informacijai budingas vienodas neapi-
bréztumas.

FE3. Nekoreliuoty paklaidy:

cov(er,e5) = E(ey — Eey)(es — Ees) =0, kai t # s.

Labai daznai sutinkama gausiniy paklaidy salyga:

E4. atsitiktiniai dydziaieg,eq, ..., e, yra nepriklausomi ir turi vienoda normalinj
pasiskirstima su nuliniu vidurkiu ir dispersija o2.
Priminsime, kad atsitiktinio vektoriaus £ = (&1,...,&4)” kovariaciné matrica yra
cov(§) = E(§ — E€)(§ — E) =
& — E&
E : (61— B, ..., 80— E&q) =
§a— Eéa

var(§1)  cov(&1,&2) ... cov(&r,&a)

COU(f.d, &) COU(f.d» £2) .. var(&a)

Jei paklaidos €1, ..., e yra homoskedastinés ir nekoreliuotos, tai

cov(e) = o°I.
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Cia ir toliau I Zymi vienetine matrica, kurios dimensija aigki i§ konteksto. Tais
atvejais, kai dimensija bus butina pabrézti, priraSysime indeksa: d x d vienetine
matricg zZymésime I.

Paminétos salygos charakterizuoja klasikinj tiesinj modelj, t.y.

(3.5) modelis, kurio atzvilgiu teisingos T1,T2, E1, E2 ir E3 salygos,
vadinamas klasikiniu tiesiniu regresiniu modeliu (sutrumpintai KTR
modeliu).

Klasikinj tiesinj regresinj modelj, kurio paklaidoms teisinga (E4) salyga
vadiname gausiniu klasikiniu tiesiniu regresiniu modeliu (sutrumpintai
GKTR modelis).

Beje, jei teisinga (F4) sglyga, tai teisingos ir (F2, E3) salygos.

3.3 PARAMETRU [VERTINIMAS

Kaip ir papraséiausio regresinio modelio, taip ir bendrojo modelio parametrus
galime jvertinti jvairiais metodais. Populiariausi i§ jy: maZziausiy kvadraty, korelia-
cijy, maksimalaus tikétinumo, maziausiy absoliutiniy nuokrypiy, kvantilinis. Cia
aptarsime tik maziausiy kvadraty metoda. Kiti bus aptariami vélesniuose kursuose.

3.3.1 MAZIAUSIU KVADRATY METODAS

Tiesinio (3.4) modelio parametry B jvertinimas maZiausiy kvadraty metodu
remiasi paprastu pastebéjimu, kad

argmin E(Y —b)? = EY.
beR

Priminsime, kad argmin reiskia tg argumento reik8me, kuriame funkcija igyja savo
maziausig reikSme. Tai yra, kvadratinio vidurkio prasme atsitiktinio dydzio vidurkis
yra geriausia jo skaitmeniné aproksimacija . Nustate tiesine atsitiktinio dydzio Y
vidurkio priklausomybe nuo kintamyjy Xi,..., Xy, FY = 61+ (2 X1+ -+ + 84Xy,

parametrus 31, ..., 34 galime jvertinti suskaiciave argming, ,, . p,)ere E(Y —b1—
by Xy — -+ — by X4)?. Kvadratinj nuokrypj jvertine empiriniu, apibréziame
T
o S ) )
By, Bas - Ba) = argmin Y (Yy—by — by Xoy — -+ — baXar).

(b1,b2,...,ba)ERT ;4
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Tai ir yra parametry (01, B2, ..., 84) maZiausiy kvadraty jvertinimas. Juos surasti
daug papras¢iau panaudojus matricine modelio i8raiSka. Aibrézkime funkcija

T
f(b) = (Y = Xb)(Y — Xb) = > (Vi — X;b)>, b= (b1,...,bs)” € R".

t=1

3.3.1 apibrézimas. Modelio, aprasomo (3.8) lygtimi, parametro B maziausiy kvad-
raty jvertinimas yra

B = argmin f(b).
be R4

-~

Kitaip tariant f(3) = mingcga f(b). Funkcijos f(b) minimumo tagka rasti ne-
sunku. Kadangi
fO)=Y"Y -2 XY +b" X" X},

suskai¢iave §ios funkcijos iSvestine taske B ir, prilygine ja nuliui, gauname lygtj
—2X"Y +2X7X =0. (3.9)
Pagal kolinearumo prielaida, matricos X7 X rangas lygus d. Vadinasi egzistuoja
atvirkitiné matrica (X7X)~! ir (3.9) lygtj galime iSspresti. Jos sprendinys yra
B=(X"X)'X"Y. (3.10)
Pazyméje
A=(X"X)'X", (3.11)
(3 ivertinimg uzraSome B =AY. Pritaike (3.8) formule, matome, kad
B=(X"X)"'X"Y = (X"X) ' X"(XB+e)=
(X™X)"'X"XB+(X"X) 1 X"e =3+ Ae.
Taigi .
B =P+ Ae. (3.12)

Gautaja formule ne karta remsimes.
Regresijos liekanos yra

=Y —Y, =Y, — (B + BoXot + - + BaXar,

t =1,...T. Liekany vektoriy € = (€1,...,84)" galime iSreiksti regresijos paklaidy
vektoriumi e:
E=Me, M=1-X(X"X)'X". (3.13)

Klasikinio tiesinio regresinio modelio dispersija jvertiname pasinaudoje regresijos
liekanomis. Paprastai naudojamas 3is dispersijos jvertinimas:

T
1 1
~2 ~2 PN
g = mfilgt = T—ds E. (314)
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3.3.2 PRK MODELIO JVERTINIMAS
Dviejy regresoriy (3.6) modeliui, pazyméje
L T
w=Y-Y, Y=53> Y,
t=1
L T
Tor = Xop — Xo, mg = X3t — X3, X;= T ;Xity 1=2,3,

turime $iuos parametry (1, B2, B3 jvertinimus:

By = D Yea 3 TR — D0 Yea Zl'z;l'gt
> x%t > x%t - ( > 5“2t$3t)

By = D YeTae Yo Th — Do YTy $22t$3t (3.15)
Do T3 D aE — ( > 3327590375)

B =Y — Xz + B3 X5

Pasinaudoje gautomis formulémis ir duomenimis (Zr. Zemiau esandig lentele),
randame parametry jver¢ius nagrinéjamam PRK modeliui:

B1 = 104.79,
By = —6.642, (3.16)
By = 2.984.
Taigi jverintas PRK modelis yra
try = 104.79 — 6.642p, + 2.984a,. (3.17)
Sav. | Pajamos | Kaina | Reklama || Sav. | Pajamos | Kaina | Reklama
1000 Lt Lt 1000Lt 1000 Lt Lt 1000Lt
1 123.1 1.92 124 2 124.3 2.15 9.9
3 89.3 1.67 2.4 4 141.3 1.68 13.8
) 112.8 1.75 3.5 6 108.1 1.55 1.8
7 143.9 1.54 17.8 8 124.2 2.10 9.8
9 110.1 2.44 8.3 10 111.7 2.47 9.8
11 123.8 1.86 12.6 12 123.5 1.93 11.5
13 110.2 2.47 7.4 14 100.9 2.11 6.1
15 123.3 2.10 9.5 16 115.7 1.73 8.8
17 116.6 1.86 4.9 18 153.5 2.19 18.8
19 149.2 1.90 18.9 20 89.0 1.67 2.3
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21 132.6 243 14.1 22 97.5 2.13 2.9
23 106.1 2.33 5.9 24 115.3 1.75 7.6
25 98.5 2.05 5.3 26 135.1 2.35 16.8
27 124.2 2.12 8.8 28 98.4 2.13 3.2
29 114.8 1.89 5.4 30 142.5 1.50 17.3
31 122.6 1.93 11.2 32 127.7 2.27 11.2
33 113.0 1.66 7.9 34 144.2 1.73 17.0
35 109.2 1.59 3.3 36 106.8 2.29 7.3
37 145.0 1.86 15.3 38 124.0 1.91 12.7
39 106.7 2.34 6.1 40 153.2 2.13 19.6
41 120.1 2.05 6.3 42 119.3 1.89 9.0
43 150.6 2.12 18.7 44 92.2 1.87 2.2
45 130.5 2.09 16.0 46 112.5 1.76 4.5
47 111.8 1.77 4.3 48 120.1 1.94 9.3
49 107.4 2.37 8.3 50 128.6 2.10 15.4
o1 124.6 2.29 9.2 52 127.2 2.36 10.2

Vieno greito maisto restorano duomenys

Kokias galime padaryti pirmines i§vadas?

1. Neigiamas koeficientas prie kainos p; rodo, kad paklausa elastinga kainai ir
kainos padidéjimas vienu litu bendras pajamas vidutini$kai sumazinty 6.64
Lt. Arba, sumazine kaing vienu litu, padidintume pajamas vidutiniskai 6.64
Lt. Taigi kainos mazinimas, siulant jvairias nuolaidas ar naujus produktus,
padidinty pajamas.

2. Reklamos koeficientas yra teigiamas. Vadinasi, padidinus reklamos islaidas
1000 Lt, pajamos padidéty vidutinigkai 2984 Lt. Sia informacija jau galime
pasinaudoti. Jei zinosime, kiek kainuoja, tarkime, naujos rusies mésainiy
pagaminimas, galésime iSsiaiskinti ar jy reklamai iSleisti pinigai padidins
pelna.

3. Nenulinis laisvasis narys rodo, kad, jei iSlaidos reklamai ir kainos yra nulinés,
tai gaunamos pajamos vidutiniskai sudarys 104.79 Lt. Akivaizdu, kad tai néra
korektiska. Siame modelyje laisvasis narys vaidina modelio stabilizatoriaus
vaidmenj ir pagerina prognozavimo tiksluma.

Ivertintu modeliu vadybininkai jau gali pasinaudoti. Tarkime, jei ateinané¢ia savaite
meésainiy kaina (agreguota) nustatyta 2 Lt, o reklamai skiriama 10000 Lt, tai prog-
nozuojamos pajamos buty 121.34 Lt:

fr = 104.785 — 6.6419 - 2 + 2.9843 - 10 = 121.34.

3.3.1 pastaba. Neigiamas koeficientas prie kainos reikia, kad, mazinant kaing,
pajamos didéja. ISeity, jog naudingiausia buty kaing padaryti nuline. Bet aki-
vaizdu, kad taip néra. Mat regresiniu modeliu aprasome sarysj tarp ekonominiy
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dydziy, kuriy reik§més yra panaSios j imties reikSmes. Neprotinga ekstrapoliuoti
modelj ekstreminéms reikSméms.

PRK modeliui dispersijg ivertiname pagal (3.14) formule:

., 1805.168

= 36.84.
55 3 36.8

3.4 STATISTIKINES JVERTINIMU SAVYBES

3.4.1 PAPRASCIAUSIOS SAVYBES
3.4.1 teiginys. Jei Fe = 0, tai jvertinimas ,@ yra nepaslinktas, t.y. E,@ =0.

Irodymas. Atsizvelge i (3.12) lygti, turime, kad

EB=FE(B+ Ae) = 8+ AEe = 3.

3.4.2 teiginys. Jei modelis yra homoskedastinis, tai

cov(,@) =o?(X"X) L (3.18)

Irodymas. Kadangi pagal homoskedastiskumo prielaida Fee™ = o1, tai

cov(B) = E(B — EB)(B — EB)” = E(Ae)(Ae)” = E(Aee™ A7) =
AFEee™ AT = Ac’TA™ = c2AA".

Be to,
AAT = (XTX) 7' XT)(XTX) I XT) = (X7X) ) = (XTX)

Pastaroji lygybé teisinga todél, kad matrica X7 X yra simetriné. Taigi (3.18) for-
mulé jrodyta. =

Matricos (X" X)~! elementus pazyméje m;; turime, kad

o*mg; = cov(B3;, Bj), i#j
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ir
) ~
o“my; = var(5;).

Kadangi o2, kaip jau minéta, dazniausiai nezinome, tai nezinome ir cov(3). Jos
jvertinimg gauname vietoje o2 jstate dispersijos jvertinimg 2. Tokiu budu

cov(B) = XTX)" L.
I8 ¢ia randame kiekvieno parametro 3; jvertinimo @- dispersijos jvertinima
W(B\z) = 0%my;
bei kovariacijy cov(@7 BJ) jvertinimus
@v(Bi, B;) = 52mj, i # .
Dviejy regresoriy atveju turime

0_2

(1— 7‘53) Zl’%t’
2

> 5 —ra30
COU(527 53) =

(1-r2)(Ta3) (2 a3)?

Cia 793 yra koreliacijos koeficientas tarp stebéjimy (Xa;) ir (Xs¢):

var(By) = (3.19)

(3.20)

Z T2t T3t
1/2 1/2°
(X a5) " (3 a3,)
Kity parametry jvertinimy variacijos bei kitos kovariacijos turi panagias israiskas.

Labai svarbu suprasti parametry jvertinimy variacijos ir kovariacijy struktura.
Parametro (5 atveju variacijos struktura yra tokia:

T23 =

1. Dispersija o2 jtakoja maziausiy kvadraty jvertinimy dispersija. To ir reikéjo
tikétis, nes o2 atpindi neapibréztuma, slypintj modelio specifikavime. Jei
tas neapibréztumas yra didelis, vadinasi duomenys gali buti labiau iSsibarste
apie vidutine reik8me EY; = (51 + 62 X5 + B3 X3. Tokiu atveju informacijos
apie tikrasias parametry (i, (2, (2 reikSmes bus maZiau ir duomenyse. Ir
atvirkséiai, jeigu dispersija o? maza, tai duomenys bus labiau koncentruoti
apie vidurkj ir juose bus daugiau informacijos apie parametrus.

2. Imties turis T' daro jtaka per vardiklj Zle r3,. Kadangi tai yra neneigiamy
nariy suma, tai, kuo didesnis 7', tuo didesné suma ir mazesné jvertinimo
variacija. Taigi didesné imtis duoda tikslesnj jvertinima.

3. Kvadraty suma ZtT:lxgt apraSo paaiskinanciojo kintamojo (regresoriaus)
variacija apie vidurkj X,. Taigi norint tiksliau jvertinti parametra 3z, reikia,
kad X5 stebéjimy variacija buty kuo didesné. Intuityviai tai yra aiSku, nes
(B2 apraSo regresoriaus Xo jtaks kintamajam Y.
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4. var(ﬁz) vardiklyje yra dydis 1 —735, o ro3 matuoja koreliacija tarp dydziy X
ir X3. Prisiminkime, kad koreliacija matuoja tiesinj sarysi tarp kintamujy.
Jei dydziai Xs ir X3 koreliuoja, tai 1 —r3; yra mazesné uz vienets trupmena.
Kuo didesné koreliacija tarp ty dydziy, tuo ar¢iau nulio bus koeficientas
1 — 125, tuo didesné bus variacija var(3z).

Mésainiy pavyzdyje suskai¢iuojame

~ 42.026  —19.863 —0.16111
cov(B)=| -19.863  10.184  —0.05402
—0.16111 —0.05402  0.02787

3.4.3 teiginys. Dispersijos jverinimas yra nepaslinktas, t.y. Eo? = o2.

Irodymas. Pasinaudoje (3.13) sarySiu, gauname:

EG? =E(T —d)"'e7e=
(T —d)"'E(Me)"Me = (T —d) " *Ee"M™Me =

3.4.2 GAUSO-MARKOVO TEOREMA

Priminsime, kad T' x T matrica V vadinama teigiamai apibrézta (Zymeésime
V > 0), jei ™Vx > 0 su bet kuriuo = € RT. Jei V5 ir V, yra dvi teigiamai
apibréztos matricos, tai sakysime, kad V3 > V5, jei V3 — V5, > 0.

2 teorema. (Gauso—Markovo) Klasikinio tiesinio modelio parametro (3 maZiau-
siy kvadraty jvertinimas 3, tarp visy tiesiniy nepaslinkty parametro (3 jvertinimy
turi maziausig kovariacine matrica.

Irodymas. Jau jrodéme, kad maziausiy kvadraty jvertinimas ,@ yra nepaslinktas ir
tiesinis. Tiesiniy parametro 3 jvertinimy klas¢ galime apibrézti taip: 8 = C'Y’, kai
C yra bet kuri T x d eilés matrica. Ivertinimas 3 yra nepaslinktas, kai

EB=ECY =EC(XB+¢)=CXp3=3.

Vadinasi, butinai
CcX =1T. (3.21)

Kadangi 8 = B8 + [C — A]Y, pritaike (3.12) formule, iSvedame

B=pB+Ae+ (C—AY =
=B+ Ae+ (C - A)e=p+Ce.
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Dabar galime suskai¢iuoti ivertinimo E kovariacine matrica

cov(B) = 02CC™ = 0> AA™ 4+ 0*(CCT — AA").
Bet CA”" = AC™ = AA™ = (X" X) 7!, todél (CC™ - AA™) = (C - A)(C - A)".
Kadangi pastaroji matrica yra neneigiamai apibrézta, tai

cov(a) > 02 AA” = cov(B).

3.4.3 GKTR MODELIO SAVYBES

_ Dar daugiau savybiy galime surasti klasikiniam tiesiniam Gausiniam modeliui.
Siame skyrelyje tirsime klasikinj tiesini Gausinj modelj:

Y = XB+e. (3.22)

Paklaidy vektorius € turi normalinj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir kovariacijy ma-
trica cov(e) = o2I. Taigi ir vektorius Y = Ny (X3, 021).

Nagrinésime parametry jvertinius, surastus maziausiy kvadraty metodu. Prim-
insime, kad parametro 3 maZiausiy kvadraty jvertinimas yra

B=(X"X)"'X"Y =+ Ae,

o dispersijos o2 jvertinimas 62 = (T —d)~'é7&; ¢ia & = Y — X B — regresijos liekany
vektorius.

3.4.4 teiginys. Klasikinio tiesinio Gausinio (3.22) modelio atveju d-maté statis-
tika R
07 = o (X"X)/*(B - B)

turi standartinj d-matj normalinj skirstinj.

Irodymas. Pasinaudosime tokia savybe: jei & 2 Ny(a,¥) ir V yra d x d matrica,

tai
ve R Ny(Va,VSVT).

Tai i8plaukia i§ kintamyjy keitimo formulés. Kadangi B—B = Acire R Nr(0,021),
tai

Ae B N7 (0,02AA7),
o (XXT)2Ae R N7 (0, (X XT)/2AAT((XXT)/2)7).
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Lieka pastebéti, kad

(XXT)I/QAAT((XXT)l/Z)T — (XXT)l/QAAT(XXT)l/Q —
(XXT)l/Q(XXT)—l(XXT)l/Q - T.

3.4.5 teiginys. Klasikinio tiesinio Gausinio (3.22) modelio atveju statistika

T—-d

2

1
o2

Gl
o o

turi x? skirstinj su T — d laisvés laipsniais.

Jrodymas. Kadangi € = Me, tai &7 =" M™Me. Beto, M™ = M ir M? = M,
orank M = T —d. Todél egzistuoja tokia ortogonalioji matrica O, su kuria OM O”
yra diagonaliné matrica, kurios diagonaléje yra T'—d vienetuky ir d nuliy. Kadangi
normalinis skirstinys yra invariantinis ortogonaliyjy transformacijy atzvilgiu, tai

e R Oe. Taigi
T T T D +r T D o 2
Ee=eM Me~e"O"M"MQOe ~e]+ - +¢e7_g.
Kadangi 0~2¢2 turi standartinj normalinj skirstinj, tai

1
52

p 1
~ (et ey

g’
o o

turi X2T7d skirstinj. =

3.4.6 teiginys. Klasikinio tiesinio Gausinio (3.22) modelio atveju su kiekvienu

a € R? statistika .

ovaTa

0 = a"(XTX)V?*(B - B)

turi Stjudento skirstinj su T — d laisvés laipsniais.

Irodymas. Pazyméje

gauname, kad
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Atsitiktinis dydis £ turi standartinj normalinj skirstinj. Tikrai, jei v ~p Ng(0,%),
tai su kiekvienu a € R? atsitiktinis dydis a”v ~p N(0,a”Ya). Vadinasi,

o la" (X" X)2(B - B) R N(0,a"a)

ir
¢= #aT(XTX)l/Q(B— Bla R N(0,1).

ocvara
Remiantis (3.4.5) teiginiu n? turi x? skirstinj su 7 — d laisvés laipsniais. Lieka
jirodyti, kad atsitiktiniai dydziai § ir n yra nepriklausomi. Tam pakanka jrodyti,
kad atsitiktinis vektorius B8 — 3 = Ae ir atsitiktinis dydis €7 = e" M"™ Me yra
nepriklausomi. Tai savo ruoZtu, bus teisinga, jei jrodysime atsitiktiniy vektoriy Ae

ir M e nepriklausomuma. Kadangi abu vektoriai turi Gauso skirstinius, tai jie yra
nepriklausomi, jeigu jie yra nekoreliuoti. Suskai¢iuokime

cor(Ae, Me) = EAee" M™ = 0’ AM™ =
A(X™X)TIXT)(I - X(X"X)'XT) =0.

3.5 INTERVALINIS PARAMETRU JVERTINIMAS

Intervalinis parametry jvertinimas remiasi lygtimi

P(—tcgakAﬁk<tc>:1—a. (3.23)

se(Br)

Cia o — pasirenkamas lygmuo. Dydis f. nezinomas. Jj randame, kai Zinome statis-
tikos
Br — Bk

=

se(Br)

skirstinj. GKTR modelio atveju statistikos skirstinys yra t skirstinys su T'—d laisvés
laipsniais. I8 ¢ skirstinio lenteliy randame tokj ¢., kad P(t > t.) = «/2. Intervalas

(B — tese(Br), By + tese(By)]
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yra parametro G 100(1 — «)-procentinis paskiliautinis intervalas. Grizdami prie
meésainiy pavyzdzio, turime

T = 52, d=3;
By =104.79,  se(B) = (B1) = 6.483;

J
Y| o

~

Bo=—6.642, se(B) =

)

<

ar(B2) = 3.191;

~

Bs =2.984,  se(Bs) = \/var(Bs) = 0.1669.

siq informacija panaudosime 95 procenty paskliautiniy intervaly radimui. Lais-
veés laipsniy skaic¢ius yra T'— d = 52 — 3 = 49. Kritiné reik§mé yra t. = 2.01.
Parametrui 02 pasikliautinis intervalas yra [—13.06, —0.23]. Intervalas akivaizdziai
per didelis ir néra informatyvus. Kitaip tariant, parametro (s jvertis Bz = —6.642
yra nerealus, nes jo standartiné paklaida didelé.

Parametrui (3 95-procentinis paskliautinis intervalas yra (2.65,3.32), Tai pa-
kankamai siauras intervalas. Jis reiskia, kad, padidinus reklamos islaidas 1000 Lt,
pelnas padidés tarp 2650 ir 2320 Lt.

Parinke Borelio aibe A C RY i§ lygties

(2m) /2 / exp{—z"x/2}dx = 0 (3.24)
A

randame, kad R

P(BeB+o(XXT)/24)=0. (3.25)
Priminsime, kad F(A) = {F(x) :x € A}, 0 A+ x = {y+x:y € A}. Vadinasi,
B+ o(X X7)Y/2 A yra vektoriaus B 6-pasikliautinumo aibé. Akivaizdu, kad (3.24)
lygties sprendinys yra daugiareik¥mis. Todeél tikslinga nagrinéti tokias aibes, kurias
apraso vienas parametras ir kurj galime vienareikdmiskai rasti, iSsprende (3.24)
lygtj. Pavyzdziui, nagrinékime aibe A = A, = {x € R? : 72 < r}. Tai — Euklidinis
rutulys, kurio centras yra koordinagiy pradzioje, o spindulys r. Siuo atveju (3.24)
lygtis virsta lygtimi

(2m) /2 / exp{—a"z/2}dx = / 20 — 6.
0

r

Ja iSsprende, randame r = 7y ir atitinkama pasikliautine sritj
{ueR: o(u+PB) X X(u+p8)=r}.

Tai yra elipsoidas.
3.4.5 teiginj galime pritaikyti dispersijos pasikliautinéms sritims apraSyti. I8
lygties
0= P(t1 < X7_q < ta)
parinke t1,t9, gauname, kad
~2 ~2

(T an T an)
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yra parametro o2 f-procentinis pasikliautinis intervalas.

3.6 KTR MODELIS: HIPOTEZIU TIKRINIMAS

3.6.1 VIENPUSES HIPOTEZES

Pradésime mésainiy pavyzdziu ir, sekdami jau anksc¢iau turéta vienpusés hipo-
tezés patikrinimo schema, patikrinsime paklausos elastinguma kainoms. Paklau-
sos elastingumo atzvilgiu svarbu i8siaigkinti, ar kainos sumazéjimas reigkia pelno
sumaZéjima (paklausa neelastinga kainai), ar atvirksiai — kainos sumazéjimas pa-
didina pelng (paklausa elastiSka kainai). Pasinaudodami anks¢iau aptarta hipoteziy
patikrinimo schema, pirmiausia nustatiome nuline hipoteze.

1. Hy: [2 >0 (reiksty, kad paklausa néra elastiska kainai)
2. Hy: [2 <0 (paklausa yra elastiska kainai)
3. Sudarydami statistika, elgiamés taip, tarsi nagrinétume hipoteze G5 = 0. Jei
ji teisinga, tai testiné statistika buty
B>
= ——=— ~1lr-q),

36(52)

1/2

se(2) = (var(B))

4. Kritine sritj sudarys tokios reik§meés, kurios neturéty pasirodyti, jei hipotezé
teisinga. 5% pasikliovimo kritine reiksme ¢, randame i3 lygties

P(t(T,d) <t.) = 0.05.

Nuline hipoteze atmetame, jei ¢t < t.. Turédami imtj, kurios turis 7' = 52, ir
modelj su dviem regresoriais, i§ lenteliy randame ¢, = —1.68.

5. Suskaifiuojame statistikos reik§me

B —6.642
_ P = —2.08.
se(Bs) 3191
Kadangi t = —2.08 < t, = —1.68, nuline hipoteze atmetame alternatyvos

Hy: B2 > 0 naudai. Siuo atveju alternatyva labiau atspindinti duomenis.

6. Suskaiciuojame duomenis atitinkancig p-reikSme: p = 0.021 = P(t(zg) <
—2.08).
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Kita jdomi hipotezé: ar iSlaidy reklamai padidinimas pakankamai padidins
pajamas (tiek kad atsipirkty pacios islaidos reklamai). Taip bus, jei O3 > 1.
Patikrinkime §ia hipoteze.

1. H()Z ﬁggl
2. Hy: ﬁ3>1

3. Testiné statistika yra

Bz —1 ter—a
= = T—d
se(0s3)
4. Pasirinke reik§mingumo lygmenj o = 0.05, nuline hipoteze atmesime, jei

t>t.=1.68.
5. Testinés statistikos reiksmeé yra

29841

=11.89.
0.1669 89

Kadangi 11.89 > 1.68, nuline hipoteze atmetame alternatyvos naudai. Siuo
atveju ir p reik¥mé yra labai maza (apie 107'2). Taigi, turime statistikinj
patvirtinima, kad reklamos islaidy padidinimas pasiteisins iSaugusiomis pa-
jamomis.

Cia panaudoti vienpusiai testai. Todél ir atitinkama kritiné sritis imta vienpuseé,
tai yra 1.68.

3.6.2 KOEFICIENTU REIKSMINGUMO TESTAI

Nagrinédami daugelio kintamuyjy regresinj modeli, paprastai esame jsitikine,
kad kiekvienas parinktas regresorius jtakoja endogeninj kintamaji. Jei kintamasis
X nedaro jtakos dydziui Y, tai turéty buti 8 = O. Si teiginj reikia patikrinti.
Atitinkamas testas vadinamas reik§mingumo testu.

Norédami patikrinti ar duomenyse yra informacijos apie endogeninio kintamojo
Y sary§i su kintamuoju Xy, tikriname nuline hipoteze

Hy: Br=0

atzvilgiu alternatyvos
H1 : ﬁk 75 0.

Jei nuliné hipotezé teisinga, tai Gausinio modelio atveju
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Kritine srit] nustatome atsizvelgdami j alternatyva. Dvipusés alternatyvos atveju
(nelygu nuliui) kritiné sritis yra {|t| > ¢.}, kai t, randama i3 lygties

P(‘tT,d| 2 tc) = a/2.

Patikrinkime kiekvieno koeficiento reik§minguma nagrinégjamame PRK pavyzdyje.
Pirmiausia patikrinkime kainos jtaka pelnui.

6.

1. Hy: (2=0
2. Hi: B#0
3.
4

Testiné statistika yra t = 32/36(62).

. Parinke reik§mingumo lygmenj a = 0.05, randame kritine reiksme ¢, = 2.01.

Taigi kritiné sritis yra {|¢t| > 2.01}.
Suskai¢iuojame statistikos reik§me turimiems duomenims:

—6.642
= = —2.08.
3.191 08

Kadangi | — 2.08] = 2.08 > 2.01, nuline hipoteze atmetame alternatyvos
naudai.

preikimé yra P(|t49] > 2.08) = 0.042 < 0.05.

Patikrinkime reklamos reik§minguma.

1.
2.
3.

Hy: (3=0

Hy: (B3#0

Testiné statistika yra ¢t = Bgse(ﬁg). Kai teisinga nuliné hipotezé ir modelis
yra Gausinis, tai ¢ 2 t(49)-

Parinke reik8mingumo lygmenj a = 0.05, randame kritine reikSme ¢, = 2.01.
Taigi kritiné sritis yra {|¢t| > 2.01}.

Suskai¢iuojame statistikos reik§me turimiems duomenims:

2.984
t= =17.
0.1669 788

Kadangi 17.88 > 2.01, nuline hipoteze atmetame alternatyvos naudai.

3.6.3 TIESINIY HIPOTEZIU TESTAI

Nagrinékime modelj

Y=XB+e
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ir jo atzvilgiu hipoteze:
HO : R,@ =u.

Cia R yra duota g X d matrica, o u € R? — duotas vektorius. Kitaip sakant, reikia
patikrinti, ar parametrai 3 tenkina hipoteze nusakyta apribojima. Sios hipotezés
tikrinimui galime pritaikyti keleta metody, kurie tiesinio modelio ir tiesiniy apribo-
jimy atveju yra ekvivalentus. Pirmojo metodo esmé tokia. Nagrinéjame parametro
B marziausiy kvadraty jvertinima (3. Suskai¢iuojame, “kiek skiriasi” RB nuo u.
Jei tas skirtumas didelis, hipoteze atmetame kaip nepagrista, o jei néra didelis —
tariame, kad duomenys hipotezei neprieStarauja. Norint §] metoda realizuoti, reikia
apibrézti statistika, kuri aprasyty dydziy R3 ir v atstuma.

Pirmiausia tarkime, kad ¢ = 1. Tai yra, u = v € R yra skaliaras, o R - 1 x d
vektorius eiluté. Tuomet tiesiog galime nagrinéti skirtumg R3 — u. Apibrézkime
statistika R

oY (R(X"X)'R")"V%(RB — u).

Jeigu teisinga hipoteze Hy, t.y. v = R(3, tai
rr =0 HR(X"X)'R")TV*(RB —u) =
o (R(XX)"'R")"V*R(B ~ B) ~p N(0,1).

Tagiau dazniausiai dispersija o? néra Zinoma. Todél ja reikia pakeisti jvertinimu
~2
ag~.

3 teorema. KTGM atveju, jei teisinga hipotezé Hy ir ¢ = 1, tal statistika

Fr=0 YR(X"X)'R")"V*(RB —u) ~p tr_q.

Irodymas. Statistiky 7r galime uZragyti

~ \/T—d’TT

Kadangi 70 ~p N(0,1), 0 (T'—d)5?/0? ~p x%_,, licka pastebéti, kad tie du dyd7iai
yra nepriklausomi. Tam pakanka jsitikinti, kad atsitiktiniai dydziai R,@ ir €€ yra
nepriklausomi. =

Jeigu alternatyva yra RG # wu, tai testas yra dvipusis, o jei alternatyva yra
R > u (arba R < u), — vienpusis. Bet kurio testo atveju pirmiausia pasirenkame
patikimumo lygmenj — maza skai¢iy « ir randame kritine sritj G. Statistikos 7r
skirstinys yra stjudento su T —d laisvés laipsniais. Dvipusio testo atveju i§ stjudento
kvantiliy lentelés randame +tr_4(a/2) tokius, kad

a=P(rr < —tr_q(a/2) arba 7r > tr_q(a/2)) =
1-— P(—tT,d(Oé/Q) < ?T < tT,d(Oé/Q».
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Tada kritiné sritis yra
Gy = (=00, —tr_g(a/2)) U (tr—a(a/2), 00).

Nuline hipoteze atmetame su reik§mingumo lygmeniu «, jei statistikos 7 reik§mé
patenka j kritine sritj G,.
Panagrinékime hipoteze
HO : 51 =0

prie§ alternatyva

H1 : ﬂl 75 0.
Tai yra jau nagrinétas koeficienty reik§Smingumas. Nesunku matyti, kad tai yra
atskiras bendros tiesinés hipotezés atvejis, kai

R =(0,...,0,1,0,...,0).

Tarkime, m;; yra matricos (X7 X)~! ji-tasis elementas. Tuomet R(X7 X)) 'R™ =
my; ir atitinkama t-statistika yra

Bi
8T1 /Mg ’
kuri turi stjudento skirstinj su 7" — d laisvés laipsniais. Be to, nesunku matyti,

kad t = Bi/se(ﬁi). Tai yra ta pati testiné statistika, kuria naudojome testuodami
parametry reikSminguma.

T =

3.6.1 pavyzdys. Nagrinékime hipoteze¢ §8; + 3; = 0, kuri yra tiesiné ir aprasoma
matrica
RrR=(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0).

Siuo atveju R(X™X)™'R™ = my; + 2m;; + mj; ir atitinkama statistika
Bi + B

6'\(77?” + 2mU + mjj)1/2

turi stjudento skirstinj su T — d laisvés laipsniais.
Tarkime, kad modelis yra klasikinis gausinis, t. y. € ~p Np(0,02I). Jei Hy
teisinga, tai
RB—u=R(B—B) ~p Nj0,0°R(X"X)"'R").
Jei matrica R(X™X) ! R" yra neiSsigimusi, t.y. egzistuoja
(R(X"X)"'R)"/? = U,

tai N
U(RB—u) ~p Nq(O,O'2I).
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Taigi statistika
o (RB — ) (R(X"X)'R) " (RB - u) ~p x},).

Ji apraso atstuma tarp Rﬁ ir u. Tac¢iau, kaip matéme ankséiau, dispersija o2 daz-
niausiai yra nezinoma. Todél ja reikia pakeisti jvertinimu. Galiausiai apibrézkime
statistika taip:

Tre=q ' 2(RB—u) (R(X"X) 'R")""(RB — u).

3.6.1 teiginys. Klasikinio tiesinio gausinio modelio atveju, jei teisinga hipotezé
Hy, tai statistika Tr , turi FiSerio skirstinj su (q,T — d) laisvés laipsniais.

Statistika 77 4 daznai vadinama tiesiog £ statistika.

Kol kas esame patikrine hipotezes apie kiekvieno atskirai paimto regresinio mod-
elio parametro reik§minguma. Tam tikslui naudojome t¢-testa. Siame skyrelyje
patikrinsime kiek sudétingesne hipoteze. Nagrinékime klasikinj tiesinj modelj

Y, =B+ BoXot + - - + BaXas + &4
Mus domina nuliné hipotezé
Hy: po=ps=-=04=0
atzvilgiu alternatyvos
H;: bent vienas i§ koeficienty [y # 0.

Jei nuliné hipotezé teisinga, tai né vienas i§ paaiskinancéiyjy kintamuyjy néra reikSmin-
gas. Taigi ir modelis tuo atveju yra beprasmis. Alternatyva nenurodo, kuris i
paaiskinanciyjy kintamyjy yra reik§mingas, tafiau pasako, kad modelis néra bev-
ertis. Tokios nulinés hipotezés patikrinimas atZvilgiu duotos alternatyvos daznai
vadinamas regresinio modelio bendrojo reikSmingumo testavimu. Labai placiai
naudojamas testas, paremtas dviejy regresijos liekany palyginimu. Vienos regre-
sijos liekanos gaunamos nagrinéjant modelj be apribojimy, o kitos — tariant kad
nuliné hipotezé teisinga. Testas remiasi idéja, kad, jei skirtumas tarp ty dviejy re-
gresijos liekany sumy yra reik§mingas, tai prielaida kad teisinga nuliné hipotezé yra
teisinga, aiSkiai sumazina galimybe, jog modelis teisingai apraso duomenis. Todél
duomenys nepalaiko nulinés hipotezés. Jei nuliné hipotezé teisinga, tai tikétina,
kad duomenys palyginami su salygomis parametrams. Taigi liekany kvadraty suma
neturéty smarkiai pasikeisti, jei teisinga nuliné hipotezé. Atitinkama statistika yra

(ESS, — ESS,)/q

F="gss. = a)

Cia ESS,, yra regresijos be apribojimy liekany kvadraty suma, o ESS, — regresijos
su apribojimais liekany kvadraty suma. Statistika F' turi Figerio skirstinj su (¢, T —
d) laisveés laipsniais.
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Niustracijai panagrinékime PRK modelj. Norime patikrinti hipoteze
Ho: pB2=0, B3=0

prie§ alternatyva
H,: arba (3 #0, arba (3 #0.

I8 lenteliy randame

P 5888.09

36.84

Taip pat randame 5 procenty kritine reiksme, atitinkanc¢ig F skirstinj su (2,49)

laisvés laipsniais. Ta reiksmé yra F, = 3.187. Kadangi 159.83 > 3.187, nuline
hipoteze atmetame alternatyvos naudai.

= 159.83.

3.7 SUDERINTUMAS

Anks¢iau apibréztas dydis R? tinka ir daugelio kintamyjy regresiniam modeliui.
Teisingos ir tos pacios formulés. Priminsime, kad determinacijos koeficientas yra

_RSS _y(i-Y)?

R? -
TSs  Y(Vi-Y)?

,_Bss _ o YE
TSS (Y -Y)?

Nagrinéjamame pavyzdyje daliné ANOVA lentelé yra tokia.

Variacija DF | Kvadraty suma

Paaigkinta 2 11776.18
Nepaaiskinta | 49 1805.168
Pilnoji 51 13581.35

Apskai¢iuotas determinacijos koeficientas yra

1805.168

R2=1-_—"—~2
13581.35

= 0.867.
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Vadinasi, net 86.7 procentus pilnosios variacijos pelno duomenyse paaiski-
nama modeliu, t. y. kainy ir i§laidy reklamai variacijomis. Tai labai aukstas
procentas. Jis reigkia, kad duomenyse tik 13.3 procentai pelno variacijos
lieka nepaaigkinta, ir ta dalis variacijos priskirtina paklaidoms.

Kaip minéta, determinacijos koeficientas yra vienas i§ rodikliy, apraSan-
¢iy modelio suderintuma su duomenimis. Mat R? yra ir koreliacijos koe-
ficientas tarp (}Aft) ir (Y;). Koreliacijos koeficientas, savo ruoztu, matuoja
tiesinj sary$i tarp kintamuyjy.

Viena problema, kuri atsiranda, naudojant R2, yra ta, kad jo reikime gal-
ima dirbtinai padidinti, pridéjus papildomus paaiskinamuosius kintamuosius.
Todél daugelio kintamyjy regresiniams modeliams naudojamas pataisytas
determinacijos koeficientas

— . ESS/(T —d)
R _1__TSSAT¥—M'

Nagrinéjamame pavyzdyje R = 0.8617. Taip apibréztas koeficientas vadi-
namas apibendrintu determinacijos koeficientu. Jis gerokai silpniau reaguoja
] pridedamus papildomus kintamuosius dél laisvés laipsniy skaic¢iaus T — d
vardiklyje.

3.8 KAI KURIYJ EKONOMINIU HIPOTEZIU PATIKRINIMAS

Nagrinékime Siek tiek bendresnj ekonometrinj modelj mésainiy pavyz-
dziui. Tikslinga kelti tokj klausima: ar pajamy tiesiné priklausomybe nuo
kainos ir reklamos i§laidy tinkamai atspindi realig situacija? Ar modelis néra
labai jau idealistinis? Abejoniy kelia tai, kad pajamos nepriklauso nuo iglaidy
reklamai didéjimo greicio. Tai yra, kaip greitai bedidintume ilaidas reklamai
(pvz. kiekviena savaite reklamai iSleidziama vis daugiau), pajamos kinta
tuo padiu dydziu. Tai lengva matyti, nes pajamy isvestiné pagal iglaidas
reklamai nepriklauso nuo iglaidy reklamai. Vienas i§ budy modeliui pagerinti
— paaigkinan¢iuoju kintamuoju paimti dar ir a2, ir nagrinéti modelj

tre = B1+ Bape + Baas + Baai + &t (3.26)
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Taip gauname modelj, kuriame tikétiny pajamy atsakas j reklamos islaidas
priklauso nuo reklamos iglaidy. Vidutiniy pajamuy atsakas i a yra

OE (tr,)
8at

= B3 + 2B4a4.

Kai a; padidéja vienu vienetu (tukstanciu lity), o p; nekinta, E(tr) padidéja
(B3 + 204a¢) - 1000 Lt. Norédami nustatyti tiketinus koeficienty 3 ir (4 Zen-
klus, turime pastebéti, kad pajamy atsakas j reklama turéty buti teigiamas,
kai a; = 0. Todél tikétina, kad O3 > 0. Norint pasiekti pajamy sumazéjima,
atsakas turéty mazéti, jei iSlaidos reklamai didéja. Todél visai tikétina, kad
B4 < 0.

Gautg modelj reikia jvertinti. Aigku, laikydami reklamos i§laidy kvadrata
tiesiog papildomu paaiskinanciuoju kintamuoju, gauta modelj galime uzrasyti

Y = 1 + BoXop + Bo X3t + BaXur + &4,

kai
V; = try, Xop = pr, Xt = ar, Xar = aj.

Naudodami turimus duomenis jvertiname parametrus ir gauname jvertinta
modelj
try = 104.81 — 6.582p; + 2.948a; + 0.0017a?

Ka galime pasakyti apie gauta rezultata?

Jei modelis jvertintas netiksliai, vienas i§ budy ji pataisyti yra surinkti
daugiau ir geresniy duomeny. Taip galésime patikrinti modelio stabiluma.
Turime dar 28 savai¢iy duomenis.

Sav. | Pajamos | Kaina | Reklama || Sav. | Pajamos | Kaina | Reklama
1000 Lt Lt 1000 Lt 1000 Lt Lt 1000 Lt
53 129.9 2.87 16.0 66 108.6 1.61 4.8
54 101.5 2.05 4.0 67 158.8 2.62 27.7
55 136.3 2.55 19.6 68 147.2 1.74 20.6
56 97.6 3.49 10.2 69 146.3 3.21 25.4
o7 118.9 3.45 17.5 70 121.2 1.50 10.2
a8 130.5 3.45 18.3 71 107.0 1.78 4.9
59 128.5 2.58 18.2 72 121.2 2.43 12.1
60 138.3 2.87 22.1 73 1254 2.04 12.3
61 103.6 1.76 4.1 74 141.9 2.99 19.7
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62 151.8 2.97 24.9 75 120.0 2.83 14.3
63 128.5 2.77 14.7 76 101.9 247 4.8
64 128.5 2.64 18.6 7 130.4 2.04 11.6
65 143.7 1.50 20.9 78 139.9 1.87 19.8

Vieno greito maisto restorano papildomi duomenys

Panaudoje siuos duomenis gauname tokj jvertinta modelj:
try = 110.46 — 10.198p; + 3.361a; — 0.0268a2.

Sie duomenys suderinami su ekonominiais argumentais dél parametry zenkly.
Dabar panagrinékime, kaip patikrinti, ar reklama turi jtakos pelnui. Na-
grinékime prapléstg modelj

try = B1 + Bapt + Bzas + ﬁ4af + &¢.

Jei B3 = 0 arba B4 = 0, tai reklama pelno nejtakoja. Atlikime testa naudo-
dami prapléstus duomenis.

1. Nuliné hipotezé Hp : (3 = 0,04 = 0. Ji turi pavidalg R3 = u, kai

0010 .
R—(O 00 1), u = (0,0)".

2. Alternatyva H;i : arba (3 # 0 arba (4 # 0.

3. Testiné statistika

(ESS, — ESS,)/2
ESS,/(78 —4)

F= =261.41.

4. Kritiné sritis atitinkanti paskiliautinumo lygmenj o = 0.05 yra F, =

5. Kadangi F' = 261.41 > F, = 3.120 nuline hipoteze atmetame alter-
natyvos naudai.

I8spreskime tokj optimizavimo uzdavinj. PRK pavyzdyje reikia parinkti
optimaly islaidy reklamai plana.
Marginalinis pelnas atitinkantis vienetinj reklamos padidinima yra

AE(t?“t)

= 2 .
Ad, B3 + 2B4a¢
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Marginalioji kaina reklamos vienetui yra pacios reklamos kaina plius pa-
pildomos produkcijos, reikalingos reklamos dél reklamos iSaugusiai paklausai
patenkinti, gamybos kaina. Ignoruodami ta plius kaing, reklamos kaing reikia
padidinti ten kur marginalinis pelnas lygus vienam litui atitinka vieno lito
i8laidas reklamai, tai yra, kur

B3 + 2B4a; = 1.

Ivertine parametrus gauname ir reklamos islaidy jvertinima:
3.361 + 2(—0.0268)a; = 1.

Taigi, a; = 44.0485. vadinasi, optimali reklamos i§laidy suma t-tai savaitei
yra 44048.50Lt. Tarkime, kad yra manoma, jog tokia suma per didelé ir
pakaktiy 40000L¢. Patikrinkime hipoteze

1. Hy: B3+ 254(40) =1.
2. Alternatyva Hj : B3 + 264(40) # 1.

3. Testiné statistika R N
(B3 +80834) — 1
se(f3 + 8054)

esant teisingai nulinei hipotezei turi stjudento skirstinj su 74 laisvés
laipsniais. Vienintelé problema skai¢iuojant tos statistikos reikSme yra
suskaiciuoti vardiklj. Kadangi

var(Bs + 80B4) = var(Bs) 4 80%var(fBy) + 2 - 80cov (s, B1) = 0.76366.
Taigi t = 0.252.

4. Kritiné sritis atitinkanti reik§mingumo lygmenj 0.05 yra t. = 1.993.
Taigi, matome, kad nulinés hipotezés atmesti negalime.

Ta patj atsakyma gautume ir pritaike F-testa.

Kitas klausimas kurj aptarkime yra toks. Jei optimali suma reklamai
yra 40000Lt o kaina 2Lt ar tikétina, kad pelnas bus 175000L¢? Nagrinéjamo
modelio kontekste

E(try) = B1 + Bopt + Bsar + Baai =
B1+ B2(2) + £3(40) 4 B4(40)* = 175.

Ar suderintos tos dvi hipotezés. Patiktrinkime.
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1. Nuliné hipotezé

Hy: (3+4204(40) =1, By + 2062 4+ 4083 + 16008, = 175

2. Alternatyva kad bent viena i§ 8iy salygy nepatenkinta.
3. Testiné statistika F' = 1.75.

4. Kritiné sritis F, = 3.120 Kadangi F' < F, turimi duomenys nepriesta-
rauja nulinei hipotezei.

3.9 PROGNOZAVIMAS

Prognozavimo bendruoju tiesiniu regresiniu modeliu ideologija nesiskiria
nuo prognozavimo paprasciausiu tiesiniu regresiniu modeliu. Tarkime, turime
tiesinj regresinj modelj

Yi=XyB+e, t=1,...,T.

Turédami duotuas paaiskinanc¢iyjy dydziy reikSmes, sakykime, Xy, tariame
kad endogeninio kintamojo reiksme Yy susijusi tuo paciu modeliu, t.y.

Yb = XOB+80.

Be to, tariame, kad paklaidos g, €1, . . ., e yra nekoreliuotos ir homoskedas-
tinés. Tuomet jvertine parametrus, randame tagkine prognoze

Yo = Xof.

Prognozés paklaida yra f = Yy — XA/O. Galima suskaiCiuoti paklaidos dispersija
var(f) ir jos jvertinima var(f). Dydis se(f)y/var(f) vadinamas standartine
prognozés paklaida.



4 HETEROSKEDASTISKUMAS
IR AUTOKORELIACIJA

4.1 HETEROSKEDASTINIAI MODELIAI

Ekonometriniais metodais tirdami ekonominius reigkinius, retai kada i§-
siversime homoskedastiniais modeliais. Pavyzdziui, nagrinékime namy ukiy
i8laidy maistui modelj

Y: = o Xt + b1 + et

¢ia X —namy ukio pajamos, Y —islaidos maistui, O — koeficientas aprasantis
polinkj igleisti maistui, By — butinosios i§laidos maistui. Beveik akivaizdu,
kad mazesnes pajamas turinéiy namy ukiy islaidos maistui bus panaSesnés,
nei dideles pajamas turinéiyjy. Tai galime paaigkinti didesnémis galimybémis
tenkinti skonj, kuris Siaip jau yra visy Zzmoniy skirtingas. Todél islaidy mais-
tui modelyje anksciau daryta prielaida Es? = o2 su visais ¢ néra logitka.
Tiksliau buty tarti, kad dispersijos néra vienodos, t.y. FEe? = o7 ir dis-
persijos o7 yra skirtingos skirtingiems t. Islaikydami nekoreliuoto triuksmo
prielaida, turésime, kad

cov(e) = diag(o?,...,02).

Jei regresinio modelio paklaidy dispersijos skiriasi, t.y. wvar(e;) = o7, tai
sakoma, kad modelis yra heteroskedastinis.

Tokie modeliai labai daznai naudojami tiriant vietos aplinkybiy duome-
nis. Pavyzdziui, nagrinéjant kainy duomenis, jvairiy firmy islaidy bei pajamuy
duomenis, pirkimo kiekius jvairiy tipy parduotuvese.

Kokios galimos hetroskedastiskumo pasekmeés taikant jprastinj maziausiy
kvadraty metoda? Maziausiy kvadraty jvertinimai iSlieka tiesiniai ir nepas-
linkti, bet nebeéra geriausias, t.y. jy variacija nebéra maziausia tarp visy
galimy tiesiniy nepaslinkty jvertinimy.

Tikrai, pavyzdziui,

var(f) = var(z wiey) = waaf.
¢

Maziausia dispersija gaunama, kai 02 = o2 su visais t.
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Grafikas 4.1: heteroskedastiskumas

Standartinés paklaidos maziausiy kvadraty jvertinimams nebéra tikslus.
Tai atsiliepia pasikliautinumo intervaly tikslumui, ir atitinkamai, hipoteziy
patikrinimui.

Dazniausiai heteroskedastiskumas arba Zinomas i§ anksto, arba modeli-
uojamas. Pastaruoju atveju ieSkoma geriausio budo modeliui jvertinti.

Paprasciausia heteroskedastiskumo forma yra taip vadinamas grupinis
heteroskedastiskumas. Tarkime, duomenys gali buti sugrupuoti j dvigru-
pes: pirmoje Ty duomeny ir jy dispersija yra vienoda — o, o antroje - T
duomeny kuriy dispersija lygi o5. Tokiam modeliui homoskedastiskumo tes-
tas suvedamas ] hipoteze:

Hy: o

[all V]
Il
Q
[\oR )
Il
Q

su alternatyva
Hy: o}>o03

Nagrinékime regresinius modelius atskirai su kiekviena duomany grupe. Tar-

kime, gavome dispersijy jvertinimus, atitinkamai &3 ir o5. Intuityviai aigku,
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kad artimi jvertinimai liudija apie hipotezés napgristuma. Formaliai, prisi-
minkime, kad

(T1 - d)ot /ot ~ X7, _as
(T2 = d)o3 /03 ~ XTIy —a-

Kadangi statistikos suskaic¢iuotos i§ skirtingy duomeny grupiy, tai jos yra
nepriklausomos. Vadinasi santykis

32
F:A—;N (T]_—d7T2—d)
72
Tai ir yra testiné statistika.

Grjzkime prie islaidy maistui modelio:
Y, = b1+ B Xt + &t

Tikétina, kad didesnes pajamas gaunanciy namy ukiy islaidos maistui labiau
kintamos nei mazesnes pajamas gaunanciy. Mat tuomet pradeda veikti sko-
nio faktorius ir pan. Taigi, tikétina, kad dispersija var(e;) = o7 priklauso
nuo t. Taciau, jei visos dispersijos bus skirtingos, tai turésime 1" skirtingy
parametry ir ju negalésime jvertinti. Tokiu atveju reikia dispersijas mod-
eliuoti. Vienas i§ labiausiai paplitusiy modeliy — proporcingumo. Tariame,
kad
var(e)) = o*Xy, t=1,...,T.

[slaidy maistui modelyje tai reiksty, kad didesnés pajamos duoda didesnj
i8laidy maistui i8sibarstyma apie vidurkj. Bendresnis proporcingumo modelis
buty

var(e)) = f(Xy)o?, t=1,...,T,
kai f — kuri nors neneigiama funkcija. Tokie modeliai paprastai transformuo-
jami j homoskedastinius. Tikrai, padaline abi puses i§ f1/2(X;) gauname

Y; 1 Xt €t

F2(X,) = b F2(X,) + ﬂZfl/Q(Xt) + F2(X,)
Pazymeéje
Y; Xy Y;
t f1/2(Xt)’ 1t fl/Z(Xt)ﬂ 2t fl/Z(Xt)u €t fl/Z(Xt>7
gauname

Y =05 X7 + B2 Xyy + €7

Gautas modelis yra homoskedastinis. [vertine modelj maziausiy kvadraty
metodu gausime geriausius tiesinius nepaslinktus jvertinius.



4.2 HETEROSKEDASTISKUMO TESTAI 93

4.2 HETEROSKEDASTISKUMO TESTAI

Vienas i§ budy tiriamo modelio heteroskedastiSkumui nustatyti yra eu-
ristiniai samprotavimai, paremti tam tikrais ekonominiais désniais. Kitas
budas — grafinis. Jei modelio triuksmo dispersijos yra nevienodos, tai dazni-
ausiai galime pastebéti plokstumoje atidéje taskus (&, y¢). Paprastai matosi
dispersijos didéjimo ar mazéjimo tendencija.

Heteroskedastiskumui nustatyti egzistuoja ir formaliy metody. Keleta i
ju aptarsime.

4.2.1 GOLDFELDO—QUANDTO TESTAS

Tarkime, turime stebéjimy duomenis
(Y, Xogy ooy Xap), t=1,...,T.
Nagrinékime tiesinj modelj
Yi=a+ 08X, +e, t=1,....,T

ir hipoteze
Hy: Eel = Bel = -+ = E<2.

Siai hipotezei patikrinti Goldfeldo — Kvandto (Goldfeld — Quandt) testas
atliekame Siais Zingsniais:

a) kintamuosius X1, Xo, ..., X7 sutvarkome didéjimo tvarka: X7 < X3 <
<X

b) pasaliname p viduriniy i§ sutvarkytos eilutés duomeny (rekomenduo-
jama imti p ~ T'/4);

c¢) abiems gautoms duomeny grupéms

(Y7, X7), ., (Y, XT)

ir

X*

(Y* s+p

st Xsap)s -0 (Y, X7)
surandame atitinkamai dvi regresijos linijas, kuriy paklaidy kvadraty sumos
yra atitinkamai ESS7 ir ESSs. Cia zvaigzdutes reigkia, kad duomenys sug-

rupuoti pagal jy sutvarkyma pirmajame Zingsnyje;
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Jei paklaidos (¢¢) yra nepriklausomi normaliniai atsitiktiniai dydZziai, tai

statistika
_ ESS,

- ESS

turi Fiserio skirstinj su (7' —p —4)/2,(T — p — 4)/2) laisves laipsniais.
Hipoteze Hy atmesime, jei f, > %, padarydami pirmosios rugies klaida

su tikimybe «. Cia t, yra randamas i3 lygties

fr

P(fn > za) = a.

Si Goldfeldo — Kvandto testa galime apibendrinti ir d egzogeniniy kin-
tamyjy atvejui. Tokiu atveju, duomenis reikia sutvarkyti pagal vieng is
nepriklausomy egzogeniniy kintamujy. Atitinkama statistika tada turés Fise-
rio skirstinj su ((n —p — 2d)/2, (n — p — 2d)/2) laisvés laipsniais.

Vienas pagrindiniy §io kriterijaus trukumy yra tas, kad kritine sritj gal-
ime parinkti tik pagal pirmosios ruSies klaidos tikimybe. Vadinasi, kriterijaus
galia néra didelé.

4.2.2 BROISO-PEGANO-GODFREJAUS TESTAS

Nagrinékime papras¢iausia regresinj modelj
Y: = B1+ B Xt + & (4.1)

Broiso-Pegano-Godfréjaus (Breusch-Pegan—Godfrey) (BPG) kriterijus het-
eroskedastiSskumui nustatyti remiasi prielaida, kad

o} = ap + a1 Z,
kai Z; yra arba egzogeninis kintamasis arba kuris nors pagalbinis kinta-
masis, paaiskinantis paklaidy dispersijos kitima. Kitaip tariant nuliné ho-
moskedastiSkumo hipotezé nagrinéjama atzvilgiu alternatyvos
Hy UtQ:Ckg—i-Oth.

Testas remiasi tokia regresinio tipo alternatyvos reprezentacija:

2 =ap+a1Z; + (el —o0?) =
ag+orZy+u, t=1,...,T. (4.2)
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Cia vy = € — 07 yra atsitiktiniai dydziai su nuliniu vidurkiu Ev; = Ee? —

0? = 0 su kiekvienu ¢t = 1,...,7T. Dydis Z; yra arba j modelj jtrauktas

paaiskinamasis kintamasis Xy, arba kuris kitas kintamasis, paaiSkinantis het-
eroskedastiSkuma. Jei turétume g4, tai (4.2) modelyje jvertine parametrus
o ir a1, galétume patikrinti hipoteze oy = 0. Kadangi dydZziai €; néra ste-
bimi, juos kei¢iame liekanomis &;. Taigi, norédami patikrinti hipoteze H
pries alternatyva H 4 atliekame Siuos Zingsnius:

1. jvertine modelj, surandame regresijos liekanas £;;

2. jvertiname
T
o0 =Ty &
t=1

3. lvertiname tiesine regresija

&
5 = Qo+ a1Zy + vt
o
ir suskai¢iuojame paaiSkinamaja variacijos dalj RSS;

4. Testiné statistika yra RSS/2. Jei teisinga nuliné hipotezé ir modelis
yra gausinis, tai zinoma, kad testiné statistika turi x3 skirstinj.

4.2.3 HARVEJ TESTAS

Nagrinéjamas modelis, kuriame triukSmo dispersijos yra
o? = exp{ag + a1 Z;}.

Tuomet
log(e?) = ag + a1 Z; + log(e? Jo?) =
ag + a1 2y + v

Jei e, ~ N(0,02), tai

Ev; = Eflog(x?)] = —1.2704

ir

var(v) = varflog(x3)] = 4.9348.

Toliau galime liekana centruoti ir gauti regresinj modelj su nulinio vidurkio
liekana. Tada &; kei¢iame liekanomis &;.
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4.2.4 SPIRMANO TESTAS

Randame regresijos liekanas ir sutvarkome jas mazéjimo tvarka: & >
€5 > .-+ > &p. Be to, sutvarkome mazéjimo tvarka ir egzogeninius kintamu-
osius: X7 > X3 > --- > X7 .

Suskai¢iuojame statistika

65, D}

-1—
TE,X T(T2 o 1) )

¢ia Dy yra atitinkamy pory X ir € rangy (viety numeriy, kur jie atsidure
po atitinkamy perstaty) skirtumas. Jei statistika 7. x yra didelé, tai rodo
heteroskedastiskuma. Kai paaiskinamyjy kintamyjy yra daugiau, reikia
suskaic¢iuoti analogiskus dydzius su visais kintamaisiais.

4.2.5 EKONOMINIS PAVYZDYS

Nagrinékime kvieciy pasiulag Australijoje, besivystanéiame kviediy aug-
inimo regione. Kvie¢iy pasiulos funkcija priklausys nuo naudojamos tech-
nologijos, nuo kvie¢iy kainos (arba prognozuojamos kainos) ir oro salygy.
Taigi bendru atveju kvie¢iy pasiulos funkcija buty

Q= f(P,T,W)

Pasiulos priklausomybé nuo kainos yra labai svarbi vyriausybei, reguliuo-
jant kvie¢iy supirkimo kainas ar subsidijas. Mat, jei vyriausybé ruoSiasi fik-
suoti supirkimo kaina, jai svarbu zinoti tikétina pasiula, kuri atitikty siuloma
kaina.

Sudarykime ekonometrinj model;j:

qt = B1 + Popy + B3t + &4,

kai

g+ — i8auginty kvietiy kiekis t-metais;

pt — kvieCiy kaina ¢-metais (garantuota ar prognozuojama);

t=1,2,...,26 — metai ir kartu trendas, atspindintis kvie¢iy auginimo
technologijos pazanga;

g¢ — atsitiktinis faktorius, kuris, be kity, atspindi ir oro jtaka kvieciy
derliui.
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Kaip jprasta, 31, 82, 83 yra modelio parametrai, kuriuos reikia jvertinti.
Tam tikslui turime duomenis apie Australijos regionus (3 lentelé).

q p |t q p |t
197.6 | 1.47 | 1 | 240.0 | 2.42 | 14
140.1 | 1.30 | 2 | 236.1|2.45 |15
162.3 | 1.59 | 3 | 234.5|2.44 | 16
166.5 | 1.44 | 4 | 239.0 | 2.26 | 17
159.5 [ 1.89 | 5 | 258.4 | 2.50 | 18
195.6 | 1.49 | 6 | 247.9 | 2.41 | 19
207.0 | 1.94 | 7 || 272.2{ 2.83 | 20
218.4 | 1.52 | 8 || 266.2 | 2.79 | 21
239.0 | 2.15 | 9 || 284.1 | 3.17 | 22
208.2 | 2.09 | 10 || 283.4 | 2.83 | 23
253.4 | 1.74 | 11 || 277.4 | 2.69 | 24
278.7 | 2.51 [ 12 | 301.0 | 3.65 | 25
221.1 | 2.14 | 13 || 281.4 | 3.36 | 26

Kvieciy kiekiy ir atitinkamy kainy duomenys

Norédami uzbaigti modelio specifikavima, turime padaryti prielaidas pak-
laidoms. Viena galimybé — atsitiktiniai dydziai (ex) yra nepriklausomi ir
vienodai pasiskirste su nuliniu vidurkiu ir baigtine dispersija. Taciau yra Zi-
noma, kad po pirmy trylikos mety buvo iSvestos kvieciy veislés, kurios mazai
reaguoja i oro permainas. Todél tikétina, kad po trylikos mety, kvie¢iy der-
lius tapo stabilesnis. Turédami omenyje, kad pagrindinis paklaidy faktorius
yra oras, realistiSkesnés buty Sios prielaidos modelio paklaidoms:

Eey=0, t=1,...,26; (4.3)
2 kai t=1,...,13
var(e) =470 v (4.4)
05, kai t=14,...,26;
cov(e,es) =0, kai t#s. (4.5)

Be to, galime tarti, kad o > o3. Aprasytas modelis atitinka grupinj het-

eroskedastiskuma. Suskaide duomenis j dvi grupes, jvertiname

67 =641.64, 02 =>57.76
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Gautas reikSmes panaudoje modelio transformacijai, jvertiname koeficientus
ir iSvedame regresija

G = 138.1+21.72p,+ 3.283t
(12.7) (8.81)  (0.812)

Goldfeldo-Kvandto testiné statistika yra
GQ = 3.35

Su 5 procenty pasikliautinumu, kritiné reikdme, atitinkanti (18, 18) laisves
laipsniy, yra F, = 2.22. Kadangi GQ = 3.35 > F, = 2.22, tai nuline hipoteze
atmetame, tardami, kad paklaidy dispersija priklauso nuo pajamuy lygio.



4.3 AUTOKORELIACIJA

Prielaida, kad skirtingy stebéjimy rezultaty paklaidos nekoreliuotos, daz-
niausiai nebéra teisinga stebint laiko eilutes. Tadiau ir regresiniuose modeli-
uose daznai atsitinka, kad ta prielaida néra pagrista.

Pirmiausia pastebésime, kad paklaidy koreliacija neturi jtakos jvertinimy
suderinamumui, bet turi jtakos ty jvertinimy efektyvumui.

Labai daznai modelio paklaidos (g¢) tenkina sarysj

er = fle—1) + vy

¢ia (v¢) yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, o f
kuri nors funkcija. Tokiu atveju sakoma, kad modelio paklaidos yra autoko-
reliuotos.

Dazniausiai pasitaikanc¢ios priezastys autokoreliuotumui yra sios:

1. Praleisti paaiskinamieji kintamieji (bloga modelio specifikacija). Dau-
guma ekonominiy kintamyjy linke autokoreliuoti. Jei toks kintamasis

nebuvo jtrauktas j lygtj tai butinai atsiras autokoreliacija.

2. Bloga modelio specifikacija. Pavyzdziui, parinkome tiesinj modelj, nors
i§ tikro yra cikliné priklausomybé.

3. Statistikinial duomenys daznai gaunami interpoliuojant. Tai susije su
praleistais duomenimis.

4. Net ir grynai atsitiktiniai faktoriai, pavyzdziui, karai, Stormai, drebéji-
mai, streikai ir pan., turés jtakos keliems laiko periodams (pavyzdZziui,
gamybos procesui).

4.4 AUTOKORELIACIJOS TESTAVIMAS

4.4.1 DURBINO—VATSONO TESTAS

Bene dazniausiai pasitaiko pirmos eilés autoregresiné tiesinio modelio
paklaidy struktura.
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Paklaidy koreliuotumui tikrinti egzistuoja keletas testy. Vienas i§ jy yra
Durbino — Vatsono (Durbin — Watson) DW testas. Jis skirtas regresiniam
modeliui

d
Yi=81+Y> BiXj+et,
=2

kai
&t = PE¢—1 + Ug.

DW testas skirtas nulinei hipotezei
Hy:p=0
prie§ viena i§ 8iy alternatyvy:
Hyi:p>0; Hyp: p<0; Hg: p#0.
Testiné statistika yra

DWW — Z?:z(% —3—1)27
> i—1E
kai (£}) yra maziausiy kvadraty regresijos liekanos. Jei DW = 2, tai duome-
nys nepriestarauja hipotezei.
Jei DW = 0, tai hipoteze atmetame, kaip nepagrista.
Jei DW = 4, nuline hipoteze taip pat atmetame.
Nagrinékime

g Tim(E—a)?
- i _
di1 €t

Tare, kad pakankamai dideliems T'

T T T

2 2 2
E StNE 5t—1~§ €
t=2 t=2 t=1

galime uzraSyti

T
g o1 _ t=1EtE1
Y€l
t=1Et
Dabar galime nesunkiai suprasti DW testo motivacijg. Tikrai, jei tarsime,
kad ¢ ir €;—1 yra dazniausiai to paties Zenklo, tai esant teigiamai pirmosios
eilés koreliacijai, sandaugos e¢€¢—1 bus teigiamos ir d bus ryskiai mazesnis uz
du. Jei g it e;—1 dazniau yra skirtingy Zenkly, tai suma ), e;6,—1 darysis
neigiama ir d bus ryskiai didesnis uz du.
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4.5 MODELIO VERTINAMAS ESANT AUTOKORELIACIJAI

Nagrinékime modelj
Yi=01+ e X+ + BaXar + e, t=1,....T, (4.6)
ir tarkime, kad paklaidos (¢;) tenkina tokj sarysj:
et =per_1+uy,t=1,...,T, (4.7)

kai v1,...,vr yra nepriklausomi vienodai pasiskirste N(0,02) atsitiktiniai
dydziai. Be to, tarkime, kad ¢g = 0 ir, kad vy ir €;_1 yra nepriklausomi.
Triuk8mas, aprasomas (?7) lygtimi, vadinamas pirmos eilés autoregresiniu
triuksmu.

Tarkime, |p| < 1. Nesunku suskaiciuoti, kad

e =pe1t+v=plperot+vi)ty=---=
=+ pri_1 + PP + -

Kadangi Ee; = 0, tai

Ea‘% :EUt2+p2EI/t2_1 +p4EUt2_2—|-"' =
=(1+p2+p"+ )0l =

1—p?’

cov(et,e4-1) =
E(v+ pvim1 + pPri—o + )1 + pru—a + PPz + -+ ) =
E(w 4 p(vi—1 + pvi—o + p*vi—s + -+ ) (Wi—1 + pv—o + p*ri_s3 + -+ ) =
= pE(_1+ pri—2 + pPri_s+ )2 =

Bendru atveju gausime
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Taigi
1 P 02 pT=1
cov(e) = Eee' = o2 P 1 P -
pT-1 pT:—2 pT=3 1

Jei p zinomas, tai galime, panaudoje paprastas proceduras, modelj su-
vesti j nekoreliuoty paklaidy modelj. Kadangi

Y: = [+ BoXot + -+ + BaXa + e
Yier =01+ B2 Xog—1) + - + BaXae—1) + -1,

tal antraja lygti padaugine is p ir atéme i8 pirmosios, gausime
Vi = 01(1 = p) + Bo X5y + - + BaXg + 11, (4.8)

kai

Y;f*:Y%_pY%—b X]* :th—PXj,t—h ]:Lad

Ypac jdomus yra atvejas, kai p = 1. Tuomet gautasis modelis (4.8) vadinamas
pradinio modelio pirmaja iSvestine.

Taciau dazniausiai p néra zinomas. Tuomet naudojame jo jvertinima,
kurj galime rasti, pavyzdziui, pritaike tokia procedurs.

e Randame regresijos liekanas &;,¢t = 1,...,T ir apskaiciuojame
ZT ~~
~ _ 2=1FEtEt—1
Pt="T
> =181

e Su sia p reikSme atliekame apibendrinta diferencijavima;
Y =51 =p) + BoX; + -+ + BaXgy + w1, (4.9)
kai

Vi =Y - Y,
X;t = X2t - ﬁXQ,t—h s 7X]><;kt
= th - ﬁXd,tfh t= 17 v 7T'
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e Surandame regresijos (4.9) koeficienty [; jvertinimus Bz ir apskaiciuo-
jame liekanas

a=Y,— B — hXot — - — BaXar,
t=1,....T

e Autoregresine lygtj (4.8) kei¢iame lygtimi

—

€t = PEt—1 +
ir kartojame pirma Zingsnj.

° Si procesa tesiame tol, kol naujoji p reiksmé nuo ankstesnés skirsis ne
daugiau kaip 0.01 arba 10 — 20 karty.

4.6 PROGNOZAVIMAS ESANT AUTOKORELIACIJAI

Ankstesniuose skireliuose matéme, kad klasikiniu regresiniu modeliu prog-
nozuojame paprascéiausiu interpoliavimo metodu. Jei modelis yra

Yi=0+ X +e, t=1,...,T,

tai prognozavimas remiasi prielaida, kad kiekvienos naujos stebéjimy poros
(X741, Y1) generavimo mechanizmas yra toks pat. T.y.

Yri1 =61+ o X741 + €741

Jei modelio paklaidos nekoreliuotos, tai geriausias Yy reikSmeés jvertinys
buty
Yri1 =61+ Be X141, (4.10)

kai Bl ir 32 yra parametry atitinkamai 3, ir S maziausiy kvadraty jvertini-
mai. Taciau, jei paklaidos autokoreliuoja, tai Gy ir (o nebera patys geriausi
jvertiniai. Todél ir (4.10) formule apibréztas Y41 jvertinys Y1 nebéra geri-
ausias. Aisku, modelio parametrus galima jvertinti atsizvelgiant j paklaidy
autokoreliacija. Taciau tai dar ne viskas. Kai autokoreliacijos néra, geri-
ausias paklaidos ey ivertinimas yra jo vidurkis, kuris lygus nuliui. Kai
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paklaidos autokoreliuoja, tai er+1 = per + vr. Paklaidos sistemine kompo-
nente per galime prognozuoti dydziu pér, kai p yra parametro p jvertinys,
0

er =Y, — B — (o Xr.
Taigi geriausia Y741 prognoze, kai modelio paklaidos autokoreliuoja, yra

Yri1 = 061+ Bo Xyl + pér.

4.7 EKONOMINIS PAVYZDYS

DaZniausiai autokoreliuotus modelius tenka taikyti sprendziant uzdavi-
nius susijusius su zemés ukiu. Kaip pavyzdj, panagrinékime Zemés ukio
produktui panaudoto zemés ploto ir to produkto pajamingumo sarysj. Tegu
A nagrinéjama zemés ukio kultura uzimta plota, P — gautos pajamos. Na-
grinékime pastovaus elastiskumo log-log modelj

log(A) = 1 + P2 log(P) + €.

Turimi duomenys aprago cukraus pasélius Bangladese (Lietuvisky duomeny
kol kas néra). Turime 34 metinius uzimto ploto ir cukraus kainos steb¢jimus.

Pazyméje Y; = log(A:), Xt = log(P;), sudarykime modelj
Yi = B1+ B2 Xt + e

Kol kas nedarykime jokiy prielaidy modelio paklaidoms, o tiesio jvertinkime
parametrus maziausiy kvadraty metodu. Gausimme tokj rezultata:

Y,= 6.111 + 0971X;, R?=0.706
(0.169) (0.111) (stand.pakl.)
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Plotas | Cukranendriy kaina | Plotas | Cukranendriy kaina

At Pt At Pt

29 0.075258 91 0.205394
71 0.114894 121 0.267396
42 0.101075 162 0.230411
90 0.110309 143 0.368771
72 0.109562 138 0.285076
57 0.132486 230 0.360332
44 0.141783 128 0.322976
61 0.209559 87 0.301266
60 0.188259 124 0.287834
70 0.195946 97 0.401437
88 0.226087 152 0.404692
80 0.145585 197 0.353188
125 0.194030 220 0.410233
232 0.270362 171 0.360418
125 0.235821 208 0.463087
99 0.220826 237 0.401582
250 0.380952 235 0.391660

Duomenys apie cukranendrémis uzimta plota ir cukranendriy kaing

Rezultatas rodo, kad abu parametrai zenkliai skiriasi nuo nulio, o paséliy
ploto elastiskumas kainai yra beveik vienetas. Tac¢iau pagalvokime, ar galime
taip lengvai nekreipti démesio | paklaidy savybes: heteroskedastiskuma ar
autokoreliacija? Akivaizdu, kad fermeriai planuoja cukranendriy paséliy plo-
tus atsizvelgdami j savo suvokima apie busima cukraus kaing bei vyriausybés
muity politika cukraus atzvilgiu. Modelyje nei vienas i §iy kintamuyjy néra
jtrauktas. Taigi juos atspindi modelio paklaidos. Kadangi fermeriy suvoki-
mas kinta gana létai, tikétina, kad paklaidos bus koreliuotos. Aigku, galime
iskart pasitelkti j pagalba Durbino-Vatsono testa ir patikrinti paklaidy au-
tokoreliacija. Bet skubéti nepatartina. Pirmiausia neaisku kokia koreliacija
galéty buti apskritai. Taigi pirmiausia patariama pasiziuréti j regresijos
liekanas &y, kurios, tam tikra prasme, atspindi paklaid &; struktura. Zemiau
esancioje leteléje pateitos visy 34 liekany reikSmeés. IS jos gana aiskiai matyti
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neigiamos koreliacijos tendencija. Mat liekany Zenklai grupuojasi tai j teigia-
mus, tai | neigiamus. Gretimy liekany Zenklai dazniausiai yra vienodi. Tai
yra teigiamos koreliacijos pozymis.

Laikas & Laikas & Laikas & Laikas &

1 —0.233 10 —0.281 19 —0.035 28 —0.209
2 0.251 11 —0.191 20 0.401 29 0.182
3 —0.149 12 0.141 21 —0.180 30 0.147
4 0.528 13 0.308 22 0.034 31 0.021
5 0.312 14 0.605 23 0.317 32 —0.027
6 —0.106 15 0.119 24 —0.162 33 0.242
7 —0.431 16 —0.050 25 —0.481 34 0.258
8 —0.484 17 0.347 26 —0.082

9 —0.396 18 —0.064 27 —0.651

Modelio liekanos cukranendriy pavyzdyje

Norédami patikrinti autokoreliacijos hipoteze, pasinaudokime Durbino-
Vatsono kriterijy. Cukranandriy pavyzdyje Durbino-Vatsono statistika yra
d = 1.291. Ar §is skaiCius zenkliai mazesnis uz du ar didesnis uz nulj?
Tikriausiai. Bet busime tikresni suskaic¢iave atitinkama p-reikSme:

p — reiksmeé = P(d < 1.291) = 0.0098.

Si reikémé mazesné uz priimting reikSmingumo lygmenj 0.05. Taigi i§vada:
modelio paklaidos yra teigiamai autokoreliuotos.

Taigi pataisyti modelj galime padare prielaida, kad paklaidos yra autoko-
reliuotos. T.y.

€t = pPE¢t—1 + 1,
kai (1;) nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Norédami

jvertinti parametrus cukranendriy modelyje, reikia zinoti p. Jj galime jvertinti
pasinaudoje turimomis liekanpomis (&;) taip:

ZtT:Q Eift1

=27l 0,342,
D=2 Et-1

p=
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Kitas zingsnis — transformuoti duomenis ir i§ jy jvertinti parametrus.Visa tai
atlike, gauname
log (A)) = 6.164 + 1.007log(P)
(0.213) (0.137)
Suskai¢iuokime cukranendriy paséliy ploto prognoze atitinkancia kaina

0.4. Kadangi R R
f1 =6.1641, [o =1.0066, p=0.342,

tal
er =Yr — B — BoXr

= log(Ar) — B1 — B2 log(Pr)
= 5.4596 — 6.1641 — 1.0066(—0.9374) = (0.239.

Dabar jau galime suskaiciuoti ir reikalinga prognoze:

}/}TJrl =B+ BQXT+1 + per
= 6.1641 + 1.0066 log(0.4) + 0.342 - 0.239 = 5.3235.

Atkreipiame démesj, kad gauta ne paseliy ploto prognozé, bet jo logaritmo.
Perskai¢iavus  plotg, gauname Ar4q = 205.



5 DBENDRESNI REGRESINIAI MODELIAI

5.1 FIKTYVIU KINTAMUJU PANAUDOJIMAS

Klasikiniame tiesiniame regresiniame modelyje
Yi =01+ BoXut + - + BaXar + €t
iSreikstiniai parametrai (1, B2, . .., 84 laikomi nekintamais. Kadangi

O = vidurkio FEY; pasikeitimas, kai Xp; pakinta vienu vienetu,
OFEY;
00X’

o kiti kintamieji lieka pastovus =

tai dydzio Xy pasikeitimas turi tg pacia jtaka visiems stebéjimams. Taciau
labai daznai nutinka, kad skirtingais laikotarpiais Xy, itakoja endogeninj
kintamajj skirtingai. Tac¢iau to neaprasSo klasikinis tiesinis regresinis mod-
elis. Siame skyrelyje aptarsime galimus klasikinio tiesinio modelio apiben-
drinimus.

Fiktyvus kintamasis yra toks paaigkinantysis kintamasis, kuris jgyja tik
dvi reikS§mes: 0 arba 1. Paprastai, tokie kintamieji naudojami norint skait-
meniSkai iSreiksti kokybinius rodiklius.

Kad buty aigkiau, nagrinékime sary§j tarp JAV pajamy i§ iglaidy 1929-
1970 mety laikotarpyje. Tegu Cy reiskia suvartojimg vienam gyventojui ¢
metais, o Y; — realiosios pajamos vienam gyventojui ¢ metais. Nagrinékime
regresinj modelj

C, =B+ BoY, +e, t=1929,...,1970.

Akivaizdu, kad toks modelis nebus tikslus, nes nagrinéjamas laiko periodas
apima ir antajj pasulinj karg. Gerai zinoma, kad kriziy laikotarpiais varto-
jimas paprastai ribojamas. Todél kuris nors i§ parametry turéty reaguoti i
tai. Vienas i§ budy atsizvelgti j kokybine charakteristika (Siuo atveju j karo
laikotarpi) — panaudoti fiktyvy (dichotominj) kintamajj. Fiktyvus kintama-
sis D apibréziamas taip:

B {1, kai teisinga kokybiné charakteristika

0, kai kokybinés charakteristikos néra.
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Nordami 8ig idéja pritaikyti nagrinéjamam pavyzdziui, i§skirkime karo peri-
odo 1941-1946 metus ir apibrézkime

D — 1, kai ¢t=1941,...,1946;
! 0, kitais atvejais.

Toliau nagrinékime apibendrinta modelj:
Cy =P+ BY; + 0Dy +¢&, t=1929,...,1970.

Siuo modeliu apraSome besikeiCiantj laisvajj narj, palikdami polinkio para-
metra nekintamu.

EC=p1+d+ (Y

EC = p1+ BY

Grafikas 5.1: fiktyvus kintamasis keicia laisvajj narj
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Metai | C Y Metai | C Y

1929 | 1145 | 1236 || 1950 | 1520 | 1646
1930 | 1059 | 1128 || 1951 | 1509 | 1657
1931 | 1016 | 1077 || 1952 | 1525 | 1678
1932 | 919 | 921 || 1953 | 1572 | 1726
1933 | 897 | 893 || 1954 | 1575 | 1714
1934 | 934 | 952 || 1955 | 1659 | 1795
1935 | 985 | 1035 || 1956 | 1673 | 1839
1936 | 1080 | 1158 || 1957 | 1683 | 1844
1937 | 1110 | 1187 || 1958 | 1666 | 1831
1938 | 1097 | 1105 || 1959 | 1735 | 1881
1939 | 1131 | 1190 || 1960 | 1749 | 1883
1940 | 1178 | 1259 || 1961 | 1755 | 1909
1941 | 1240 | 1427 || 1962 | 1813 | 1968
1942 | 1197 | 1582 || 1963 | 1865 | 2013
1943 | 1213 | 1629 || 1964 | 1945 | 2123
1944 | 1238 | 1673 || 1965 | 2044 | 2235
1945 | 1308 | 1642 || 1966 | 2123 | 2331
1946 | 1439 | 1606 || 1967 | 2160 | 2398
1947 | 1431 | 1513 || 1968 | 2248 | 2480
1948 | 1438 | 1567 || 1969 | 2301 | 2517
1949 | 1451 | 1547 || 1970 | 2323 | 2579

Islaidos ir pajamos vienam zmogui

Turimi duomenys duoda tokj rezultata:

C, = 101.36— 204.95D;+ 0.86Y;
(3.98)  (—10.91) (58.73)

Skliaustuose nurodytos atitinkamos t-testo reik§meés.
Fiktyvy kintamajj galime panaudoti taip pat ir polinkio kitimui apraSyti.
Pavyzdziui, galime nagrinéti modelj

Cy = p1+ 62Ys +v(YiDy) + &4

Galimas ir bendras atvejis, apjungiantis tiek fiktyvy laisva narj, tiek
polinkio parametra:

Cy =01+ 0D+ Y + 7Y Dy + €.
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EC =B+ (6 + B)Y

EC = B+ BY

Grafikas 5.2: fiktyvus kintamasis kei¢ia polinkj

Yra daugybé pavyzdziy, kai fiktyvaus kintamojo pagalba reikia aprasyti

arba kintamg laisva narj arba polinkio parametra arba abu iskart.

1. Nagrinéjame kurios nors profesijos atlyginimus W. Paaiskinamieji kin-

tamieji turéty buti: patirtis (EXP), kvalifikacija (QUAL), pareigy
atlikimo matas (OUTPUT'). Lytis taip pat gali turéti jtakos atlygin-
imui. Norédami j tai atsizvelgti modelyje, jveskime fiktyvy kintamajj
D, kuris priima reiksme 0, jei darbuotojas yra vyras ir 1, jei moteris.
Tuomet galime nagrinéti tiesinj modelj

W =01+ 8D + o EXP + 330UTPUT + B4,QUAL + ¢.

Parametras d apraso atlyginimy skirtuma tarp vyro ir moters, kai jau
atsizvelgta ] patirtj, kvalifikacija ir sugebéjimus. Rezultatas § # 0
parodyty, kad egzistuoja atlyginimy diskriminacija.

Tarkime, tiriame, kaip statistikos magistry atlyginymas (SAL) prik-
lauso nuo kvalifikacijos (GPA), lyties, ir programos, kurig baigé ar
studijuoja magistrantas: statistika ar ekonometrija. Pastaruosius du
kintamuosius aprasysime fiktyviais dydziais D — priklausomuma nuo
lyties ir (M ETRICS) — priklausomuma nuo baigtos programos. Re-
gresinis modelis galéty buti toks:

SAL = 1+ 61D + 6o2METRICS + $oGPA +¢.
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3. Nekilnojamo turto agenturos ekonomistai nagrinéja faktorius jtakojan-

¢ius namo kainag (PRICFE). Pagrindiniai paaiskinamieji kintamieji
yra: namo plotas (SIZE) ir jo amzius (AGE). Be to, domina visa
eilé kokybiniy namo charakteristiky, kurios galéty daryti esmine jtaka
kainai. Pavyzdziui, kai kurie namai turi baseinus (galime nagrinéti
atitinkama fiktyvy kintamajj (POOL)). Kainai gali daryti esmine
itaka gali daryti vietové (HOOD). Pavyzdziui, galime nagrinéti modelj

PRICE = B1+ 3,81 ZE+B3LOT+B4AGE+6, POOL+6,HOOD+é;,.

Fiktyvus kintamieji gali buti panaudoti nustatant regionine jtaka eko-
nomikos raidai. Pavyzdziui, tarkime, tiriame vartojimo priklausomybés
nuo pajamy jpatumus skirtingiems regionams. Galime negrinéti tokius
fiktyvius kintamuosius: Z — Zemaitija; S — suvalkija, D — dzukija ir A
— aukstaitija. Taciau visi keturi fiktyvus kintamieji vienu metu jeiti j
modelj negali. Mat

Z+S+D+A=1.

Vadinasi, tie kintamieji yra tiesigkai suristi. Todél kurio nors vieno i§
ju reikia j lygtj nejtraukti. Modelis galéty buti toks:

V =01+ Bol +61Z + 62D + 635 + <.

Norint nustatyti ar kokybinis kintamasis daro esmine jtaka, reikia atlikti

koeficiento reikSmingumo testus. Pavyzdziui, nagrinékime vartojimo modelj

Cy = B1 4+ 6D; + Y; +&4, t=1929,...,1970.

Norédami patikrinti, ar karo laikotarpis turéjo esminés jtakos vartojimui,
galime pasinaudoti t testu. Jei d — parametro § maZiausiy kvadraty jvertis,

tai

5—46 .
T = — ~y _ y
se(0) o

kai modelio paklaidoms teisinga gausi§kumo prielaida. Norédami patikrinti
karo laikotarpio jtaka, turime nustatyti koeficiento d reik§minguma.
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3. Testiné statistika R
0

se(d)

kai teisinga nuliné hipitezé, turi stjudento skirstinj;

4. Parinke reikSmingumo lygmenj v = 0.01, nuline hipoteze atmesime, jei
|| > 2.708;

5. Testinés statistikos reikSme yra

—204.95
= —— = —10.91.
18.79

Kadangi | —10.91| > 2.708 nuline hipoteze atmetame ir darome igvada,
kad karas turéjo reiksmingos jtakos vartojimui.

5.2 TIKIMYBINIO PASIRINKIMO MODELIAI

Labai daznai tenka spresti dilema: arba-arba. Pavyzdziui, stoti j univer-
sitety ar ne? Suteikti kredita ar ne? Pirkti namg ar nepirkti? Ekonometris-
tai bando iSsiaiSkinti, kokios priezastys lemia viena ar kita sprendima. Tam
tikslui i8vystyti diskretaus pasirinkimo modeliai. Pabandykime juos igsiaigk-
inti paprastu pavyzdziu. Kaip paaigkinti individo pasirinkima vykti j darba
visuomeniniu transportu ar nuosavu automobiliu? Norédami sukiekybinti
pasirinkimg, apibrézkime fiktyvy kintamaji:

1 jel pasirenkamas nuosavas automobilis
Y:{’ jei pasirenkamas nuosav: utomobili (5.1)

0, jei pasirenkamas visuomeninis transportas.

Dydis Y yra atsitiktinis ir diskretus. Kadangi galimos reik3meés yra tik dvi,
dydis Y pilnai apraSomas tikimybe

Tuomet 1 —p = P(Y = 0). Vidurkis EY = p. Taigi, isties reikia jvertinti
tikimybe p. Kokie faktoriai lemia jo reik8me? Vienas faktoriy gali buti laiko
tarp kelionés nuosavu ir visuomeniniu transportu skirtumas. Apibrézkime

X:tl_t27
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kai t; reigkia laikg, trunkantj nuvykti j darba autobusu, 2 — nuosavu auto-
mobiliu. A priori tikétina, kad didéjant X, didéja ir tikimybé rinktis nu-
osava transporta. Taigi tikétinas teigiamas sarysis tarp tikimybés p ir laiko
skirtumo X. Kaip pamename, regresija atsitiktinj dydj isreiskia vidurkio ir
atsitiktinés paklaidos suma:

Y=EY)+e.
Tardami, kad vidurkis FY ir X suristi tiesiniu sary8iu, turétume
EY =p =01+ (X,
Tuo padiiu ir tiesine regresija
Y =01+ 53X +e

Taciau toks modelis buty visai nepriimtinas. Viena i§ priezasciy buty het-
eroskedastiSskumas. Kitas trukumas tas, kad jvertine parametrus, gautas
pasirinkimo Y jvertinys buty

?:§1+§2~

Taciau tas dydis gali jgyti tiek neigiamas reikSmes, tiek reikSmes didesnes uz
vieng.

Tam kad pasirinkimo tikimybé p iglikty intervale [0, 1], naudojama ne-
tiesiné priklausomybé tarp p ir X. Butent, tarkime F' yra kokia nors pa-
siskirstymo funkcija. Tuomet tikimybé p modelivojama sarysiu

p = F(B1 + 32X).

Jei F' standartinio normaliojo dydZzio pasiskirstymo funkcija, tai gautas mod-
elis vadinamas “probit”, jei eksponentinio — “logit”.

Kaip jvertinti tikimybinj pasirinkimo modelj? DaZniausiai naudojamas
maksimalaus tikétinumo metodas. Tarkime, atsitiktinai atrinkome tris pilie-
¢ius ir nustatéme, kad du pirmieji vaziuoja i darba autobusu, o treciasis —
nuosavu automobiliu. Taigi Y7 = 1,Y; = 1,Y3 = 0. Be to, nustatéme, kad
tuos tris pilieCius atatinkan¢ios X reiksmeés yra X; = 15, Xo = 20, X3 = 5.
Kokia yra tikimybé, kad Y1 = 1,Y, = 1,Y3 = 07 Tardami, kad tie dydziai
yra nepriklausomi, turime

P(Y1=1,Y2=1,Y3=0) = P(Y; = 1)P(Ya = 1)P(Y3 = 0) =
F(B1 + 1562)F (61 + 2062)[1 — F(B1 + 502)]
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Gauta funkcija statistikoje vadinama tikétinumo funkcija. Parametrai ;
ir B9 jvertinami suradus tas jy reikSmes, su kuriomis tikétinumo funkcija
yra didziausia. Toks parametry vertinimo metodas ir vadinamas didziausio
tikétinumo metodu.

Norédami rasti modelio interpretavima, isnagrinékime kokj poveikj jvykio
Y =1 tikimybei padaro kintamojo X pasikeitimas vienu vienetu. Ta pasikeitima
parodo i§vestiné

dp
_— = .
X f(Br+ B2X) 52
Taigi poveikis priklauso nuo skirstinio F' tankio funkcijos f.

1. Kadangi f yra tankio funkcija, tai f(f1+4/52X) visados teigiamas dydis.
Vadinasi poveikio dp/dX zenklas sutampa su (3 zenklu. Transporto
pasirinkimo uzdavinyje tikétina, kad (2 > 0. Taigi ir dp/dX > 0.

2. Kai X kinta, kei¢iasi funkcijos f(51 + (2X) reik8meés. Standartinio
normaliojo dydzio tankis savo didziausia reikSme pasiekia koordinaciy
pradzios tagke. Todél f(51 + (2X) didziausia reik§me pasiekia taske
B + (2X = 0. Siuo atveju p = F(0) = 0.5. Tai atitinka vienoda
galimybe, tiek rinktis nuosava transporta tiek visuomeninj. Tuo paciu,
X pasikeitimas ¢ia gali turéti didziausia jtaka, nes pilietis yra ,ribinéje
padétyje” ir gali pakrypti tiek j vieng tiek j kita puse.

3. Jei By + B2X reik8mé yra didelé, sakykime, lygi 3, tai tikimybe, kad
pilietis pasirinks nuosava transporta yra labai didelé, artima 1. Tokiu
atveju, X pasikeitimas vargu ar padarys kiek Zymesne jtaka apsis-
prendimui, mat f(8; + $2X) §uo atveju artimas nuliui. Analogigki
samprotavimai taikomi ir kitam kraStiniam atvejui, kai 87 + f2X yra
neigiamas, sakykime, maZesnis uz —3.

Probit modelio rezultatus galime pritaikyti prognozuodami pasirinkima.
Galimybé prognozuoti diskrety pasirinkima yra labai svarbi daugelyje ekono-
mikos sri¢iy. Pavyzdziui, bankui labai svarbu jvertinti tikimybe, kad klientas
yra mokus (grazins ar negrazins paskola). Pritaike maksimalaus tikétinumo
metoda ir jvertine parametrus, randame tikimybeés jvertinj:

p=F (B + hX).
Pasirinkima vertname pagal &ia taisykle

o_ L Je 5>05
0, jei p<0.5
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Turime Siuos automobilio ir visuomeninio transporto pasirenkamuma ap-
raSancius duomenis. Kintamasis X apraSo skirtuma “kelionés autobusu truk-
mé minus kelionés automobiliu trukmé”; o kintamasis Y jgyja reiksme 1, jei
kelionei j darba pasirenkamas automobilis.

Automobiliu  Autobusu X Y
52.9 4.4 —48.5 0
4.1 28.5 244 0
4.1 86.9 82.8 1
56.2 31.6 —246 0
51.8 20.2 —-316 0
0.2 91.2 91.0 1
27.6 79.9 52.1 1
89.9 2.2 —-87.7 0
41.5 24.5 —17.0 0
95.0 43.5 —-51.5 0
99.1 8.4 —-90.7 0
18.5 84.0 65.5 1
82.0 38.0 —44.0 1
8.6 1.6 -7.0 0
22.5 74.1 51.6 1
51.4 83.8 324 1
62.2 90.1 279 1
95.1 22.2 -729 0
41.6 91.5 499 1

Transporto pasirenkamumo duomenys

Didziausio tikétinumo metodu ganame
b1 + B2X; = —0.0644 + 0.0299.X;

Parametry ¢ reik§més yra atitinkamai —0.161 ir 2.915. Teigiamas polinkio ko-
eficientas rodo, kad kelionés visuomeniniu transportu trukmés padidéjimas
padidina ir tikimybe kelionei j darba pasirinkti nuosava automobilj. Koe-
ficientas yra statistiskai reikdmingas. Tuo tarpu laisvasis narys néra statis-
tigkai reikdmingas. Taciau jo neigiamas zenklas rodo, kad jei laikas vyktj j
darbg yra vienodas tiek visuomeniniu transportu, tiek nuosavu automobiliu,
tai labiau tikétinas visuomeninio transporto pasirinkimas.
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Ivertintu modeliu galime pasinaudoti norédami prognozuoti individo elgesj
tuo atveju, kai kelioné j darba autobusu trukty 30 minucéiy ilgiau, nei kelioné
nuosavu automobiliu. Taikydami probit modelj, turime

p=F(B + f2X) = F(—0.0644 + 0.0299 - 30) = 0.798

Kadangi jvertintoji tikimybé yra daugiau nei 0.5, tai galime prognozuoti,
kad jei kelionés j darba trukmé visuomeniniu transportu yra puse valandos
ilgesné nei nuosavu automobiliu, pirmenybé bus teikiama pastarajam.
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6.1 PAPRASTAS PAVYZDYS

Nagrinékime uzdarg ekonomika, be uzsienio prekybos. Pajamuy (BVP)

tapatybé yra
Y=C+1+G;

Cia
C — vartojimo islaidos;
I —investicijos;
G — vyriausybeés islaidos;
Viskas matuojama realiame laike. Modelio konstravimas, tai jvairios hipotezés
(prielaidos) apie komponentes sudaranc¢ias BVP. Pavyzdziui, atzvilgiu varo-
jimo i8laidy galime daryti prielaida, kad jos priklauso nuo mokes¢iy sistemos
ir palukany normos. Taigi, galime imti

C=f(1-7)Y,r)+e.

Cia 7 mokestiy lygis, ta pati konstanta visai ekonomikai. Pavyzdziui, vidu-
tinis mokesciy dydis (pvz., 0.3); r — palukany norma, taip pat apibendrinta
visai ekonomikai. Galime teigti, kad dalinés i§vestinés turi tokius Zenklus ir
reik8mes:
0< 97 <1, 95 < 0.
6m1 8:1:2
Naudojant ekonomine interpretacija, funkcijos f daliné i§vestiné pagal pirmajj
argumenty Of/0x; reiskia polinkj vartoti, atsizvelgiant | pajamas. Todél
naturali prielaida, kad didéjant pajamoms didés ir vartojimas. O iSvestinés
reikmé mazesné uz vieneta paprasciausiai reiskia, kad nevartojama daugiau
nei turima (néra ilaidy deficito). Neigiama funkcijos f daliné iSvestiné pa-
gal antraj] argumenta reiSkia, kad didéjan¢ios palukanos turi neigiama jtaka
vartojimui ir tai yra aisku, nes didesnés palukanos skatina taupyma.
Lygiai taip pat galime modeliuoti investicijas. Tarkime, investicijos

I=g(AY,r)+¢

yra BVP pokycio ir palukany normos funkcija. Panagiai interpreduodami
funkcijos g dalines iSvestines, turime tokias prielaidas jy Zenklams:

0< , .
81‘1 (9332
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Surinke viska ] vieng vieta, gauname sistema

Y =C+I1+G
C =f(1-nY,r)+e
I =g(AY,r)+6.

Be to, turime informacija apie iSvestiniy zenklus ir galimas jy reik8mes.
Gavome modelj. Tai aigku tik teorija apie simultaninj dydziy C, I, G sary§j,
kuris, aisku, priklauso nuo dydziy G, r, 7. Kaip nagrinéti tuos tris kintamu-
osius? Ar reikalinga pavyzdziui papildoma teorija, paaigkinanti vyriausybés
i8laidas G, palukany norma r ir mokeséiy lygj 77 Jei tokia teorija kursime,
atsiras naujos lygtys ir dar keli nauji kintamieji.

Sudarytas modelis turi dvi elgsenos lygtis — vartojimui ir investicijoms.
Taigi, ekonomikos teorijos pagalba nustatéme paaigkinanciuosius kintamu-
osius ir i8vestiniy (parametry) zenklus. Tacdiau dar lieka nemazai atviry
klausimy. Keleta panagrinékime.

Pirmiausia kyla klausimas dél funkcinés formos. Tik teoriniais sampro-
tavimais nejmanoma nustatyti funkcionalinés formos, kuria susieti kintamieji
i viena sarys§j. Galime nagrinéti daugybe funkcionaliniy formy ir dauguma is
ju tenkins nustatytus iSvestiniy zenklus. Pavyzdziui, pazyméje Z = (1—-7)Y
(kas lieka i§ pajamy, atskai¢iavus mokes¢ius) disponuojamas pajamas, var-
tojima galime aprasyti tokiomis funkcijomis:

C=ap+a1Z +¢
C=AZ%¢
C:ao—OélZ_1+8.

Aisku, kad koeficientus galime parinkti taip, kad kiekviena i§ ty funkcijy
tenkinty apribojimus daliniy i§vestiniy zenklams. Taciau visos §ios formos
turi skirtinga kiekybine prasme. Pirmoji: 100 Lt. pajamy padidéjimas
visados duoda ta patj islaidy padidéjima, nes C' = o nepriklauso nuo Z.
Antroji ir treioji formos apraso skirtinga vartojimo pokyé&io priklausomybe
nuo pajamy: C' = Aay; Z“ e (Z padidéjimas skatina islaidy pokytj) arba
C" = a1 Z~?% . Igvada, kurig galime padaryti i§ &io paprasto pavyzdzio, yra
tokia:

ekonomikos teorija funkcionaline modelio forma gali tik rekomen-
duoti.

Antrasis svarbus klausimas — duomenys ir matavimo vienetai. Toliau —
klausimas apie lagy struktura, kiekybines ir kokybines pasekmes, teorijos
parinkima.
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Ekonometrijos tikslas atsakyti j visus panasius klausimus. Tai pasiekiama
per modelio specifikavima ir specifikavimo patikrinima (verifikavima).

Paprastai pradedama nuo paprasciausios modelio formos. Nagringjamame
pavyzdyje tai galéty buti tiesinis modelis

Cy =ap+a1(1—7)Y,+ aory + ¢4
I =00+ 01(Yim1 — Yi—2) + Bore—1 + 6
Y; =Ci+ 1 + Gy

A priori parametry zenklai ir reik§mes yra
0<a; <1, ag<0, (1 >0, B <.

Be to, t reiskia laika. Paprastai tai metai, ketvirtis ar ménuo. Taciau butinai
laikas diskretus. Pateiktas modelis yra strukturiné simultaniniy lygéiy mode-
lio forma. Endogeniniai kintamieji yra Cy, Iy, Y. Dyd#ziai Y;_1, Y;—2 — laginiai
endogeniniai, Gy, 1 — egzogeniniai, r—1 — laginis egzogeninis.

Tagi, modeliu paaiskiname endogeniniy kintamuyju elgesj kity kintamujy
atzvilgiu. Kokiy, priklauso nuo modelio. Sistema iSsprende endogeniniy
kintamuyjy atzvilgiu gauname redukuota modelio forma:

Ci = mig+m1Gy + miars + misre1 + maYio1 + m5Yio + 6C (6.1)
Y; = oo+ mo1Gy 4 maart 4+ magre1 + m24Yi1 + mosYi o 4+ 0, (6.2)
I = 30+ maari1 +m34Yi 1 + w35V o + 67 (6.3)

Pastebésime, kad kiekviena redukuota lygtis yra regresiné. Juy tyrimui nau-
dojama regresiniy modeliy teorija.

Parametrai 7 yra labai svarbus. Jie apraso endogeniniy kintamuyjy pasi-
keitimus, pasikeitus atitinkamiems iSankstiniams kintamiesiems. Nagrinékime
pavyzdziui G; padidéjima. Jei imtume tik strukturine forma, vienetu pa-
didéjes vartojimas tik tiek ir tebadidinty BV P. Bet i§ vartojimo funkcijos
matosi, kad padidéjes BV P skatins vartojima, kuris, savo ruoztu, veél pa-
didins BV P. I8 redukuotos formos gauname daugiau informacijos:

oYy B 1

G, T I a1 — 1)
Tai nacionaliniy pajamy multiplikatorius (daugiklis) paprastojoje Keynes’o
teorijoje. Jei 7 = 0.25, ;7 = 0.8 tai mo; = 2.5. Vadinasi, vienetu padidi-
nus vyriausybés ISlaidas, kai kiti parametrai nekinta, nacionalinés pajamos
padidéty 2.5 vienetais. Visi parametrai 7 yra jtakos multiplikatoriai. Jie par-
odo, kokig itaks einamuoju momentu daro iSsankstiniai kintamieji. Taciau
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Gia dar ne viskas. Redukuota modelio forma parodo taip pat dinamines
endogeniniy dydziy savybes. Perrasykime (6.2) lygtj skirtumine forma:

AY; = 1 AGy + T Ary + T3 Ary_1 + T AY;_1 + mas AY;_o. (6.4)

Cia AY; =Y, — Y,_1. Panagrinékime 8ig lygti. Tarkime, G ir r pakankamai
ilga laikotarpj buvo nekintantys Y atzvilgiu tam tikrame pusiausvyriniame
lygyje. Taigi turime Sias salygas:

AG =AGy 1 =-=0
ATtZATt_lz"‘:O
AV, =AY, 4 =-=0

Toliau tarkime, vyriausybés iSlaidos ¢ + 1-uoju periodu padidintos dydziu d
ir toliau islaikomos nekintancios, t.y.

AGi1 =d, AGia =AGp3=---=0.
I§ skirtuminés (6.4) lygties gauname
AYi11 = mord.
I tos pacios (6.4) lygties taip pat gauname
AYiyo = m4AYy 1 = moqm11d.
Periodui ¢ 4 3 turime

AYiy3 = m4AYy 19 + mo5AY 11 =

2
7T247T21d + mogma1d.

Taigi pakeite viename Zingsnyje vyriausybés iSlaidas, dél pasirinktos lagy
(vélinimy) sistemos, gauname visa eile Y poky¢iy I§ (6.4) i§vedame

0Y;

a2 w11 nulinis lagas, arba jtakos multiplikatorius
0Gi11
o . )

= Ty vieno periodo lagas

0G4
oY;
=3 (73, + m5)m1  dviejy periody lagas.
0G4

Multiplikatoriai ir jvairiy laikotarpiy lagai vadinami laikotarpiy (interim)
multiplikatoriais. Jei juos susumuosime laike (tardami, kad sumos konver-
guoja), gausime visuminius (total) multiplikatorius. Jie apraso endogeninio
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dydZio pusiausvirine reik§me, viename zZingsnyje pakeitus egzogeninio dydzio
reiksme.
Pagaliau panagrinékime galutine modelio forma. 1§ (6.2) lygties iSvedame

Y — maYi1 — mi5Yi—2 =m0 + 111Gy + miare + Tiari—1. (6.5)

Tai antrosios eilés nehomogeniné skirtuminé lygtis. Perrasykime ja ben-
dresne forma
Yi — maYe1 — m5Ye2 = f(G, 7).

Dinaminés sistemos jdomus efektas yra tai, kad kiekviena endogeninj kinta-
majj galime isreiksti antros eilés skirtumine lygtimi su tais paciais koeficien-
tais. Skirsis tik laisvieji nariai. Tikrai, kadangi

I = Bo + p1(Yi—1 — Yi—2) + Bori—1,

tail
It —maly—1 — misli—o = 51(Ye — maYso1 — misYi2) —
B1(Yy — maYio1 — mi5Yi—2) + Bo(1 — mia — m15) +
Bo(ri—1 — T14Ti—2 — T15T1—3)
Taigi
It — miali—1 — misli—o = h(G, 7).
Pagaliau

Cy — m4Ci—1 — m15C—2 = S1 (Y — maYi—1 — m5Ye—2) —
(I — mali—1 — misli—2) — (Gt — m14Gr—1 — m15Gr—2) = k(G, 7).

Taigi visi trys endogeniniai kintamieji tenkina antros eilés skirtumine lygtj
su tais paciais koeficientais. Reikia i§spresti charakteristine lygtj

A2 — )\ — w15 = 0.

Strukturiné ir redukuota lygtys rodo, kad

Sl

1—ai(1—71) > 0.

T4 = —T15 =

PaZzymeéje ta parametra o, turime skirtumine lygtj

A —a\+a=0.
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Jos sprendinys yra
1
A2 = 5(04 + Vala—14)).

Jei a < 4, tai Saknys yra kompleksinés. Tuomet ekonominé sistema yra
cikliska. Be to, jei a < 1 tai ciklai yra silpnéjantys (damped), o jei 1 <
a < 4 — sprogstantys (explosive). Parametras «, kaip matome, priklauso
nuo parametro (31 — investicijy akseleracijos koeficiento, a; — marginalinio
polinkio vartoti, 7 — mokeséiy.
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Laiko eilu¢iy modeliais galime prognozuoti ekonominiy rodikliy elgesj pa-
gal ju stebéjimus praeityje. Pavyzdziui, stebime y(¢),0 < ¢ < T. Kaip elgsis
y(t), kai t > T Cia y(t) gali buti birzos indeksas, palukany norma, prekiy
indeksas, prekés pardavimo kaina ir pan. Naudodami laiko eilu¢iy terija
nustatome jg atitinkanc¢io proceso y(t) modelj. Ivertine modelio parametrus,
galésime prognozuoti y(t), kai t > T.

Laiko eilute vadiname kokio nors dydzio, tarkime, y stebéjimy laike seka
Y1,Y2, ..., yr. Stochastiniy laiko eilu¢iy modeliai remiasi prielaida, kad tie
stebéjimai yra generuoti stochastinio proceso (Y (t),t € I). Cia I yra laika
atitinkanti parametry aibé ir tai gali buti pavyzdziui Z, N. Toliau na-
grinésime tik laiko eilutes indeksuotas sveikaisiais skaiciais.

Stochastineés laiko eilutés yq, . . ., y7 pagalba reikia nustatyti ja atitinkan-
¢io atsitiktinio proceso (Y (t),t € Z) charakteristikas.

7.1 STACIONARIOSIOS LAIKO EILUTES

Laiko eiluté y1, y2, . . . , yr vadinama stacionariaja, jei jg atitinkantis proce-
sas (Y (t),t € I) yra stacionarus plaigja prasme.

Priminsime, kad procesas (Y;,t € Z) vadinamas stacionariuoju siaurgja
prasme, jei jo baigtiniamaciai skirstiniai yra invariantiniai laiko postumiui,
t.y.

Pyt = Poth,.tntho

su visais t1 <t <---<t, € Zir h € Z. Skirstinys Py, , apibréztas taip:

Py 4. (A)=P(Y(t1)...,Y(ty) € A),

kai A yra erdvés R™ Borelio aibé.
Procesas (Y (t),t € Z) vadinamas stacionariuoju placigja prasme, jei

e EY(t)? < oo, su kiekvienu t € Z;
e su kiekvienu t € Z, EY (t) = EY (0);

e su visais s,t,h € Z, r(s,t) =r(s+ h,t + h).
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Cia 7(s,t) yra proceso Y (t) kovariaciné funkcija:
r(s,t) = B(Y(t) — EY (t))(Y(s) — EY (s)), s,t€ Z.

Kadangi stacionariojo placigja prasme proceso Y (t) kovariaciné funkcija prik-
lauso tik nuo argumenty skirtumo, t.y. r(s,t) = r(s—t,0), tai ja patogu trak-
tuoti kaip vieno kintamojo funkcija ir sutrumpintai rasyti r(t), r(t) = r(t,0).
Stacionarus siaurgja prasme procesas yra stacionarus ir placigja prasme.
Atvirkséiai teisinga ne visada. Gauso procesui abi stacionarumo sgvokos
sutampa.
Svarbi proceso charakteristika — autokoreliaciné funkcija.

7.1.1 apibrézimas. Stacionariojo proceso (X;,t € Z) autokoreliacine funk-
cija vadiname funkcija

r(k)
k)=—=ke Z
Turédami stacionaria laiko eilute yi1,¥2,...,yr ja atitinkancio proceso ko-

variacine funkcija galime jvertinti taip:

T—h

r(h) = Z(yt —Y)(Yt4n — Y)s

t=1

o autokoreliacine funkcija —

_ EtT:zh(yt — ) (Yesn — ?)_
S (g —7)?

p(h)

7.1.2 apibréZzimas. Stacionarusis procesas (Z,t € Z) vadinamas baltuoju
triuksmu su vidurkiu 0 ir dispersija o2, jei jo vidurkis lygus nuliui, o ko-
variaciné funkcija —

2 kaih=0
r(h):{a’ al s

0, kaih>0.

Trumpai ragysime (Z;) € BT (0, 0%). Baltojo triukimo autokoreliaciné funkcija

yra
1, kaih=0

h _ ) )

Pl {0, kai h > 0.

Tirdami, ar laiko eiluté atitinka baltajj triuksma naudojame jvairius kri-
terijus paremtus autokoreliacinés funkcijos jvertinimu p(h).
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Bartlet’o kriterijus: jeilaiko eiluté generuota baltojo triuksmo, tai p(h)—
p(h), kai h > 0, turi apytikriai normalinj skirstinj su nuliniu vidurkiu ir
dispersija 1/T.

Box — Pierce’o kriterijus: statistika

turi apytikrj x? skirstinj su K laisvés laipsniais.

7.2 HOMOGENINES LAIKO EILUTES

Praktikoje labai retai laiko eilutés atitinka stacionariuosius procesus.
Ypa¢ ekonominiy rodikliy elgesj atitinkancios laiko eilutés. Taciau daznai pa-
sitaiko, kad laiko eilué turi savybe: viena ar kelis kartus diferencijuota eiluté
yra stacionari. Laiko eilutés turin¢ios &ia savybe vadinamos homogeninémis.
Homogenigkumo eile nusako atitinkamo diferencijavimo eilé.

7.2.1 apibrézimas. Procesas (Y (t),t € Z) vadinamas k-os eilés homogeni-
niu procesu, jei procesas (wi(t),t € Z) yra stacionarus. Cia

wi(t) = wp—1(t) — wr—1(t — 1),
wo(t) =Y () -Y(t—-1), teZ

Procesas (wg(t),t € Z) daznai vadinamas k—aja proceso (Y (t),t € Z) igves-
tine. Laiko eiluté yi, ..., yr vadinama k-os eilés homogenine laiko eilute, jei
ji atitinka k-os eilés homogeninj procesa.

Labai svarbus nestacionaraus, bet homogeninio stochastinio proceso pa-
vyzdys yra atsitiktinis klaidZiojimas (Y (t),t € Z). Sis procesas apibréztas
taip:

Yt)=Y(t—1)+e,t e Z (7.1)

¢ia (g¢) € BT(0,0?). Dar kitaip §is procesas vadinamas integruotu baltuoju
triuksmu.

Patikrinti ar duotoji laiko eiluté atitinka atsitiktinj klaidziojima, yra nau-
dojami jvairus testai.
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7.3 VELINIMO OPERATORIUS

Tarkime, turime seka (z(t),t € Z). Vélinimo operatoriumi vadiname
operatoriy L, veikianti pagal taisykle

Lz(t)=z(t—1), teZ.
Galime apibrézti velinimo operatoriaus bet kurj laipsnj:
LFe(t) = L(L*2(t)) = x(t — k), te Z.

Be to, susitarsime, kad L°z(t) = z(¢) su visais t € Z. Ateityje mums pravers
kai kurios vélinimo operatoriaus savybés. Pirmiausia pastebékime, kad

L(a+bz(t)) =a+bLx(t) =a+ bx(t — 1),

kai a,b € R. Si savybé vadinama operatoriaus tiesiSkumu. Tarkime, duotas
polinomas
ap(v) =1+ av+ -+ opoP.

Tuomet turi prasme a,(L),
ap(L) =1+ oL+ -+ aplL?,
veikiantis pagal taisykle
ap(L)z(t) = xz(t) + acrx(t — 1) + - - + apa(t — p).

Be to, galime apibrézti ir eilutes

Yoo(L) = L0+ L+ oL 4 -
Jei operatoriai ¢,(L), ir ¢4(L) yra tokie, kad

Up(L)dg(L) =1 =L,

tai ¢q(L) vadinamas ,(L) atvirktiniu operatoriumi ir daznal Zymimas
d)p_l(L). Pavyzdziui, operatoriui ¢1(L) = 1 — 9L, kai 1| < 1 atvirkstinis
yra

Y (L) =1+ YL+ *L? +--- .

Tai visal nesunku jrodyti.
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7.4 AUTOREGRESINIAI MODELIAI

7.4.1 SAVYBES

Laiko eiluté y1, ..., yr aprasoma parametro p autoregresiniu modeliu, jei
ja atitinkantis procesas (Y (¢),t € Z) tenkina skirtumine lygtj

Yt)=p1Y(t—1)+-- -+, Y(t—p)+v+e, telZ (7.2)
Cia (e4,t € Z) € BT(0,02), v € R. Trumpai zymeésime (y;,t = 1,...,T) €
AR(p). Procesas, tenkinantis skirtumine lygtj (7.4) vadinamas AR(p) pro-
cesu. Pritaike vélinimo operatoriy L ir pazyméje polinoma
¢p(z) =1—¢12— = ¢p2?,
(7.4) lygti galime uzraSyti kompaktisku budu taip:

op(L)Y (t) = e, t€Z

e Panagrinékime AR(1) procesa (Y (t),t € Z):

Y= Y(t—1)+e, teZ (7.3)

4 teorema. Jei |p1] # 1, tai egzistuoja stacionarus lygties (7.3) sprendinys
(Y(t),t € Z). Be to, jei |¢1] < 1, tai

o0
Y(t) = Z ¢]f€t—k‘7
k=0
jei |p1| > 1, tai
oo
Y()=> ¢ erin
k=1

Abiem atvejais eilutés konvergavimas suprantamas kvadratinio vidurkio pras-
me.

Galima jrodyti, kad (7.3) lygtis, kai |¢| = 1 stacionaraus sprendinio ne-
turi.
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Kai |¢p| < 1, tai, kai matéme, (7.3) lygties sprendinj galime uzraSyti ir
taip:
Y(t)=(1-¢B)™"
Suskaifiuokime stacionariojo AR(1) proceso (Y (t),t € Z) koreliacine funkcija
r(h),h € Z. Remdamiesi 1 teorema, kai |¢1| < 1 gauname

2
g
r(0) = EY?(t) Z(ﬁkEst E=
= —
o kai h > 0,
r(h) = EY (t+h)Y EZ¢ Et— kZ¢ Etth—k =
Y S Eericrin-; = Z S o? =
i,j=0 i=0
A
2¢1 Z¢ = 12'
P1
Analogigkai, jei |¢1] > 1, tai
2 2k o
r(0) = EY?( Z¢1 Eel ) = pra
© 2,—h
lomtoXy
h) =
i) = B2

kai h # 0. I§ gauty rezultaty randame AR(1) proceso autokoreliacine funkcija
P kai ||
, 1] < 1,
p(h) =3 "1 . h#0
¢, kai[gn]| > 1,

Matome, kad autoregresinio proceso autokoreliaciné funkcija yra eksponen-
tiskai nykstanti. Nesunku matyti, kad aurokoreliaciné funkcija p(h) tenkina
skirtumine lygti

p(h) =¢p(h—1), h=1,2,...

ee Tarkime, (Y (¢),t € Z) yra AR(p) :

Yt)=nY(t—1)+---+¢pY(t—p)+e, teZ (7.4)
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Sita lygtis turi stacionary sprendinj tada ir tik tada, kai charaktringasis
polinomas

1— g1z — gz’ — -+ — ¢paP
neturi Sakny vienetiniame skritulyje {z € C : |z| = 1}. Tuomet egzistuoja
operatoriaus ¢(L) =1 — ¢1L — --- — ¢, LP atvirkstinis operatorius.

Suskai¢iuokime to proceso kovariacine funkcija. Nesunku matyti, kad
kovariaciné funkcija tenkina &ias lygtis:

r(k)=FEY(t—k)Y(t) =
EY(t=k) (Yt =1+ +¢pY(t—p)+e)=
prir(k—1)+ -+ ¢pr(k —p) + EY (t — k)ey =
o1k —1)+ -+ ¢pr(k —p), kai k #0
17k —1) + -+ ¢pr(k — p) + 0%, kaik=0.
Paéme k£ =0,1,...,p gauname §ig lygciy sistema:
r(0) = ¢17(1) + ar(2) + - - - + ¢pr(p) + o?
(1) = 17(0) + 6ur(1) + -+ + yr(p — 1) -
r(p) = ¢1r(p —1) + dar(p — 2) + -+ + ¢pr(0)

Tai yra pradiniy salygy sistema. Ja iSsprende randame r(0), r(1),...,7r(p).
Sios pradinés salygos reikalingos norint iSspresti skirtumine lygtj

r(k) = ¢1r(k — 1) + ¢gar(k —2) + - + ¢pr(k — p), (7.6)
kai k£ > p. Gerai zinoma, kad bendrasis (7.6) lygties sprendinys yra

m r;—1
r(k) =3 > dih'=" k=0,
i=1 j=0
Cia 21,. .., 2m yra skirtingi polinomo 1 — ¢12 — -+ — ¢p2P nuliai, r1,...,7y

atitinkamy nuliy kartotinumas (3 /", r7; = p), o d;; — laisvieji parametrai,
randami i§ pradiniy salygy.

Is (7.5) sistemos i§vedame taip vadinamas Jule-Valkerio (Yule-Walker)
lygtis AR(p) proceso autokoreliacinei funkcijai:

p(1) = é1 4+ ¢2p(1) + -+ + dpp(p — 1)
p(2) = d1p(1) + 2+ -+ dpp(p — 2)

p(p) = ¢1p(p — 1)+ d2p(p —2) +--- + &y
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Matriciniu pavidalu sistema galime perraSyti taip

p=Pro

ir galime i8spresti:
¢=P'p.

Pakeite p | p gauname vadinamus momentinius autoregresinio modelio pa-
rametry jvertinimus.
Suskai¢iuokime AR(2) proceso

Y(t)=06Y(t—1)—09Y(t—2)+¢, teZ
koreliacine funkcija. Kai k£ > 2 turime skirtumine lygtj
r(k) =0.6r(k —1) — 0.97(k — 2).

Sios lygties charakteristinis polinomas yra A% — 0.6\ 4+ 0.09 o jo nuliai —
A = 0.3. Vadinasi, skirtuminés lygties sprendinys yra

r(k) = (dik + d2)0.3%.

Norédami rasti parametrus dj, d2, turime iSspresti sistema

7.4.2 AUTOREGRESINIO MODELIO JVERTINIMAS

Tardami, kad stochastiné laiko eiluté yi,...,yr atitinka autoregresinj
procesg, reikia nustatyti to proceso eil¢ p ir jvertinti parametrus ¢1, ..., ¢p.
e Pirma tarkime, kad eile p Zinome. Tuomet

Yt = G1Yi—1 + - + GpYi—p + Et,

kai (g;) € BT(0,02). Ciat = p+1,...,T. Bet tai yra tiesinis regresinis
modelis, kurj galime uzrasyti taip:

Y, = X,¢p +¢;
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diaY = (yp+1, ce ,yT)T, g = (€p+1, ce ,ET)T,
Yp Yp-1 -+ Y1
Xp — . . . .
yr—-1 Yyr-2 ... Yr—p

Pritaike maziausiy kvadraty metoda, gauname

bp = (X;Xp)—lxgyp.

ee Praktikoje retai atsitinka, kad autoregresinio proceso eilé p yra zi-
noma.

Jo jvertinimui daZniausiai naudojame dalinés autkoreliacinés funkcijos
savybes. Pirmiausia iSsiaiSkinkime pacia savoka.

Koreliacija tarp dviejy dydziy daznai atsiranda todél, kad abu tie dydziai
koreliuoja su trec¢iuoju. Laiko eilutéje (v, t = 1,...,T) koreliacija tarp ¢
ir Yy didele dalimi lemia abiejy ty dydziy koreliacija su yt—1, ..., Yt—k+1-
Tokiai koreliacijai nustatyti ir yra naudojama daliné autokoreliacija p(k), k =
1,...,T. Dalinés autokoreliacijos reikimé p(k) prilyginama koeficientui ¢y
Sioje autoregresinéje lygtyje:

Yt = Gp1Yi—1 + -+ OukYi—k + €t

Autokoreliacijos koeficientas p(1) yra regresijos koeficientas ¢1; lygtyje

Yt = P11Yt—1 + &t

I§ Jule-Walkerio lygéiy AR(1) modeliui matome, kad ¢11 = p(1). Tai yra,
dalinés autokoreliacijos koeficientas p(1) yra lygus autokoreliacijos koeficien-
tui p(1). Tai nieko stebétino, nes tarp dydziy y; ir y;—1 néra jokiy tarpiniy
dydziy. Koeficientas p(2) yra lygus koeficientui ¢92 regresinéje lygtyje

Yt = P21Yt—1 + P22Yyr—2 + &4

I8 Jule-Walkerio sistemos AR(2) procesui matome, kad

p(1) = ¢21 + p(1) P22
p(2) = p(1)d21 + P22

I3 Sios sistemos randame

p(2) — p*(1)
p(2) = ¢ = W
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Bendruoju atveju taip pat galime pasinaudoti Jule-Walkerio lygciy sistema

p = Ro;

¢la

Y p(k - 1)
p(1 1 plk —2
L | e (b —2)
plk—1) p(k—2) 1
IS Sios sistemos randame
| Ry
p(k) = dpr = -
R

C¢ia |A| reiskia matricos A determinanta,

1 p(1) p(k—2) p(1)
p(1) 1 p(k—3) p(2)
plk—=1) pk—2) ... 1 p(k)

Pagal dalinés autokoreliacijos apibrézima ir kg tik iSvestas formules matome,
kad

AR(1) modeliui: p(1) = p(1), p(k) =0, kai k> 1;
AR(2) modeliui: p(1) = p(1), p(2) = p(2) = p(1) p(k) =0, kai k> 2;

1—p(1)
AR(p) modeliui: p(1) #0,...,p(p) #0, p(k) =0, kai k > p;

Sis faktas pasitarnauja nustatant autoregresinio modelio eile.

Kitas, gal kiek ir paprastesnis budas nustatyti autoregresinio proceso
eile yra toks: jvertiname parametrus, tardami, kad procesas yra eilés k ir
tikriname hipoteze apie parametro é\k reik§mingumsa.
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7.5 SLENKANCIO VIDURKIO MODELIAI

7.5.1 SAVYBES

Laiko eiluté y1, ..., yr apraSoma parametro q slenkanc¢iojo vidurkio mod-
eliu M A(q) , jei ji atitinkantis procesas (Y (t),t € Z) tenkina lygtj

Y(t) =&t — 916,5_1 — s — qut—qa

arba
Y(t)=1—-60L—---—0,L%ey,

kai (¢4,t € Z) € BT(0,02).
Slenkancio vidurkio modeliai daznai gaunami kaip begelinés eilés autore-
gresiniai modeliai.
e Tirkime MA(1) procesa:
Y= -0, t=1,...,T.

Nesunku jsitikinti, kad

ir
p(k) =0, kai k> 1.

Tarkime, turime begalin] AR procesa
Y(t) ==Y (t —1) = ¢*Y(t =2) =’V (t = 3) — - + ey
t € Z. Pritaike vélinimo operatoriy
(1+ ¢L + ¢*L* +-- )Y (t) = &.
Tarkime, |¢| < 1. Prisimine, kad
(1+¢L+¢°L*+---) ' =(1—9¢L)
(1) lygtj galime perradyti taip:

Y(t) = (1 - ¢L)e,.
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Taigi, MA(1) procesa aprasyta lygtimi (2), galime isreiksti begaliniu autore-
gresiniu modeliu.

ee Nagrinékime MA(2) procesa:
Y =¢; —b1641 — Ooey_o, tE€ Z.
Ta procesa galime uzraSyti
Y; = (1 — 1B — 63B%)e;.
Nesunku suskaiéiuoti, kad

(1) = —01 + 6107
SO P e A

—0y
N =— =
=TT

ir

p(k) =0, kai k> 2.
Norédami MA(2) procesy ireiksti begaliniu autoregresiniu procesu turime
iSspresti lygti
(1—mL—mL?—---)(1 —6,L —6,L% = 1.

Tai galime padaryti sulygindami koeficientus prie operatoriaus L laipsniy:
—m—6h=0 —m=-0
—7T2—|—917T1—0+2:0—>7T2:017T1—9§:—9%—92
— T+ 9171']‘,1 —{—927ij2 =0 — mj = 9171']‘,1 —{—027ij2, j>2.

Tam, kad MA(2) procesa galétume isreiksti begaliniu autoregresiniu procesu,

reikia kad polinomo 1 — 61z — 6222 Saknys buty uZ vienetinio skritulio.

e o o Panagrinékime benrajj atveja. Galime nesunkiai suskaiCiuoti au-
tokoreliacine funkcija:

—O0p + 01041 + -+ 04104
k) =
pk) 1+ 62+ 162

, k=1,...,¢q

ir
p(k) =0, kai k>gq.

Kyla naturalus klausimas, kuriais atvejais M A(q) procesas uZzraSomas
begaliniu AR procesu? Pasirodo, kad tam pakankama yra tokia salyga:
polinomo

Oy(2) =1+ 0124022+ + 0,29, 2€C
Saknys yra uz vienetinio kompleksinés plokstumos rutulio, t.y. |z] > 1 su
kiekviena to polinomo $aknimi z € C.
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7.5.2 SLENKANCIO VIDURKIO MODELIO JVERTINIMAS

Tarkime, laiko eilute y1, . ..,y atitinka slenkancio vidurkio modelj. Kaip
nustatyti to modelio eile ¢? Tarkime, (Y (t),t € Z) € MA(q). Nesunku
suskai¢iuoti to proceso kovariacine funkcija:

02 Zg;(lf 919i+k, kai k = 0, 1, ey Qs
Oa kai k > q.

cov(Y(t),Y(t+k)) = {

Cia 0y = 0. Autokoreliaciné funkcija yra

p(k) = Z;I;(I; 9i9i+k/2?:o 912? kai k=0,1,...,¢;
0, kai k > q.

Taigi, slenkanc¢iojo vidurkio parametras g yra toks didziausias k, su kuriuo
p(k) # 0. Pagal turimus stebéjimus, jvertine autokoreliacine funkcija, jverti-
name ¢ ir patikriname reikalingas hipotezes.

Toliau panagrinékime, kaip jvertinti slenkané¢io vidurkio proceso paramet-
rus 01, ...,0,. Vienas is budy yra analogiskas maziausiyjy kvadraty metodui.
Butent, reikia minimizuoti paklaidy kvadraty suma

T
SO) = (g —brer1— - — Ogesg)*.

t=1

Kadangi triuksmas e; néra stebimas, jj reikia jvertinti, panaudojant duome-
nis Yi, ..., yr-

7.6 AUTOREGRESINIAI SLENKANCIO VIDURKIO
MODELIAI

Daugelio laiko eiluciy negalétume aprasyti vien slenkanciojo vidurkio
arba vien autoregresiniais modeliais. ARMA modeliai yra ty dvieju modeliy
apjungimas. Sakysime, kad laiko eiluté (yi,...,yr) aprasoma ARMA(p, q)
modeliu, jei ja atitinkantis procesas (Y (t),t € Z) tenkina lygtj

Y(t)=¢1Y(t—=1)+ -+ Y (t —p) + et —brer1 — - —Oger—q, (7.8)
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kai (¢;,t € Z) € BT(0,0?). Pritaike vélinimo operatoriy L (ARM Apq) lygtj
galime uzra8yti Sitaip:

(1 =1L — ¢ol* — - — ppLP)Y (t) = (1 — hL — - — 0,L)e,.
dar trumpiau
Pp(L)Y (t) = 04(L)es, (7.9)
kai
Gp(t) =1 — 1t — -+ — Ppt?,
0(t) =1 — 01t — - — 0,19

e Panagrinékime AR(1,1) procesa
(1-¢L)Y,=(1—-60L)ey, teZ.
UzraSykime ta procesa begalinio slenkancio vidurkio procesu:
Yi=er+ihre1 +hogro+ -+

Begalinio polinomo 9 koeficientus rasime suskaiciave ¢(L) = (1 — 6L)(1 —
¢L)~1. Sulygine koeficientus prie atitinkamy L laipsniy sarysje

(1— L)1+ 1L +pol* +---)=1-6L
randame
L': Y1-¢=0 = ¢ =0¢—10
L*: hy—y =0 = by =(p—0)¢

L =y 1=0 = ¢p=(¢—0)¢'", j>2.
Ta patj procesa galime uzradyti ir begaliniu autoregresiniu procesu

Yi=mYiqa+mYi o+ +e, teZ

Lygybéje
(1—60L)(1 —mL—mL?—---)=1-¢L

sulygindami koeficientus prie atatinkamy L laipsniy, gauname
L' —m—0=—¢ = m=¢—0
L?: —m+0m =0 — T = (¢ — 0)0

Lj: —7Tj—|—97Tj_1:0 — 7T2:(¢_9)0j_17 j>2'
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Suskaiciuokime autokoreliacine funkcija. Lygti
Yi=0Y 1+e& — 01

padauginkime i§ Y;_j ir suskai¢iuokime gautos lygybés abiejy pusiy vidurk-
ius:

EYY, = ¢EY; 1Yy + EeYi—, — OEY;_jei1.

Kai k>1FEe Y, =0ir EY;_per—1 = 0. Todel
r(k) =¢r(k—1), kai k> 1.

Kadangi
EeiY; = Elei(et + 1611 + hoer1 + -+ )] = o?
ir
Eei 1Yy = Elei_1(g¢ + 160—1 + oge—1 + -+ )] = Pro? = (¢ — 9)02
tal,

r(0) = ¢r(1) + 0% — 6(¢ — 0)0>
r(1) = ¢r(0) — 5.

Issprende Sia sistema surandame

1462 —20¢
=12 pe o2, r(l) =

(1-00)(0-0) »

(0) -

Is ¢ia randame ir autokoreliacine funkcija:
Pk = Ppr-1, k> 1;

_(1-09)(¢—0)
14+0%2—20¢

Dalinés autokoreliacijos vienintelé nenuliné reiksmeé yra p; = p1.

ARM A proceso autokoreliaciné funkcija elgiasi panagiai kaip autore-
gresinio modelio, o daliné autokoreliaciné funkcija — kaip slenkané¢iojo vidurkio.
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7.7 ARIMA MODELIAI

Kaip jau minéjome, praktikoje daznai pasitaiko kad laiko eiluté néra sta-
cionari, bet jos skirtumy arba aukstesnés eilés skirtumy eiluté yra stacionari.
Ta aplinkybé pasitarnauja apibréziant ARIMA modelius. Sakysime, kad
laiko eilute (y1,...,yr) tenkina ARIM A(p,d,q) modelj, jei (wq(t),t € Z)
yra ARM A(p, q) modelis, kai

wq(t) = Ady(t), te Z.
Kaip ir anks¢iau, A yra skirtuminis operatorius
Ay(t) = y(t) —y(t = 1),

o A® = A(A%™1). Turédami w; prie laiko eilutés y; grizti galime sumuodami

wy. Tai yra
d
Yt = Zwty

kai Zd yra sumavimo operatorius. Lengva jsitikinti, kad
Yy = Yo + w1 + -+ wy.

Sakysime, kad laiko eiluté (y;,t =0,...,T) aprasoma ARIM A(p,d, q) mod-
eliu, jei jg atitinkantis procesas (Y (t),t € Z) tenkina lygti

Gp(L)ATY (t) = 04y, t € Z. (7.10)

Prie §io modelio galime prieiti ir kiek kitu keliu. (7.8) lygtis turi stacionary
sprendinj, jei polinomas ¢, (z) neturi $akny vienetinaime skritulyje. Tarkime,
kad &is polinomas turi lygiai d 8akny z = 1, o visos kitos jo 8aknys yra uz
vienetinio skritulio. Tuomet

dp(2) = Tp-a(2)(1 — 2)*.

Cia Tp—d yra p — d eilés polinomas neturintis Sakny vienetiniame skritulyje.
Dabar (ARMAZ2) lygtj galime perrasyti taip:

Ty a(L)(1 = L)Y (t) = 0,24 (7.11)

Pastebéje, kad I—B = A, o (I—B)? = A?, gauname, kad procesas (Y (t),t €
Z), tenkinantis (ARMA3) lygtj yra (ARIMA(p-d,d,q) procesas.
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Kaip nustatyti ARIMA modelio eile, t.y. parametrus (p,d,q)? Turint
laiko eilute (y,t = 1,...,T) pirmiausia reikia nustatyti homogeniskumo
eile d. Tam panaudojamas tas faktas, kad stacionaraus proceso autokore-
liaciné funkcija p(k) artéja prie nulio kai k didéja. Kai d yra nustaty-
tas, parametry (p,q) nustatymui galime naudoti koreliacijos koeficientus ir
daliniy koreliacijy koeficientus, bet jau d karty diferencijuoto proceso.

Tarkime, kad laiko eiluté (y1,...,yr) aprasyta modeliu ARIM A(p,d, q).
Tai yra, nustatyti parametrai p, d ir ¢, su kuriais duotoji laiko eiluté atitinka
atsitiktin] procesy (Y (¢),t € R) tenkinant] lygt}

Sp(L)AY (1) = 0, (L)es; (7.12)

¢ia (g¢) € BT(0,0?). Duotosios laiko eilutés pagalba reikia jvertinti pa-
rametrus ¢i,...,¢p ir 01,...,0,. Tai atliekame minimizuodami paklaidas.
Pazymékime Sitaip:

& = 0, (L) (L) (7.13)
Sudarykime funkcija

T

S(1,- 0 G0, 0) = > &

t=1

Tuomet

(51,...,513,@17...@) = argmin S(¢1,...,¢p,01,...,0q).



A  PRIEDAS. DAUGIAMATES ANALIZES
ELEMENTAI

A.1 TIESINES ALGEBROS ELEMENTAI

A.1.1 MATRICOS

Sutvarkyta p x d skaiciy lentele vadiname matrica. p Zymi jos eiluciy
skaitiy, d — stulpeliy skai¢iy. Matricas zymésime A, B, ..., X, ... :

ail a2 ... Gaid

asr az ... asd
A=

ap1 Ap2 ... Qpd

Jei svarbu pazyméti tik matricos elementus, raSysime A = (ay;). Jei svarbi

ir matricos eilé, tuomet raSysime A = (ag;,k=1,...,p;j=1,...,d). dx 1
matrica vadinama vektoriumi stulpeliu, o 1 X p matrica — vektoriumi eilute.
Vektorius visada reik§ vektoriy stulpelj, Juos Zymésime a, b, ..., x,---:
ai
a2
a =
aqd

Aibé visy n-madiy vektoriy Zymésime R'™.

Matricos A vektorius stulpelius pazyméje a1, ..., aq,
a1k
gk
ajp —
Apk;

ja galime uzra8yti vektoriumi eilute

A = (a1, a9, dots,ay).
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Matricos A vektorius eilutes pazyméje by, ..., by,
by = (a1, ..., akq),
ja galime uzradyti vektoriumi stulpeliu
b
a-|”
b,
Tos padios eilés matricas galima sudéti. Jei A = (aj;), B = (b)) tal
A+ B = (aj, + bj).

Jei A = (aji) yra m x n eilés, o matrica B = (by;) — n x p eilés, tai tas
matricas galima sudauginti. Jy sandauga yra matrica

n
C=AB= (Cji), kai Cji = za]‘kbki.
k=1
Matricos A = (aji) ir skai¢iaus a sandauga vadinama matrica A =
(aaji).
Matricos A = (aji,j = 1,...,d;k =1,...,n) transponuota matrica yra
AT = (agj,k=1,...,n5=1,...,d).
Nesunku jsitikinti, kad teisingos Sios formulés:
(A=A, (A+B)"=A"+B"
(AB)"=B"A", (ABC)"=C"B"A".
Matrica A vadinama simetrine, jei A™ = A.
Kvadratiné matrica A vadinama idempotentine, jei A = A% = A3 = ...

Nuliné matrica yra tokia, kurios visi elementai yra nuliai. Matrica A
vadinama diagonaline, jei

A0 0 ... 0
0 X 0 ... O
A= . . . )
0 0 0 ... X\
Diagonaline matricg Zymésime A = diag(A1, - .., Ap). Matrica

I =diag(1,...,1)

vadinama tapatingaja arba vienetine matrica.
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A.1.2 MATRICOS PEDSAKAS, DETERMINANTAS, RANGAS

Matricos pédsakas yra jos diagonaliniy elementy suma:
A) = Z Ajj-
J

Teisingos Sios savybes:

tr(AB) = tr(BA),

tr(I,) = n,

tr(cA) = atr(A),

tr(A7) =tr(A),

tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

n X n matricos A determinantas det(A) yra toks skai¢ius, kad
1. kai n =1, tai det(A)| = ai1;
2. kain > 1:

det(A Z aij(— 1) det(Ayj),

kai A;j yra (n — 1) x (n — 1) eilés matrica gaunama i§ matricos A
isbraukus joje i-ta eilute ir j-ta stulpelj. Determinantas det(A;;) vad-
inamas matricos A n — 1 eilés minoru.

Teisingos Sios savybés:
det(A ) = det(A) det(mB),
det(d H Aj,
det(I,) =1,
det(aA) = o" det(A),
det(A™) = det(A).

Be to,
e matricos stulpeliy ar eiludiy perstatos determinanto nekeicia;

e determinantas nesikeicia jei prie vienos eilutés (atitinkamai stulpelio)
pridedame bet kurig kity eiluciy (atitinkamai stulpeliy) tiesine kombi-
nacija;
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e matricos, kurios du stulpeliai ar dvi eilutés yra lygios, determinantas
lygus nuliui;

e determinantas lygus nuliui tada ir tik tada, kai eilutés ar stulpeliai yra
tiesigkai suristi.
Vektoriai ai,...,aq € R" vadinami tiesiskai nesuristais, jei
ajal +agas + -+ agag =0

tada ir tik tada, kai a3 = -+ = ag = 0.

Tarkime, matrica A yra m xn eilés. Matricos A stulpeliy (eilu¢iy) rangu
vadinamas maksimalus tiesiSkai nesuri$ty stulpeliy skai¢ius.

Matricos eiluciy ir stulpeliy rangai visada lygus ir tas skaic¢ius vadinamas
tiesiog matricos rangu.

Teisingos Sios savybes:

1. rank(A) < min{m,n},
2. rank(AB) < min{rank(A),rank(B)},
jei B yra kvadratiné n X n eilés matrica, tai rank(AB) = rank(A),

jei B yra kvadratiné m x m eilés matrica, tai rank(BA) = rank(A),

AR

rank(A) = rank(AA") = rank(ATA). Beje, AA” yra m x m eilés, o
matrica A7TA —n X n eilés.

A.1.3 ATVIRKSCIOJI MATRICA

Tarkime, A — kvadratiné n X n eilés matrica.
Matrica A yra neigsigimusi, jei ji yra maksimalaus rango, t.y. rank(A) =

Matricos A atvirkstine vadinama tokia matrica A~!, kad AA~! = 1.
Kiekvienai neiSsigimusiai matricai egzistuoja atvirkstiné.

Teisingos Sios savybes:

o det(A71) =1/det(A),

o (A H)l=A4,
o (AT =(A")",

e jei egzistuoja A~!ir B7!, tai (AB)"' = B~'A~L
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A.1.4 TIKRINES REIKSMES IR TIKRINIAI VEKTORIAI

Tarkime, A yra kvadratiné n x n eilés matrica. Vektorius a € R™ # 0
vadinamas tikriniu matricai A, o kompleksinis skai¢ius A — tikrine reikSme,
jel

Aa = Aa.

Lygtis
det(A—XI) =0

vadinama charakteringaja lygtimi. Jos Saknys yra tikrinés matricos A reiks-
més.
Matricos A ir B vadinamos ekvivalen¢iomis, jei egzistuoja tokia matrica
C, kad
B=C'AcC.

Ekvivalen¢ios matricos turi tas padias tikrines reikSmes, nes

det(B — X)) = det(C~YAC — \I) = det(C™'AC — \C7'IC) =
det(C™HA — M)C) = det(C~ det(A — \I) det(C) =
det(A — XI) det(C) det(C) ™ = det(A — \I).

Skirtingas tikrines matricos reik§mes atitinka tiesiskai nesuristi tikriniai
vektoriai.
Jei matrica A turi n skirtingy realiyjy tikriniy reik§miy, tai ja galima
iSreiksti
A=C'AC,

kai A - diagonaliné, o matrica C' neiSsigimusi.

A.1.5 SIMETRINES MATRICOS

Matrica A vadinama simetrine, jei A = A".

Su bet kuria matrica A, matrica AT A — simetriné.

Simetrinés matricos tikriniai vektoriai atitinkantys skirtingas tikrines reiks-
mes yra ortogonalus.

Matrica, kurios stulpeliai yra tarpusavyje ortogonalus, vadinama ortog-
onalaja. Jei O — ortogonalioji matrica, tai

oo=1
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ir

oO"=0"
Ortogonaliosios matricos determinantas visada lygus arba +1, arba —1.
Kiekviena simetrine matricg mA atitinka tokia ortogonalioji matrica O, kad

OTAO == diag(Ala ceey )‘n)7

¢la A1,..., A, — matricios A tikrinés reiksmes.

A.1.5.1 Teigiamai apibréztos matricos
Simetriné n X n matrica A vadinama simetrine, jei
x"T Az >0

su kiekvienu nenuliniu € R"™.
Kvadratiné n x n matrica vadinama neneigiamai apibréZta, jei su visais
xr e R
" Ax > 0.

Pavyzdziui, matrica A™ A visada neneigiamai apibrézta.

Simetriniy matricy aibéje galima apibrézti dalinj sutvarkyma. Sakysime,
kad A > 0, jei A neneigiamai apibrézta, ir A > 0, jei ji teigiamai apibrézta.
Sarysis A > B (atitinkamai A > B) reigkia, kad A — B > 0 (atitinkamai
A— B >0).

A.2 VEKTORINIO ARGUMENTO FUNKCIJU ANALIZE

Funkcijos f : R™ — R i§vestine taske * = (x1,...,2,)") vadinamas
vektorius eilute of () of ()
o x x )
f(x)_<8x1 U Oxy /
Funkcijos F' = (Fy,...,F,)" : R — R™ i8vestine taske @ = (x1,...,2,)"
vadinama m X n matrica (dar vadinama Jakobio matrica)
OF(x)/0x1 ... OFi(x)/0zy,
Flz) = : :
OF,,(x)/0x1 ... OFn(x)/0x,

Pateiskime kelet svarbesniy pavyzdziy.
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1. Jei f(x) =a"z, kai a = (ay,...,a,)7, tai
f(x)=a".
2. Jei f(x) = 2" Az, kai A — n X n matrica, tai
flx)=2"(A+ A").
Atskiru atveju, kai A simetriné,
f(x) =227 A.
3. Jei F(x) = Az, kai A yra m X n matrica, tai

F'(z) = A.
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B PRIEDAS. BUTINOSIOS TIKIMYBINES
SAVOKOS

Dauguma ekonominiy dydziy yra i§ prigimties atsitiktiniai. Todél bet
kuriuose ekonominiuose duomenyse neisvengiamai slypi neapibréztumai. Ip-
rasta, kad pradedant kalba apie neapibréztumus ir ju tyrima, pradedama
magiskuoju trejetu (2, F, P), kuris vadinamas tikimybine erdve (statistikoje
— statistikiniu eksperimentu). Aibé € aprago viska, kas tiriamame reigkinyje
i88aukia neapibréztumus. F aibés €2 poaibiy o-algebra. Jos elementai aprago
galimus jvykius esant neapibréZtumams {2. P yra tikimybinis matas, api-
bréztas jvykiams A € F. P(A) vadiname jvykio A tikimybe. DaZniausiai
magiskojo trejeto (2, F, P) prigimtis néra esminis dalykas. Ypad, jei jis sie-
jamas su kokiu nors eksperimentu. Tada svarbiau nagrinéti to eksperimento
metu stebimg dydj.

B.1 ATSITIKTINIAI DYDZIAI IR JU SKIRSTINIAI

Atvaizdis X : © — R vadinamas atsitiktiniu dydZiu, jei
X' B)={weQ:X(w)eBeF

su bet kuria Borelio aibe B C R (pakanka su bet kuria aibe, pavidalo
[a,b), (—00,b), [a,+00), (—00,+0), a,b € R) Atsitiktinio dydzio X pa-
siskirstymo funkcija vadinama funkcija

Fz)=Pw:X(w)<z), z€R.

Ekonometrijoje paprastai nagrinéjami diskretus ir tolydus atsitiktiniai dy-
dziai. Diskretus —jgyjantys tik baigtinj arba suskai¢iuojama skaiciy reik8miy.
Jie pilnai apraSomi jgyjamomis reikSmémis ir atitinkamomis ty reik3miy
igyjimo tikimybeémis. Daugelis ekonominiy dydziy yra diskretus. PavyzdZiui,
vaiky skai¢ius Seimoje, apsipirkimy per ménesj skaicius ir pan.

Jei X yra diskretus atsitiktinis dydis su reikSmémis z1,xg, ... ir

P(X::L'k):pk, k:1,2,...
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tai jo pasiskirstymo funkcija yra

F(z) = Z Pk, * € R.

kixp<z

Tolydus atsitiktinis dydis fiksuota reikSme jgyja tik su nuline tikimybe. Jo
atzvilgiu galima aprasyti tik tikimybe, kad reik§més priklausys kuriam nors
intervalui. Tam patogiausia pasinaudoti tankio funkcija. Tankio funkcija
vadinama bet kuri neneigiama integruojama funkcija, kurios integralas lygus
vienam. Tai yra, funkcija f(x),z € R yra tankio funkcija, jei

f(x) >0 suvisais x € R

/C: f(z)dx = 1.

Tolydy atsitiktinj dydi X atitinka tankio funkcija f, jei jo pasiskirstymo
funkcija yra

ir

F(x):/_m f(ydt, z€R.

Atsitiktiniai dydziai X1, ..., X, vadinami nepriklausomais, jei su bet kuri-
omis Borelio aibémis B, ..., B,

Pw: Xi(w) € By,...,Xp(w) € By) =
Plw:Xi(weBy) - Plw: X,(w) € By).

Atsitiktiniai dydziai X, X9 yra vienodai pasiskirste (Zymésime X ~ Xs),
jei ju pasiskirstymo funkcijos sutampa, t.y.

Plw: Xj(w) <z)=Plw: Xo(w) <zx) suvisais =€ R.

Du atsitiktiniai dydziai X; ir X2 vadinami ekvivalen¢iais (Zymésime X ~yp .
X27 .]el
Plw: Xj(w) # Xa(w)) = 0.

Viena i§ svarbiausiy atsitiktinio dydZio charakteristiky yra jo vidurkis. Diskre-
taus atsitiktinio dydzio X vidurkis yra

EX = fo(:zi) = Zwkf(l’k) = Z%P(X = T}),
T k k

kai x1, z2, ... yrajgyjamos reik§més, o f(xy) atitinkamos ty reik§miy tikimybeés.
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Tolydaus atsitiktinio dydzio X, aprasomo tankio funkcija f, vidurkis yra

EX = /OO xf(x)dx.

Dauguma funkcijy nuo atsitiktinio dydzio yra taip pat atsitiktiniai dydziai.
Tarkime, g : R — R tokia funkcija (pavyzdziui tolydi), kad g(X) yra atsi-
tiktinis dydis. Tuomet jos vidurkis yra

Eg(x) = [ " g(@) (),

—00

kai X yra tolydus su tankio funkcija f ir

Eg(X) =Y g(z)f(xs),
p

kai tas dydis yra diskretus.

Atsitiktiny dydziy tiesiné kombinacija yra atsitiktinis dydis. Tai yra,
jei Xi,...,X, — atsitiktiniai dydziai, A1,..., A\, € R, tal > p_; M Xk yra
atsitiktinis dydis. Jo vidurkj apskaic¢iuojame pagal formule

E) MXp =Y MEXp,
k k

jei atitinkami vidurkiai egzistuoja.
Kita labai svarbi atsitiktinio dydZio charakteristika yar dispersija

var(X) = 0> = B(X — EX)%

Ji apraso vidutinj kavdratinj atsitiktinio dydzio nuokripj nuo savo vidurkio.

B.2 ATSITIKTINIAI VEKTORIAI

Atvaizdis X = (X1,..., Xq) : Q@ — R vadinamas atsitiktiniu vektoriumi,
jei
XIB) ={weQ: X(w) = (X1(w),...,X4(w)) € By € F
su bet kuria Borelio aibe B C R? (pakanka su bet kuria aibe By x --- x
By, kai Bi,..., By yra realiyjy skai¢iy Borelio aibés arba aibés pavidalo



B.2 ATSITIKTINIAI VEKTORIAI 151

[a,b), (—00,b), [a,+00), (—00, +00), a,b € R) Atsitiktinio vektoriaus X pa-
siskirstymo funkcija vadiname funkcija

F(xy,...,2q) = Plw: X1(w) < z1,..., Xy < x4q), z=(21,...,24) € R

Atsitiktinis vektorius X = (Xi,...,Xy) vadinamas tolydziu, jei egzistuoja
tokia integruojama teigiama funkcija f(z1,...,2q), su kuria

T T4
F(Sﬂl,...,l‘d):/ / f(tl,...,td)dtl'-'dtd.

Atsitiktinis vektorius X = (Xi,...,Xy) yra diskretus, jei visos jo kompo-
nentés Xi,..., Xy — diskretus atsitiktiniai dydZziai. Atsitiktinio vektoriaus
X = (X1,...,X4), kurio pasiskirstymo funkcija yra F(z1,...,z4) kiekviena
komponenté Xy, yra atsitiktinis dydis. Jo marginaliné pasiskirstymo funkcija
yra

Fy(zy) = F(400,- -+ , 400, T, +00,...,4+0), x € R.

Tolydaus atsitiktinio dydZzio X} marginalusis tankis yra tokia tankio funkcija
fr(t) su kuria

Fu(ay) = / " futr.

Marginalinj tankj galime surasti pasinaudoje formule

fi(zg) =
Jr- Jr f@, o 1, Ty Tpgrs - - Tg)dy - - drp_1dapgy . dag.
Jei atsitiktiniai dydziai Xy, ..., Xy yra nepriklausomi, tai vektoriaus
(X1,...,Xq)

tankio funkcija yra lygi marginaliniy tankio funkcijy sandaugai:

flxy,...,xq) = fi(z1) - fa(zq)-

Jei X = (X1,...,X,) yra atsitiktinis vektorius, tai jo vidurkis yra vek-
torius EX = (EX1,...,EX,).
Dviejy atsitiktiniy dydziy kovariacija

covo(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY) = EXY — EXEY.

Diskretiems dydziams X,Y

Eg(X,Y) =) > g(z,y)f(z,y),
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tankio funkcija f(z,y) = P(X = z,Y = y). Koreliacija

cov(X,Y)
var(X)var(Y)

B.3 SALYGINIAI SKIRSTINIAI

Ivykio A € F salyginé tikimybé su salyga, kad jvyko jvykis B € F
apskai¢iuojama pagal formule

P(ANB)

P(AIB) = =55

Norédami apibrézti salygine tikimybe, kai salyga susdaryta i§ bet kokio
ivykiy skaic¢iaus, turime pritaikyti kitus argumentus. Lengviausia tai padaryti
pradéjus nuo salyginio vidurkio sgvokos. Tarkime, Fy C F yra duota o-
algebra. Atsitiktinio dydzio X salyginis vidurkis atzvilgiu o-algebros Fy yra
toks Fo-matus atsitiktinis dydis E(X|Fp), kuriam

E(E(X|Fo)xr) = EXxr, sukiekviena aibe F € Fy.

Cia XF yra aibés F' indikatoriné funkcija:

() 1, kai w € F}
w) =
xr 0, kai w¢F

Salyginis vidurkis E(X|Y) = E(X|Fy), kai Fy yra maziausia o-algebra
atzvilgiu kurios yra matus atsitiktinis dydis Y. Ivykio A € F salyginé
tikimybé atzvilgiu Fp yra

P(A|Fo) = E(xalFo).

Svarbu jsidéméti, kad salyginis vidurkis ir salyginé tikimybé atZvilgiu kurios
nors o-algebros yra atsitiktinis dydis.

Jei atsitiktinis vektorius (Y, X) yra apraSomas tankio funkcija f(y,z),
tai salygine tankio funkcija, kai fiksuotas dydis X = x yra

flylz) =
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kai fx(x) — atsitiktinio dydzio X marginalioji tankio funkcija. Tuomet

o0

b
Pla<Y <b|X —2) = / flo)dy, E(Y|X =z) = / yf (yle)dy.

— 00

B.4 SVARBIAUSI ATSITIKTINIAI DYDZIAI

e Bernulio atsitiktinis dydis

Tai pats paprasciausias diskretus atsitiktinis dydis. Atsitiktinis dydis
X turintis tik dvi galimas reikSmes, 0 ir 1 vadinamas Bernulio atsitiktiniu
dydziu. Tikimybeé, kad tas dydis jgis reikdme 1 lygi p, o P(X =0) =1 —p.
Bernuli atsitiktinis dydis apraso vieno kurio nors jvykio ,sékme” — nesekme”.
Tai gali buti, tarkime, vartotojo sprendimas pirkti kurig nors preke; banko
sprendimas apie kredito iSdavima; darbdavio sprendimas apie priémima j
darba ir t.t.

e Puasono

Puasono atsitiktinis dydis Y — diskretus atsitiktinis dydis, kurio reik§meés
yra naturalieji skaiciai 1,2, 3, ... ir atitinkamos tikimybés

= )\—kei)\
k!

Ak} = P(X =F)
su kiekvienu k € N.
e Tolygus

Atsitiktinis dydis X yra tolygus intervale [a, b], jei jo tankio funkcija yra

1/(b—a), kai a <wu <b;
fy = MOm Ok
0, kitur.

e Normalinis

Atsitiktinis dydis X yra normalinis su parametrais a ir o2, jei jo tankio
funkcija turi pavidala

flu) = exp{—(u —a)?/20%}, u€R.

Jeia=0,0 0% =1 tai X vadinamas standartiniu normaliuoju.
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o Atsitiktinis dydis x?
Z1,Za, . ..y Zm — nepriklausomi standartiniai normaliniai atsitiktiniai dy-
dziai. Tuomet atsitiktinis dydis

V=Z4+7Z3+  +7% ~ X

yra x2 su m laisvés laipsniais. Jo skirstinj taip pat priimta vadinti x? su m
laisvés laipsniais. chi2, atsitiktinio dydzio tankio funkcija yra

1
_ /2 d/2—1
flz) ="z ST (d)2)’ x > 0.

Cia T yra gamma funkcija,

e Stjudento arba t

Jei Z yra standartinis normalinis, o V yra x2, ir jie yra nepriklausomi,

tuomet
A

thm

yra Stjudento arba t atsitiktinis dydis su m laisves laipsnais. Jo tankis yra

t =

C T((n+1)/2) 22\ ~(n+1)/2
1@ = S 2 2) <1 7)

, *€R.
n

o Atsitiktinis dydis F

Jei Vi ~x2,0 Vo~ X2 ir yra nepriklausomi, tai

_W/m

F = ~
VvQ/n m,n

yra F' (Figerio) atsitiktinis dydis su (m,n) laisvés laipsniais.
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B.5 DAUGIAMATIS GAUSO SKIRSTINYS

Atsitiktinis vektorius Y = (Y7,. .., Yy)” vadinamas neisigimusiu gausiniu
(normaliuoju), jei jo tankio funkcija yra

1

p(x) = (CLEPIE exp { — fracl2(xz —a)"2  (x — a)};

¢ia @ € R? — bet kuris vektorius, ¥ — simetriné teigiamai apibréita d x d
matrica. Vektorius a ir matrica > yra parametral ir sutrumpintai ragoma
Y ~ N(a,X) arba Y ~ Ny(a,X), jei reikia pazymeéti dimensija d. Atsitik-
tinis vektorius Y vadinamas standartiniu gausiniu (normaliniu), jei jis yra
gausinis su parametrais @ =0 ir ¥ = I.

I8vardinsime keleta gausiniy vektoriy savybiy,

1. JeiY ~ N(a,X), tai EY = a, cov(Y) = X.

2. Jei Y, Z — nepriklausomi gausiniai vektoriai, tai ir vektorius (Y, Z)" —
gausinis.

3. Jei vektorius (Y, Z)” gausinis ir jo komponentés Y ir Z nekoreliuoti
atsitiktiniai vektoriai, tai jos yra ir nepriklausomos.

4. Tarkime, B : R? — RP — tiesiné transformacija, kurig atitinka matrica
B ir vektorius b € RP. Jei Y ~ N(a,X), tai

BY +b ~ N(Ba+b,BEB").

Kitais Zodziais tariant, afininé transformacija gausinj atsitiktinj vektoriy
perveda | gausinj. Atskiru atveju gauname, kad bet kuri gausiniy

atsitiktiniy vektoriy tiesiné kombinacija yra gausinis atsitiktinis vek-

torius, o ortogonalioji standartinio gausinio vektoriaus transformacija

vél yra standartinis gausinis vektorius.

5. Tarkime, Y ~ N(a,Y). Kadangi matrica ¥ simetriné ir teigiamai
apibrézta, tai visos jos tikrinés reik8meés Aq,..., Ay yra neneigiamos ir
egzistuoja tokia ortogonalioji matrica O, kad

A= dmg()\l, ce ,)\d) =0"X0.

Be to, vektorius X = O™Y — O"a yra gausinis su nuliniu vidurkiu ir
kovariacija A. Dar daugiau, atsitiktinio vektoriaus X komponenteés yra
nepriklausomi gausiniai atsitiktiniai dydziai.
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6. Bet kuris gausinis atsitiktinis vektorius gali buti gaunamas i§ standar-
tinio normalinio vektoriaus afininés transformacijos pagalba.

7. Tarkime, € — standartinis normalinis atsitiktinis vektorius, X = Ae +
a, Y =Be+b kai A: R - R, B: R - R® - tiesininés
transformacijos. Tuomet

cov(X,Y)=AB".

Taigi atsitiktiniai vektoriai X ir Y nepriklausomi tada ir tik tada, kai
AB™ =0.

8. Tarkime, M — idempotentiné d x d matrica rango r, € — erdvés R?
standartinis normalinis atsitiktinis vektorius. Tuomet atsitiktinis dydis
€™ Me turi 2 skirstinj su r laisvés laipsniais.

9. Jei Y ~ N(a,Y) ir matrica o neiSsigimusi, tai

X=Y-a) 2 (Y —a) ~ X%

10. Tarkime, Z = (X,Y)” normailnis atsitiktinis vektorius, EX = a,, FY =
a, ir matrica Vy neiSsigimusi. Tuomet

E(X|Y) = cov(X,Y)Vy 1 (Y — ay) + a.
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